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KAPITOLA 4.

Testy gzgntéig 0 symetrii jednorczmérného a dvouroczmérného

rozdé&leni

Pfedstavmﬂ.ai, Ze chceme zjistit, zda novy druh odetfe-
ni mé kladny efekt nebo zda je lep#l ne# standardni oletfeni.
Abychom co nejvice vylou#ili viivy, které nesouvisi s ofetfe-
nim, uspordddme ndhodny pokus tak, Ze pokusné jednotky rozdé-
lime do dvojic; pFitom d?ﬁjice volime tak, aby byly co nejvi-
ce hnmuganni. Na jednoho €lena dvojice aplikujeme zkoumané
oetfeni, zatimco druhy slouZ{ ke kontrole (pFidazeni uvniti
dvojice &sato provédime néhodn&). Jindy pokus uspoFéddéme tak,
Ze téhoi jedince pozorujeme nap¥. pred a po podéni 1éku.

Dvojice pozorovéni (Xi,zih...,{;n,rﬂj, kde Y; odpo-
vidéd oZetfeni a X, slouZi ke kontrole, miZeme povaiovat
za néhodny vybér ze dvourozmérného rozddleni s distribudni
funkef{ F(x,y). Na tuoto funkei neklademe %4dné zvléitni{ piad-
poklady kroms toho, Ze je spojité.

Hypotéza, Ze olet¥feni nemé vyznamny vliv, je ekvivalentc:
pfedpokladu, Ze distribuZnf funkce F(x,y} Je symetrickd
podle priky y = x, tJj. Hy : F(x,y) = F(y,x)} pre
viescka IERl, )'ER]'- Alternastiva kladného vlivu oéetfent
obecné znemendé, %e rozddlen{ vektoru (X,¥) Jje posunuto ani-

rem k polorovind y¥.



4.1, Pérovy t-test

JestliZe lze predpoklédat, Ze F(x,y) Je distribuéni
funkece dvouroczmérného normdlniho ;nzdéleni se stiedem (/*1’
/wa) a s kovarian®ni matici (U 02?‘9 ; a%ﬂ,-léf 4

P o
pak problém testu vyznamného vlivu odetieni se redukuje na
test hypotézy f*i=/ub proti alternativé /ué ?“i. Ne j-

vhodn&j3im teatem pro tuto situaci je pérovy tetest. Ozna-

/" Z
(4.1) . i > ty_(ob)
[m T el
i=1

kde ty j(p) Jje kritické hodnota t-rozddleni o (N=1)

stupnich volnosti.

42, Testy H, zaloZené na pofadich

Prnvaﬁm& tranaformaci
zi = ‘Ii-‘xi, wi = Xi*ri, i=ljitl’H‘

Pal {dleﬁl}__1ﬁ.{2H;¥H} tvofi op&t vybér z dvourozméného
rozdéleni ss spojitou distribulni funkef. Za hypotézy H,

je toto rozdileni symetrické vzhledem k vse w , zatimeco za
alternativy je posunuto ve sméru kladné poloosy =z. Problém
Jje invariantni vzhledem k trapsformacim promEnnych Wy,e..,Wy

-

type w, = glw,), kde g Je vzédjemn¥ jednoznaZnd funkece,

e

kterd mé nejvyZe kone¥nd mnoho bedd nespojitosti. Maximélni

invariasnton vzhledem k témto iraggﬁﬁrmacim je vektor Zygeee,

...,Eﬁg nvariantnf testy tedy budeu zéviset jen na Zl,.qu.
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21’“"% tvoifi néhodny vyber z n&jekéhe jednorozmérné-
ho rozdélenf se spojitou distribunf{ funkei{ D. Problém tes-
tun Hl je psk ekvivalentni testu hypotésy

(4.2) Hy : D(z) + D(-z) =1  pro vé. z€E€RY,

%e rozdéleni D Jje symetrické kolem O, proti alternativé
K_.;_ : D(z+A) + D(=z+A) =1 pro va. zﬁ.Rl,&?ﬂ.

Alternativa odpovidd tomu, %e rozd&leni D je posunute EmEe

rem ke kladnym hodnotdm =z .

Rozd&len{ D Jje jednoznan& urfeno trojici (p,F, »Fs)y
kde p=P(2<0), Fy(z) =P(|2kz[240) a Fy(2) =
= P(Z< z | 2> 0). Hypotéza H se pek dé ekvivalentn?® vy-

jadPit ve tvaru

ﬂ. S 5
Hlnp—E’ Fz"Fl

a checeme ji testovat proti alternativé@
4
K, :pc%, EzéFl.
Tento problém testu je invarientni vzhledem ke grupé G 3 z:«:s
= g(z;), i=l,...,N, kde g je spojitd, lichd a rostoucd
funkee. Najdeme maximélini invariantw. vzhledem ke G : nechi

P Z*.{ D(_'E} P i kds
J 1n dq) } »

Jn

Jy< voe <dps nechi Sy,...,5, Jsou pofadi ]zi{ o zilln

11{ ,a.{lm a

mezi izll,“.,[ '.aH_I a ByjeeesRy pa‘ﬂadifzj]i.,...,izji mezi

‘le 'iiijl ZKli ?ak (S‘ljitl’sm, Rl,.--’an} ,'j& m&:iﬂﬁlni iﬂ.-
varianta. SkuteZnd, nechi Zyyeverdy @ zi,...,sﬁ jsou 2 bo-
dy takové, Ze n’= m, n’=n & se stejnymi Si a R,j' Pak

existuje spojitd rostouci funkce g na kladné poloese takews
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Ze z; =g(z; ), i=l,...,N a g(0) = 0. Jestlile dodefi-
ngeme g(-z) = -g(z), pak ge G a Z; = glz;), i=l,c..,Ns

Postalujict statistikou pro vektor (S:_; ses:5,3 Rygeee,
«+eyR ) jeou vektory usporédenfch pofadi S,< ...<S . abao-
lutnfich hodnot zdpornfch pozorovéni a Rl'-f.. . {Hr; :ladn¥ch
pozorovéni mezi lel A ,stl; tyto vektorr Jjsou dédle jed-
nozna¥né urfeny jednim z nich, nep¥. Ry < “.(R;.

Inverientni testy hypotézy H, (nebo H{) se pak redu-
kuji na testy, zdvislé jen na uspoiféddanfch poradich Ri-(...{.
--.{Rl.

Necht 7V je poZet kladnfch pozorovéni mesi Zyseees
s o0yl iﬁalr. V Jje nédhodné velidina 8 binomickym rozdé&lenim;
za platnosti H,y Jje parametr binomického rozd&leni roven %.
Pro libovolné pevné n , 1 € n € N dostaneme s pouZitim vé~
ty 4 kapitely 2

&

PRy = Fy,e0e,R =2, VE D) =

{443} = PHI{R£=!‘1,¢.-,'EG.=I"J|"U I'-'n}. Pnltvln) =

= l:n? ) BF - BF

N
pro libovolnou 3 I (:) = 2% p-tic (ryyee.yry) takovych,
n=o

ie 1£ri:...£rn € N. Kpiticky obor libovolnéhoe pofadového
testu velikosti ol = lz‘a obsahuje prévé k takovfch bodd

(Fyseee,r ). Meszsi tEmito testy neexistuje :rak_ovj, ktery by
byl stejnomdrné nejsilnéjéi{ pro hypotézu Hl proti alter-
netivé x;.

Obvykle se uvaZuji testy & kritickym oborem




(4.4) h(Ry + +.. + h(Ry ) >C

kde V uZ nen{ konstanta jeko u H,  , ale néhodnd velifina,
kterd zdvisi na pozorovénich; k Je vhodnd neklesajici funk-
ce. % teatd typu (4.4) probereme 2 nejb#Zn&j#i. Budou se li-
it volbou funkce h a budou vhodné proti riznym alternati-

vém.

402,1 Wilcoxonlv test symetrie

Ve (4.4) poloZme h(i) =i, i#l,...,N. Vyslednd testovéd
atgtistika
-+

V
(4-5} W . B L R

Jje revna souftu pofadi kladnfch 32, mezi ]le,..J,liﬁl.

Statistiku Wy 1lze také vyjédfit v ndsledujfeim tvaru

N
+ 1. ' +
(46) Wy =3 I sign 2R + FN(Ns1)

kde R; je pofadi 129 mesi Izll,...,IZﬁf .
Wilcoxonldv test zamitéd H,, Jestlile T; prekrodi pfislud-
nou kritickou hodnotu. Tebulky kritickfech hodnot lze nalédst
napi*. v pracech: ;

F.Wilcoxon(194R): "Probability tables for individual compari-
sons by ranking methods”. Biometrics 3,119-122.(N=§(1)20);
J.Hé jek(1955) : "Nékterd pofadové rogdilenf a jejiech pouZiti®.
@as.pro pést.matematiky 80,17-31.

ReL.McC ornack(1965) : "Extended tables of the Wilcoxon matched

pairs sigped rank statistice™.J.Amer.Statist.Assoc.60,864-8T1.
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Pro velkd N pouZijeme norméln{ aproximace rozd&leni !;-
StFfedni hodnotu a rozptyl H; vypo&teme nap¥. ze (4.6) s po-
uZitim ndsledujiciho lemmatu:

Lemma 4,1, MNech¥ néhodnéd velidina Z mé spojitou distri-
budn{ funkei F takovou, e F(z)+F(-z)=l, z€Rl. Pak Z

a sign Z Jjsou nezdvislé.

Dikaz. ZFejmd plat! P(sign Z=1) = P(sign Z=-1) = 4. Déle
plati

P(sign 2Z=1,/Z|<z) = P(04Z< z) = P(-2<Z<0) = P(sign 2=-1,
|zl<z) = % P(lZ|<z). .

Ze (4.6) a z lemmatu 4.1 dosteneme (( 2y ,..ey Zy ) Jje né-

hodny vybé&r ze spojitého rozdé&leni, tedy rozd&leni néhodného
vektoru RI,...,R; Je déno vé&tou 4 kapitoly 2)!

ol
(4.7) N N
] ST |

i=1l

Stejné jako dvouvybérovy test, i Wilcoxonlv test symetrie je
zv143tE vhodny, meji=1i Zi rozdéleni logistického typu.

dala’ snaménkovy test

UvaZujme obecndjsdi situaci, kdy Zl""’zH jsou nezé-
vislé velidiny, kde Z; méd spojitou distribufni funkei D
pficemZ Dy yeee,Dy nemusi byt shodné. Tato situace nastane,

it

JestliZfe rdznéd srovnévéni provddime zs rienych experimentdl-

nich podminek nebo riizngmi heteodami.

Zs téchto predpeokladl cheeme testovat hypetézu




S i i — s

=TT=

i :
Hl H Di{E) + Di{"'Z} = 1-. l=1,l-|.H

proti alternativé, Ze rozd&leni jsou posunutéd smérem ke klad-
nym hodnotém.

Problém je invariantni vzhledem ke v3em transformacim

typu z{ = fi{zi}} i=l,.e.,N, kde f£. Jje spojitd, rostouci

i
a lichd funkce. Maximélni invarianta Jje polet n kladnych po-
zorovdni. Mezi vSemi invariantnimi testy (tj. mezi testy zé-
vislymi jen na po&tu kladnych pozorovéni) existuje stejnomér-
né nejeilnéjs{, ktery mé tvar

1 esse n?2C
(4.8) @{n] = {7 ses n=C

o R n<C

kde C Jje urfeno vztahem

N,,1l.N N, ,1.N
= o,
QT rd

Test (4.8) zemité, je-li polet kladnych pozorovéani pfili& vel-
ky; Jje to tzv. znaménkovy test.

Nejprve musime ovéfit, Ze (4.8) je skutelné& stejnom&rné
nejsiln&jsi mezi invarientnimi testy. Necht o e Pizi? Q) =
= l-q;, 4i=l,...,N. Pak

" Py
P({V=n) = Q -+ 9y E q s q_iE
1 n

kde s&itédme pies viech (ﬁ) kombinaci ilg...{in £ lyeesyNe
Hejsiln&jBi test pro hypotézu ﬁr 2Py = eee=PyS

= %- proti pevné alternativé {pi,...,pﬁ}, p{? %, i=l,00e,N

zam{ té HT pro takové n, pro kterd |

(5! P(q:n\p{,...,pr'_,}} C,, neboli kdy¥ platf




. Py Py
(4.9) - £n) = ;T - ghoc,.
) i, .

DekéZeme-1i, Ze f?n) Je rostoucf v n, bude (4.9) ekvi-
valentni nerovnosti n }'..13 pro né&jaké pg3, tedy kritickému
oboru znaménkového testu. Oznadme 8= Ei 35 OO ) NUTHO ™
Pak

f(n+l} PR~ oogiow =
(H+1J 1 *n+l
l -
B P, T R T I,
DTGP g0 R S o In
7 -——-—-——r—l g
L L a. R =
(N-n) () JHigyeeeyiy o | *n
1 - *
= T F & see B, = f(ﬂ]
in} il ‘n ’

coZ bylo tfebs doksézat.

Znaménkovy test je také testem typu (4.4); odpovidajict
funkce je h(t) = 1. Testovd statistika V mé za platnosti
El binomické rozdélen{ s parametrem % y bdkud vyplyvaji
kritické hodnoty, stfedni hodnota i rozptyl ¥V za platnosti

Hl:
EV ng-,var‘b’ =i—i.

Pro velké N 1lze u?i{t norméln{ aproximace.

Znaménkovéno testu se pro jeho jednoduchost Zasto pouZi-
vé i pro testovédnf hypotézy 1 proti alternativé
Kl F D = L = D]: = D

D(z+A ) + D(-2z+A) =1 pro vs. zERl, A2o0.
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Proti témto alternativém uZ znsménkovy test neni stejnom&rné

nejeilnéjiim invariantnim testem. Naproti tomu dovedeme vy-

" pofftat silu testu proti pevné alternativé z K{ : za al-

ternativy mé V op&t binomické rozd&leni, tentokrét s para-
metrem
P(Z720) =1 - D(0)

a tedy

(o) = £

n N=n N C ¢
= n’ (1-D(0))(DC O )™+, () (1=D(0))"(D(0))",

kde C Jje kritickd hodnota testu.

Pozdé&ji uvidime, Ze znaménkovy test je lokédlné nejsil-
n&jéim poradovym testem pro Hi proti K{, je-1i D distri-
buénf{ funkce dvojité& exponencidlnihc typu & hustotou

d(x) = %’- e_lz"j‘i ; xERT.

Poznémka. K provedeni znaménkového tesiu neni tieba znét

pfesné hodnoty X;,¥;, i=l,...,N, ale stal{ v&3&t, zdali Je

g
rozdil ¥,-X, kladny nebo zdporny¥. Proto je znaménkovy test
pou¥itelny i v pripadé&, kdy jsou k dispozici pouze kvalitativ-
ni{ srovnéni jednetlivych oZetfeni, napf. vyroky +typu "droga
B utiZuje bolesti lépe neZ droga A". P#i podobnych kvalite-
tivnich srovnédnich ve skutefnosti neméme k dispoziei Jjiny neZ

znaménkovy test.

4.243. Shody a nuly v poiadovych testech symetrie

Shoda dvou nebo vice diferenci Z, nems vliiv na hodnotu
testové statistiky znaménkového testu; u Wilcoxonova testu Fe-
Eime tuto situaci podobné jako u dvouvyb&rového Wilcoxonova

testu.
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U testl symetrie se v3ak mlZfe vyskytnout dald{ jev, kte-
| ry vede k nejednoznanosti, a to jsou-li n&které rozdily Zy
rovnoy nule. Napf. u kvalitativnich srovnéni je Zi=0 tehdy,

neni-~li subjekt schopen se rozhodncut, které z oSetreni mélo
piiznivéjsi vliv.

Uvafujme nejprve znaménkovy test. Nechf Zyseensly
jsou nezévislé & stejn& rozd¥lené a nechi p_ = P(z,> 0),
r P. = P(2< 0) a p, = P(Z)=0). Pak pofet nul 'L; mezi

Zl""’ZH Je nédhodné veli@ina s binomickym rozd&lenim
b(p,,N).

teat: (1)

V zdsadé jesou 3 moZfnosti jak upravit znaménkovy
uvaZovat modifikovanou testovou statistiku ve

tvaru V+ % v;; (2) kaZdou nulovou hodnotu Zi povazovat

& pravd&podobnosti % za kladnou a 8 pravd&podobnosti %

za zépornou; (3) nulové hodnoty Z; vynechat. Hemelrijk

(1952) a Putter (1955) ukézali, Z%e varianta (3) je z hlediska
f silofunkce nejlepsi.

Podobn& postupujeme u Wilcoxonova testu. Zde oviem mu-

8ime kombinovat zpracovédni nulovych hodnot se zpracovénim
t shodnych hodnot (viz 3.7).

4.3. Problémy a cviZeni

(1) (R.F.Harell (1943):"Effect of Added Thiamine on Lear-
ning", Contrib.Educ.877,table 10). Ng skupin& 24 d&tf byl
vyZetfovédn div vitaminu El na pokroky v uéeni. DEti byly roz-
d&€leny do 12 homogennich dvojic; nédhodné zvolemé dit& v kaZdé
dvojici dostédvalo pravidelné dédvky vitaminu El, druhé dité

dostédvalo neutréln{ létku a slouZilo ke kontrole. Viechny dé-
|

ti pro#ily testem IQ pfed a po provedeni pokusy, ktery tr¥al
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6 tydnd. Nésledujici{ tabulka udévéd pfirtstky IQ u v3ech
déti.

Dvojice 1 2 3 45 67T 8 9 101112

Oietfené | 14 18 2 4 =514 -3 =1 1 6 3 3

Kontrolnf{ | 8 26 -T -1 2 9 0-4 133 3 4

Pomoc{ Wilcoxonova a znaménkového testu ovéfte, zda vitamin B,

mé prokazatelny vliv na pokrok v uleni dé&ti.

(2) Lehmann(1975). VySetfovala se d&innost nového prostifed-
ku proti bolestem hlavy. 15 pacientd trpicich bolestmi hlavy
dostalo stejné mnoZstvi tablet nového léku a standardniho 1lé-
ku ve dvou lahviZkdch oznalenych néhodné A a B. Pacienti
dostali pokyn, aby brali po jedné tablet& pii kaZdé bolesti
hlavy, stiffdavé& z lahvifek A a B, aZ do vyuZivén{ v3ech tab-
let a pak =dé&lili léka¥i, ktery z prostiedkd povaZul za W&innéj-
51 (lékat mé zaznamendno pfidéleni 1ékd do lahviZek A a B pro
ka¥dého pacienta). 10 pacientd se vyjédfilo ve prospdch nové-
ho 1éku. Pomoci znaménkového testu ovéfte, zda tento polet

potvrzuje vy381 ddinnost nového léku.

(3) UkaZte, Ze pro velké N 1lze silu znaménkového testu

aproximovat hodnotou
@ %Cd; +rﬂ—1([:i-%')
yp(1=p)

kde i:u=P(Zi>D], 2 SRR @ Jje distribufni funkce stan-

dardniho normélniho rozdéleni.

(4) DokaZte, Ze pro Wilcoxonovu statistiku plati

29043 P6
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i N
WH = [ z u(Zi + Z.)
J=1 i=l J
kde wu(t) =1 pro t 20 a u(t) =0 pro < Q.
Pomoel tohoto vztahu dokaZte, Ze za platnosti H) Je rozdé-

leni statistiky Wy symetrické kolem hodnoty % N(N+1).

29043 Z6
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KAPITOLA 5.

Testy hypotézy o shodnesti n&kolika populaci (oSst¥eni)

Chceme porovnat p roznfeh typd oSetfen{ nebo populac{
na zdklad® p nezévislych vybérd xil""'xin. w 2aL saa i
i
po jednom z kafdé populace. PPesnéji faﬁannf xil""’xin.
1

je ndhodny vyb&r z rozd&leni s distribufni funkeci F;y © kte-
ré predpoklédéme, Ze je spojitd, i=l,...,p; vy¥béry jsou vzé-

P
jemnZ nezédvislé. Oznalme N=ZI n; celkovy polet pozorovédni.
i=l
Chceme testovat hypotészu

(5.1) Hp : F(x) = Fp(x) = oo = F(x), xER,

kterd tvrdi, Ze nen{ vfznamny rozdil mezi jednotlivymi typy

oSetfeni, bud proti obecné alternativé
(5.2) K, :F; ¢ F s alespon preo jednu dvojici i,J
nebo proti specidlnZji{ alternativé

(5.3) K5 : Fi(x) = F(x-4A;), i=1,...,p
Ai +Aj alespon pro jednu dvojieci i,j )

kterd tvrdi, Ze oZetfeni maj{ linedrni vliv na hodnotu pozoro-

vané veliZiny a alespon dv& odetfeni se vyznamnd 1i3{.
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5,1,1. F-test

JestliZe miZeme predpoklédat, Ze F; Jje distribudni
funkce normédlnihe rozdéleni H[/w+p€-i, 0’2}, <1y SRy
dostévéme obvykly model anaslyzy rozptylu pfi jednoduchém ti#{i-
déng:

xij = !u,+a& +Ei:j’ ,j=1,...,n1, i=l,e5:isP,
5 4}{;L- jsou nezdvislé ndhodmé velidiny s rozdélenim

ij
N(0,0°).

Hypotéza H, v tomte pripadé nabyvd tvaru

HE':G(:1=0:2=.“= chp=0-

Jak je znémo,vhodnym testem parametrické hypotézy H,, nej-
silnéjsim v urdité tridé invariantnich testd, je F-test

8 kritickym oborem

2 2
N=p L n, {Xl -~ Xsii)
(5.5) 2 = — —-31-n_ >
S T L
i=1 j=1 J -

kde kritickou hodnotu C, najdeme v tabulkéch F-rozdéleni
o (p-l, N-p) =stupnich volnosti; p#itom

g by 1 3 ;i X
= B —— E' x, ¥ A x = o
2 B j=1 19 THNN. S j=1 9

5:1.2. Kruskal-Wallisdv poFadovy test

JestliZe nemliZeme predpoklédet, Ze rozdéleni pozorovéni
jsou normélni, pouZijeme testu zaloZeného na pofadich. Si-

tuace je podobnéd jako u testovéni shodnosti dvou populaci za-

loZeného na dvou nezdvislych vybérech.
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Hﬁﬂh{ Ril,it‘ ,Rini JED{I pﬂf‘ldf Xil,--.,x. Etmn—

in.?
1
vend vzhledem k vektoru v3ech pozorovéni

{xll"”"xnli ler'”:xzn?i“'i xpl’”"xpnp}'

Hegcht Rfl‘*"'fﬂini jsou tatdZ poradi uspofédand podle ve-
likosti, i=1,...,p. Pak za platnosti H, pro libovolnou
permutaci (rll,...,rlnl; see} rpl**""bnp} Sieel 1,...,N
takovou, Ze rilf ....(rini; i=l,...,P, Pplati

{515) PHE{H].]. = rll’.'.’Rlnl = I‘lnl; seey Rpl = rpl,...,
" n.ll s e ﬂp!

'UG’R‘ =r J

I [ ]
po, pog N
.
L ;g =1 a
R. XX e & 4 —_ s F B
Oznaéme ° n; je1 ij? y ' P
-p ni
1 N+
R = = = L R:. = .
eo B 40 gmp A _El

Dosadime-1i do testové statistiky (5.5) F-testu Hij misto

misto i‘ , dostaneme

ij? Ry | misto X. a H.

o=
B
!
|t

P Ny
i=1 j=1 e

z &ehof po Upravé a vyndsobeni vhodnou konstantou dostaneme

testovou statistiku Kruskal-Wallisova testu

_ 12 P N+l 2
*FwD (I ny (By - 73" )

K
(5.7)

32 = 2
= NEET, L, S By e
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JestliZfe Jje p=2, redukuje se statistika (5.7) na statistiku
et oustranného Wilcoxonova testu. Test zamité hypotézu H, ,
JestliZe plati

(5.8) . X20,,

kde C, Je kritickéd hodnota. Kritické hodnoty lze stanovit
z rozd&leni pravdépodobnosti (5.6); jejich vypoZet je viak
velmi pracny. Kritické hodnoty Kruskal-Wallisova testu tabe-
lovali W.H.Kruskal a W.A.Wallis(1952): "Use of ranks in one-
criterion variance analysis". J.Amer.Statist.Assoc.47,582-612
(p=3, n;=5);

C.Kraft a C.vanEeden(1968):"A Nonparametric Introduction to

Statistics".Macmillan,N.York.

Pro p>3 a ng 3 5 pouZivdme piibliZnych kritickych
hodnot stanovenych nas zéklad® asymptotického rozdé&leni. D4 se
p maji{ né-
hodné veli&iny ﬂlE n, H+1 y i=l,...,p pPFibliZné stejné sdru-
fené rozd&leni jako velidiny VE;(Zi_-E"], i=l,ce.,p, kde

ukdzat , Ze za platnosti H2 a pro velké Dyjseee,l

zij' i=l,¢e¢e:P; j'-l,...,ni jsou nezévislé s rozddlenim N(Ql).

Z toho plyne, Ze K mé p¥ibliZné stejné rozdéleni jako

p

z nliz -Z ]2, co¥ je rozddleni 1'2 o p-l1 stupnich
“1 LR

volnosti.

Poznémka 1 . Jestli¥e plati H, a spoleZné rozdé&leni veli-

&in xij' méd kone&ny rozptyl, pak pro velkéd Ry yeeeshp mé

i statistika

(N-p) Elnltxi_-i )¢

P >
T zltx =X )
e X,
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pfibliZné rozdé&leni Ti_l. To znamend, Ze velikost F-testu
(5.5) zlstane pfihliﬁhé zachovédna, i kdyZ skutelné rozdé&leni
dat nen{ normélnfi.

Poznémka 2. JestliZe se vyskytnou shodnéd pozorovédni, uZi-
Jeme metody prim&rnych pofadi, podobn& j=ko u Wilcoxonova tes-

tu.

5.1.3. Medidnovy test

Nechi M je medién spojeného vybdru (Xyq,-e;Xy, ;-
xpl"”’xpn ). PPedpoklédejme pro jednoduchost, Ze N je
sudé.

Oznad&me A.j poZet pozorovdni j-tého vyb&ru, kterd jeou
v&tE8{ neZ M , j=l,...,p. Pak néhodny vektor {Al,...,ﬁp}
mé za platnosti H, rozdéleni pravdépodobnosti

R e

{5"9) P {A =a [
O e B o R {_E)
4 N

kde a = iilai -

Testové statistika medidnového testu mé tvar

4 | R, .2 P
(5.10) =4 I = (A; - )¢ =4 &
" g Mg ok e =

|
i
-

1

a test zamita I-I2 pFi velkych hodnotdch Q.

5+2s _ Model dvojného t¥idén{i (nédhodné bloky)

Cheeme~1i porovnévat dZinnost p rdznfch oSetfeni a po-

zorovand data vykazuji velkou variabilitu zplsobenou rdznymi




o

1

-
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daldimi vlivy, je vhodné uspofédat experiment tak, %e pozo-
rované subjekty rozdé€lime do n c¢o nejvice homogennich sku-
pin, tzv. blokl, a srovndvéme d&innost oSetfeni pouze uvnit#

blokl; Jjednotlivé oZetfeni pifitradime jednotlivym &lentim blo-
ku néhodné.

Budeme uveZovat nejjednodu3ii z t&chto modeld, ve kterém
pozorované subjekty rozd€lime do n blokd o p é&lenech
a kaZdé o3etieni aplikujeme v kaZdém bloku prévé jednou.PFed-
poklddédme, Ze bloky jsou vzédjemn& nezévislé.

Forméln{ popis modelu: méme n.p pozorovéni, kterd
usporédddme do tabulky:

UfetPeni
Blok 1 2 P

(5.11)

B oese N
A
S
g &

Pozorovéni Xﬁj odpovidd i-tému bloku a j-tému o3etfeni.

Predpokléddme, Ze ndhodné velidiny xij Jjeou vzédjemné nezd-
viglé a xij mé spojitou distribudni funkei Fij’ i=1,...,n;
j=l,+e.,p. NaZim dkolem je testovat hypotézum, Ze nen{ vyznam-

ny rozdil mezi odetfenimi, tedy

(5.12)  Hy 1 Ba(x) = P,(x) = oox = By (3), T&R;

i=l,...,n, proti alternativé

l

Lt
e

Fij f Fik alespon pro Jedne i & alespon

pro jednu dvojiei Jj,k ;
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nebo proti mén& obecné glternativé

E5-14] K3‘ H Fij(x} = Fi(I‘“‘ dj}; .j:l’iii’p; i=1,--.,n

A alespon pro jednu dvojici Jj,k .
J k "

5-2.1- F-IEE_t_

JestliZe miZ¥eme piedpokléddat, Ze veliliny xia. vyhovuji
vztahim

(5.15) X; 3 =:;u +ols +/5j *+ B35 i=l,...,n5 3 K

kde Eij jsou nezdvislé nshodné velidiny & rozdélenim

2 :
¥(0,0") a ’(w ,d.'-i ’ﬂj jsou neznémé parametry {Iﬂz hlavni
aditivnl efekt, o{.’.i -efekt i-tého bloku a ﬁ,j -efekt j-tého

ofetfeni), pak hypotéza H3 nabyvé tvaru

(5.16) Br=fa= =y

Kriticky obor testu, vheodného pre hypotézu (5.16), mé tvar

P = ¥ -2
(n-1)n I (}I'J- - K__J
(5.17) F = ——d= - ¥
I I (Xy-X -~X5+X))

j=1 i=1

kde C, je kritickéd hodnota F-rozdélen{ o p-l1 a (p=1)(n-1)

stupnich volnosti.

5alelo Friedmantiv pofadovy test

Usporédde jme pozorovéni v kaZdém bleku podle velikosti

a ozna®me pFislusnd pofadl R j,--«, s i=1,...,n. PoFadi

Rip




P Ty o
miZeme uspofddat do tabulky

OSetfend . Rédkové
1 2 ses P prﬁEéry
Blok :
+1
1 Ry B =es By e
+1
P 2 Ryy Byp «:- By .
| . : : : :1
.+
n Rnl an e w an %
Celkovy primér
BLOUPSORR-|. Sy B, o e Bad
priméry ‘ 3 P oo
kde R 1 7R R L ; %R
, O === e = — " .
W B dd *o PP 4 jm 3J

Friedmanlv test je zaloZen na statistice

12 n P +1,2
Q=S ER ,-E4€ -
(5.18) pip+ j=1 oy 2
.12 n SR
s VST SR e il

2 zam{td H,, JestliZe Q 2 G, . Kritické hodnoty Fried-
manova testu tabelovali

M.Friedman (1937): "The use of ranka to avoid the assumption
of nermality implicit in the analysie of varisnce®. J.Amer.

Statist.Assocc.32, 675-T01;

D.B.Owen (1962):" Handbeok of Statistical Tables", Adiscn-

WesleyMass.;

C.Kraft a C.van Eeden (1968):"A Nonparametric Introduction to
Statistice™, Macmillan,N.York;

4 M.G.Kendall (1970):"Rank Correlation Methods™, 4.vydéni;

Griffin,Londen.
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Pro v&t31 hodnoty p a2 n miZeme opdt pou¥it p¥ibliZ-
nych kritickyeh hodnot. JestliZe n3e , konverguje rozdéle-

ni statistiky (5.18) za platnosti H, k rozdé&len{ f{' 2

3
© (p-1) stupnich volnosti.

JestliZe p=2, redukuje se model néhodnych blokl na mo-
del pérovych srovnédvéni, ktery jesme uvaZovali v kapitole 4.

Friedmaniv test se pak redukuje na oboustranny znaménkov¥ test

4

Podobn& jako znaménkového testu pro porovnéni 2 oSetfe-
ni 1lze i Friedmanova testu pro porovnédni p o3etifeni po-
uzit i tehdy, nejsou-li k dispozici pPesnéd mé&feni, ale jen
usporddéani podle d&innosti. Podobné jako u znaménkového tes-
tu je vyhodou i tohoto testu snadné provedeni. Nevyhodou Jje,
jak uvidime, jeho nizké asymptotick& vydatnost.

5e3e _ Problémy a cvifeni

(1) KruskalWallisiv test p¥i vyskytu shodnfch pozorovéni.

Hech{ mezi pﬂﬁnr“ﬁnimi {xllg_---'xlnl,+¢+,xp1’¢41,xpn ) :;E

prévé e hodnet rdznych, pFifemZ t, pozorovéni je rovne

nejmen3i z nich, atd., aZ ty pozorovéni je rovno nejvétdi

z nich. Necht R®},,...,R} ~ jsou primérné poredi itého vy-

n. i

béru, ﬁi = %— T ﬁ?d. Pak modifikovanéd Kruskal-Walliso-
3 i j=1

va statistika mé tvar

a
3
Z (ty - t.)

=12 ot - B2 1_k=1tk k.
MINEY) o5 "V SnEen e B - N i

Podmindné rozdslent K* pri danch ty,...,t, Jje priblins

2
5{ p-1°




(2) Srovndnf 4 laboratofi (Mandel (1964):" The Statistical

Anslysis of Experimental Data", J.Wiley).
4 rizné laberatofe mé&fily hladkost ur&itého typu papiru.
Ndsledujici{ tabulkas udévéd po 8 mEfenich z kaXdé laboratofe.

Laboratof
A 38.7 41.5 43.8 44.5 45.5 46.0 58.0 47.7T
B 39.2 39.3 39.7 41.4 41.8 42.9 45.8 43.3
c 34.0 35.0 39,0 40,0 43.0 43.0 45.0 44.0
D 34.0 34.8 34.8 35.4 3T7.2 37.8 42.8 41,2

Pomoci Kruskal-Wallisova testu (modifikace uvedené ve cv.(1l))
testujte hypotézu, Ze nejsou éystematické rozdily v préci
jednotlivych laboretofi.

(3) (Beecher (1959):"Measurement of Subjective Responses"”,
Oxford University Press), 7 pacientd trpfcich ka#lem postupné
obdrZelo neutrdln{ lédtku a 3 uklidnujic{ proastfedky. Ndsle-
dujici tabulka uvddvéd polet zakadléni zs den u jednotlivych

pacientd pFfi jednotlivych oSetfenich.

cient '
Ofetfen * - 3 4 ? S !
Heroin,5mg 251 126 49 45 233 291 1385
Dextrumet?grigan 207 180 123 85 232 208 1204
Codein,lOmg 167 104 63 147 233 158 1611
Neutrdlnf létka 301 120 186 100 250 183 1913

Pomoci Friedmanova testu rozhodnéte, zda Jje vyznamny rozdil

mezi jednotlivymi typy e#Setfeni.
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KAPITOLA 6.

Testy hypotézy nezdvislosti ve dvourczmérné populsci

rozeérného rozd&leni pravddpodobnosti se spojitou distribulni

l Nech¥ (Ii,Ii},...,(In,In} Jje néhodny vybér z dvou-
funkeli F(x,y). Chceme testovat hypotézu

kde F1 a F2 jsou libovolné distribuni funkce, tj.
e néhodné velifiny X a Y Jjsou nezévislé.

Hypotézu H5 uvaZujeme proti nejriznZjsim alternati-
védm zédvislosti X a Y. HNejlast&jsi Jje alternativa

| kladné (zéporné¢) zdvislosti X a Y. Nechi ¥, =zne-

. &1 néhodnou veli¥inu, jejf{# rozdé&leni{ je shodné s podmi-
! nénym rozdélenim Y za podminky X = x. Pak alterna-
i

tiva kladné zdvislosti znamend

| (6.2) K5 : x< x" = Y s je stochasticky v&t3{ net Y .
Specidlni p¥ipad alternetivy kladné zévislosti nasta-
ne, jestli¥e F(x,y) mé hustotu £,(x,y) tvaru

,

I (6.3) KE : fdtlef} = jflft-dz)fzfjﬂﬁl)di!(z} » A20

kde M(z) Jje libovolnd nedegenerovand distribuéni
funkce 8 koned.nfm rozptylem a f£,,f, jsou libovolné
| hustoty. (6.3} znamené, Ze plati

| X; =X ¢ AZg

Y, =Y +4 2, 121, 400,0,




=0 =

prifem veli¥iny X, Y., 2Z;, i=l,...,n Jjsou nezévislé
a jejich rozd&len{ nezévisf na i . Je-1li A = 0, jsou

Ii ﬂ Ii Mii?iﬁlé, i=1’¢ - e ,Ih

Potadové testy, se kterymi se setkéme, jeou vhodné pré-
v3 proti alternativém (6.3).

6!1- t'taﬂt

PPedpokléde jme, %fe F(x,y) Je distribufni funkee dvou-
rozmErného normélniho rozdslenf, tj. mé hustotu

2 o 1 1 %
(6.4} fLix,¥y) = . 8xp { - (x=AMln )
= 2T 090, Fl-r? { 2(1—?"} [?1 [ 1

1 N oo . i o
H e sl e
1

e

[fl‘-'l}

kde My, My Joou st¥ednf hodnoty & o7,05 rozptyly X a ¥
a f’ je koreladni koeficient X a Y. Za tohoto pfedpokladu
lge hypotézu H5 pfepaat ve tvaru

Hy : f=0
a aslternstiva kladné zdvislosti méd tvar 1") 0.
Ste jnomérné n&jsilnﬁ%hﬁckﬁ obor pro H5 proti jedno=-
strannfm alternativém mé tvar

(6.5) Hn-E %} t(n-2),

kde
z (xi-il (X -¥)

2
[ {xl-i} ::1{2 -Y) I

1=




=J5=

je vybérovy koreladni koeficient a t*(n-E] Jjs kritickd
hodnota rozd&len{ t o (n=2) stupnich volnosti.

6.2. Permutafni t-test

Chceme testovat hypotézu H5 proti alternativé kladné
gdvislosti; médme podezfeni, Ze F(x,y) Jje distribu&ni funkce
normélniho rozd&leni, ale nejsme si tim stoprocentn& jisti.
Podobnou situaci jsme uvaZovali v § 3.3. Stejn& jako tam bu-
de vhodné hledat test, nejsiln&j3{ peoti normélnim alternati-
vém, ale mezi testy, jejichZ¥ velikost nepfekroZi pfedepsanou
hladinu v¥znamnosti o/ nejen pro normélni ruzdéleni., ale
i pro v3ecka rozd#leni{ absolutné spojitého typu vyhovujief
hypotéze nezdvislosti.

Neeht x% ...cx™ & ¥ L c¥(®) js0u po-

Fadkové statistiky odpovidajici vybérim X,,...,X, a Xyseney
ETS S Nech¥ F je systém vZech dvourozmérnych hustot tva-

ru

£(x,y) = £4(x)£5(y) x,y € Rll

kde f}.'fé jsou libovolné skoro viude spojité hustoty.
Podle vEty 1 § 3.3 test §= % (XyyeeesX ;5 yl,...,rn) spl-

nuje rovnost

{5"?}f{¢{xli“'|xn; 3’1,..-,311}1'1{!1} T fliln)fz{rl) B
saw fz(?n}d‘f’ dz =d}
pro v&., f€ 7 prévé tehdy, jestliZe

{3.)
- B i T

plati skoro jistZ vzhledem k Qs-" -
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kde sfitdme pies viech {n!)2

permutaci {il""'in; Jyseces
....jnj bedu (l,...,n; l,...,n). Mezi viemi testy, vyho~
vajicimi (6.8), hleddme stejnomérn® nejsilnéjd{ proti normél-
nim alternativdm, za kterych mé vektor {Xl,...,xh; Tyseeey

e w .Yn) huatotu

1 1 1
b (2T g, 0, 1= )" T {" 201-@) | o2 [ izl(xi (u'l}
n
* lz ii]_(ri-{“'ajz E—L z {xl-f‘ﬁ.}(ri IWE}J} ' Jo} Os

0,0
g5 172 i=1

a5 2 n n
Proto%e I x7, E Yi» I x5, Zy; jesou konstantni na mno-
i=1

M L |
Zin& vdech {n!f'permutaci bodu (1{1) K(n) Itl} : .,I{nag
vyplyvd odtud, Ze nejsiln&jii test zamitd Eﬁ pre M permu-
tact (il,...,in; jl,...,jn}, kterym pfisludi nejvysEf hod-
noty v¥razu
n x{ikJ I(jk}

(6.10) T
k=l

kde M je urZeno tak, aby platilo -1-!—2 =0/ (jestliZe ta-
to rovnost neplati pro Zd4dné M , jeﬁﬂ;%né bod na rozhrani
randomizovat). Mezi hodnotami (&.10) je pouze n! riznych:
miZeme tedy Fici, %e nejsiln&j&f{ test zamitd pro ¥’ permu-
taci Jl"*"Jn &¢igel 1l,...,n, vedouci k nejvétEZim hodno-

tém vfraza n : (J:) .
z xXD ", xee o=t .
i=l
Prakticky provedeme test takto: ziskdme data (xy,¥9);:-o
...,(xn,r )3 stanovime zill '._‘::(n}? uagofédddme n!

gﬁ Jds .
hodnot 7, x{i}r{ 4.7 podle velikosti a stanovime kriticky
A=A
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obor (podmindny Jjevem 1(1) = :{1),..”2{“)8 z(n) 3

Iu) = I“']:n-, I{n) = ,{n)]' ktery obsahunje ol permuta-
n
¢l odpovidajici nejvy33im hodnotdm I z{i) y i%, JestliZe

i=1
n
pak napozorovand hodnota iﬂlziyi pPrekroé{ hranici kritické-

ho oboru, zamitneme H5 ve prospéch alternativy kleadné zéd-

vislosti.

Test je tedy podmin&ny vektorem pofddkovich statistik
r(x,y) = (x,..0,x®); v (1) 0 ¥(B)y o kritieks obor per-
muta&niho testu lze psédt ve tvaru

n

R RARALIC 8]
nebo v ekvivalentnim tvaru

R € (T(X,1)) |
tedy permutalni test je verze standardniho t-testu vyznam-
nosti korela®niho koeficientu, podminénd vektorem pofddkovyich
atatistik. Dd ee ukdzat, Ze pokud G‘i} 0, agp 0, E‘I]3-{m
a E[Y[3C¢H s Jsou oba testy asymptoticky ekvivalentni p#i
nd3e0 . Pro velkd n, kdy provedeni parmutaﬁnihb testu zna-
mend velkou Fadu vjpnﬁtﬁ, tedy miZeme permutaini test aproxi-

movat standardnim t-testem.

6.3.  Pofadové testy nezdvislosti

Necht (Il,Il),..ﬁ,(In,Ih} je néhodny vybér z dvouroz-
mérného rozd&leni se spojitou distribuini{ funkel F(x,y).
Oznatme Rl""’Rn pofadi xl,...,xn a Sl""’sn pofadi
I 4000, . Jestlife plati hypotéza H5, jsou vektory

(Xl,...,xnl 8 {Il,...,In) nezédvislé a tedy i vektory po-

29043 P7
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*adl (R 100 0esBy 1N {Sl,...,sh) Jeou nezdvislé; podle vé-
¥ 4 kapitoly 2, mé kaZdy z tichta*rnkturﬁ rovohom&rné rogdé-
ieni na mno¥in¥d (#, permutac{ (1,...,n).

6:3.1. Spearmaniv korels efici

Za hypotézy Hy; Jjsou vektory pofadf (R 12++sR,) a
(8y4000,8,) nezdvisie. Dnaaﬁma do v¥razu (6.6) pro vybérovy
koreladni koeficient misto % a Y, poFfadt R, 30 Sy i=

= 1jessy0s Doastaneme Spearmaniv korela¥nft kaetielunt

1 -
5 1511115 -R 3
(6.11) r_ = =
[51- z{n—mz 2 L (s -§]JU2
=] i=
- n EESigean 2
Pretofe R=5=81 o 1 3 g e =P (=
: Cyae ! Hisp i
A 2
:‘E z 12_{315’1}2 n -1’
i

mifieme (6.11) vy jédFit také ve tvaru

n
q =+
{8.12) rs = -—......1.3_._ - 1

i L
nlhC=r) 4=y e =

Speermantv test zamfts H-5 ve prospéch alternativy kladné
zévislosti, JestliZe platg
T3> Kk,

uebo, cof je ekvivalentnf, jestiiZe

(6.13) STz R, S5 &,
i=1

T, lze také vyjddrit ve tvaru

=
29043 Z7
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(6.14) r =1 -—36'— g [Ei - 5-12 ’
. n’-n i=1 *

ze kterého vyplyvé, Ze pfi testovdni miZeme téZ pouZit ekvi-
valentni statistiky

*

(6.15) e ( R

I

i

pfifem# teet zamité pro malé hodnoty Y .

Kritické hodnoty Spearmanova testu lze nalézt nap¥.
v pracech G.J.Glasser a R.F.Winter (1961):"Critical values
of the coefficient of rank correlation for testing the hy-
pothesis of independence”, Biometrika 48, 444-448 (n=4(1)30);
D.B. Owen: Handbook of Statistical Tables (rusky pfFeklad
Moskva 1966).

Pro velkd n stanovime kritické hodnoty pomoeci normédlni
aproximace; stifedni hodnota a rozptyl EP za H5 jeou

(6.16) EY = % n(n+1)2

2 2
P . (5{11 (n-1)

L]

Test (6.13) je lokdln& nejeiln&ji{ pro e proti alternati-
vém (6.3), kde £, & 1, jsou hustoty logistického typu
(viz kepitola ¥ ).
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63,2, Kvadrantovy test

Tento test je aﬁlnzen na statistice
B n+1 : n+l ]
(6a7)  s=g T [sign{Hi- B1)+1].[sign (s;- B3+ 1

a zamitd pii velkych hodnotéch s . JestliZe n Jje sudé,
Je S* fuvno podtu dvojic {xi,ri), pfn které X5 Je vét-
81 ne¥X medién (11,...,xn} a zﬁrnvaﬁ Yi je v&tBi nef me-
difn (¥;,...,Y ). Statistika S” mé pak za platnosti Hg
hypergecmetrické rozdéleni
(m) m

P(s¥= o) = S B=H

(o

E“—'D,-..,m,

kde m = % .
Odtud mi¥eme stanovit kritické hodnoty; také miZeme pouZit

tabulek
G«J. Lieberman, D.B.Owen (1961): "Tables of the hypergeometri-
cal probability distribution™. Stanford Univ.Press;

pro velké n pouZijeme normélni aproximace s paresmetry

Bs” = 8 .
2
1 n
I‘E n__._I e n Eu-'ﬁé
#
var S =

%E (11-1;' a8 n 1iché‘-

6+.3.3. Kendallliv pofadovy korelaZni koeficient

Daldf{ jednoduchy pofadovy test nezdvislosti je zaloZen na
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Kendallov& korela&nfm koeficientu, ktery je dén vztahem

5 1 .
(6.18) T'= {2_] Lg sign (R;-R;)sign(S;=S;).

Ziejm& -1 €T € 1. Hypotézu H; zamftéme ve prospich al-
ternativy kladné zévislosti, jestlifie ©'> k., ., kde ky

Je kritickéd hodnota; kritické hodnoty tabesloval -
M.G.Kendall (1948):"Rank correlation methods”.Griffin £ Co.,

London (3.vydéni 1962).

Pro velkd n poufijeme pFibliZnfech kriticky¥ch hodnot zaloZe-
nych na asymptoticky normélnim rozdé&leni e parametry

E?” =0, var?® = EDE:t 2

6+4. Problémy a cvilZeni

(1) Nésledujic{ tabulka udédvé v¥3ku a obvod hlavy 16 chlap-
ch ve véku 48 tydnd (Thompson (1951):"Data on the Growth of
Children during the First Year of Life", Human Biol.23, T75-
"92}0

Vy &ka (mm) 773 730 i 796 754 776 720
Obved hlavy | 475 469 463 475 474 47 473

Vy Zka 764 756 705 716 733 709 750
Obvoé hlavy | 482 464 482 482 450 461 474

Testujte hypotézu nezévislesti proti slternativ® kladné zéd-

viasloati. l
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(2)  Neehn¥ (X,Y) mg dvourozmérn

€ norméln{ rozdélenf s kg
reladnim koeficientem

Q} 0. Pak X,y Jsou kladps zévialé ve
8myslu definice (6.2).

Névod ; Podmin&ng Trozdélent Y Pfi daném x = X Je normél-
ni se st¥edns hodnotou

o.
2
/t(’z'*fai (I-ﬁ’l}
a rozptylem G%El- ?EJ. Pridteme-1i 1 veliZins

o
délenim kladnoy hodnoty ?

8 timto rog-
Ef{x‘-x},

dostaneme veliZinu, je-
J1% rozdslent Je rovno

Podminéném, rozdélenf vy PFi daném
X=x'3 b

3) Spearmantv test

a Kendallgy
alternativ&m klsdng zZévislogti,

test json Destranné proti




