Statisticke metody a zpracovani dat

IV. Odhady parametri

Petr Dobrovolny




K cemu to je dobré?

Obvyklym pfipadem pi1 zpracovani hromadnych jevu je, Ze
mame pomeérné maly pocet pozorovani néjaké veliCiny a chceme
uCinit zaveéry o tom, co bychom obdrzeli, kdybychom méli
pozorovani mnohokrat vice.

* vybérové metody
* bodovy a intervalovy odhad parametru zdkladniho souboru

Cilem je ukazat, jak odhadnout napt. prumér zakladniho
souboru ze souboru vybérového




Zakladni pojmy

» Zakladni soubor (populace) a jeho parametry
* Vybérovy soubor a jeho statistiky

Jaké jsou diivody, pro¢ ve statistice pracujeme s vybérovymi
soubory?

(rozsahlost, nekonecnost, nakladnost, efektivita, rychlost, ...)




Vyberové metody zkoumani

e Souvisi teorii odhadu.

* Pouzivame statistickou indukci (usuzujeme z Casti (vybér) na
celek (zakladni soubor).

* Odhad neznamych parametrti zakladniho souboru provadime
na zakladé¢ statistickych charakteristik vybéru.

Je-1i pravdépodobnost kazdého Clenu zakladniho souboru , ze bude
zarazen do vybeéru, stejnd, potom hovorime o nahodném vybéru

7. jistého zakladniho souboru miuzeme ucinit nékolik ndhodnych
vybéru — jejich statistické charakteristiky budou odliSné — jsou
nahodnymi proménnymi.




Zakladni déleni zpusobu vybéru

e prosty nahodny vybér

» vybér s opakovanim resp. bez opakovani
 vybér oblastni (typicky, stratifikovany)
 vybér systematicky (mechanicky)

 vybér vicestupnovy

e vybér zamérny (subjektivni — ne nahodny)

Techniky losovani a generovani ndhodnych ¢isel k zajiSténi
pozadavku nahodnosti vybéru
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Priklad systematického, ndhodného a stratifikovaného
nahodného vybéru




Vlastnosti odhadu ve statistice

e Odhad musi byt konzistentni — rozdil mezi odhadnutou a
skute¢nou hodnotou se zmensSuje s rustem n. (rozsah vybéru).

* Odhad ma byt nezkresleny (nevychyleny) - vSechny odchylky
odhadu od skutecné hodnoty se kompenzuji (naopak — odhad
vychyleny).

* Odhad ma byt vydatny — vydatnou je charakteristika, jejiz
rozptyl je ze vSech moznych vybéri neymensi

e Odhad neznamych parametrii zakladniho souboru provadime
s jistou presnosti a spolehlivosti.




Presnost a spolehlivost odhadu

* Presnost odhadu — je dana nasobkem stfedni vybérové chyby
(je to smérodatna odchylka prislusné charakteristiky ze vSech
teoreticky moznych vybéri).

* Spolehlivost odhadu — je urCena pravdépodobnosti, se kterou je
mozn¢ urCity odhad povazovat za spravny.

 Pro urCeni presnosti a spolehlivosti je nutna znalost rozdéleni
vybérovych charakteristik. Pro n > 30 se vybéroveé rozdéleni
obvykle povazuje za normalni. Jina teoreticka rozdéleni se
pouzivaji u malych vybért.
*Neznamé parametry zakladniho souboru odhadujeme dvéma
Zpusoby

e bodovy odhad

e intervalovy odhad




Vztahy mezi zakladnim souborem a
vybery

zakladni pojmy a symboly

Zakladni soubor  Vybérovy soubor

e rozszah N 1
o 1-tvprvek a; X
e arntmeticky primér IL X
e smérodatna odchylka (rozptyl) ¢ (09) s (89)

Odhady parametrti zdkladniho souboru:
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Prumér vybérovych prumeéru

~

kde r je pocCet vybéru.




Smérodatna odchylka vybérovych pruméru

r
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kde r je pocCet vybéru.




Vybérovy prumeér,
jeho parametry a rozdeéeleni
V pripadé velkého rozsahu zakladniho souboru s normalnim

rozdélenim a s parametry u, ¢ plati, Zze rozdéleni vybérovych
prumeru je také normalni s parametry:

prumeér Hy = H
smérodatnd odchylka J)_C = 0O / A\

Smérodatna odchylka rozdéleni vybérovych prumért je mensi nez
smérodatna odchylka zakladniho souboru a to tim mensi, ¢im veEtsi
je rozsah vybeéru.




Vybérovy prumér, jeho parametry a
rozdeleni

» Matematicky lze dokazat, ze smérodatnd odchylka rozdéleni
vybérovych pruméru je rovna smérodatné odchylce puvodniho
rozdéleni vydélené druhou odmocninou rozsahu vybéru.

* Smérodatna odchylka vybérového rozdéleni priméra se nazyva
smérodatna chyba priméru (nebo téz stiedni chyba praméru).




Vztahy mezi vybery a zakladnim souborem

* Bez ohledu na tvar puvodniho rozdéleni se rozdéleni
vybérového pruméru blizi k normalnimu rozdéleni pro rozsah
vybéru jdouci do nekonecna.

» Rozdéleni velkého poctu takovych vybérovych prumeéru bude
tedy uzsi nez puvodni rozdéleni a bude mit stejny stied.

e Je rozumné oCekavat, ze ¢im vétsi bude rozsah vybéru, tim vice
se bude prumér vysledného rozdéleni blizit stfedu puvodniho
rozdéleni a vysledné rozdéleni bude uzsi.




Zavislost tvaru rozdéleni (a také hodnot

rozptylu a smérodatné odchylky na
rozsahu vybéru
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Bodovy odhad parametru zakladniho souboru

Bodovy odhad aritmetického pruméru zakladniho souboru

N N
ﬂ—x—n;xi

Bodovy odhad smérodatné odchylky zakladniho souboru

UrCyje se z odchylek jednotlivych prvki od vybérového priumeéru.
Pro n-1 stupnti volnosti plati:

&:\/ 1 Zn:(xl.—?c)z




Bodovy odhad parametru zakladniho souboru

Je-1i vybérova smérodatna odchylka s rovna:

S = \/lzn:(xl. ~X)’

n o
potom z toho plyne, Ze & > §

Dalsi apravou lze ziskat:
1

o _ |n-1 , ] "
- adale o =s"-
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Bodovy odhad parametru zakladniho souboru

Pro odhad smérodatné odchylky vybérovych prumeéru:
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Odhady parametrti zakladniho souboru (4,0 ) se vybér od
vybéru méni.
Musime proto stanovit jejich odchylky od skuteCnych parametrii

(U, 0) atake urcit jejich piesnost odhadu pomoci tzv.
intervalu spolehlivosti.




Intervaly spolehlivosti
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/. vlastnosti normalniho rozdé€leni Ize pomoci hodnoty
aritmetického priméru a nasobku smérodatné odchylky urcit
meze, které vyjadiuji pravdépodobnosti, s nimiZ dané hodnoty lezi

v urcitém intervalu




Intervalv spolehlivosti

Vnitini interval vymezeny jistym nasobkem se oznacuje jako
interval spolehlivosti. Odchylky od pruméru, které se nachazeji
uvniti tohoto intervalu oznacujeme jako odchylky pripustné,
nevyznamné¢. Analogicky jsou definovany odchylky vyznamné.
Meze spolehlivosti dale vymezuji tzv. kriticky obor (oblast
zamitnuti) a oblast prijeti.




Intervaly spolehlivosti

Sitku intervalu spolehlivosti volime podle povahy problému a zavisi
také na rozsahu ndhodného vybéru. Nejcastéji pouzivané intervaly:

Nasobky sd Oblast prijeti ~ Oblast zamitnuti
1,960 95 % 5 %

2,576 99 % 1 %

3,291 99.9% 0,1 %

Interpretace intervalu spolehlivosti: 95 % interval spolehlivosti
stanoveny na zakladé nahodného vybéru zahrne s pravdépodobnosti
95 % skuteCnou hodnotu odhadovaného parametru.




Intervalovy odhad parametru
zakladniho souboru

Na rozdil od bodového odhadu zde urCujeme interval, v némz se
zadanou pravdépodobnosti lezi odhadovany nezndmy parametr.

Intervalovy odhad se 1iSi podle rozsahu souboru.

Intervalovy odhad parametru (/ pro velké rozsahy vybéru
(n > 30)

Jak plyne z vySe uvedeného, rozd€leni vybérovych prumeéru
1ze povazovat za normalni s parametry:

Hy = H GEZG/\/;




Intervalovy odhad parametru
zakladniho souboru

Napi¥iklad: interval 4 £2,576- 0 bude zahrnovat 99 % vsech
vybérovych pruméru. Tedy téméf s jistotou bude vybérovy
parametr y soucasti intervalu:

. —2576-0. <x < u. +2,576-0.

X

Uvedeny nasobek smérodatné odchylky lze nahradit hodnotou u,,
kde index p vyjadiuje pravdépodobnost, s niz nahodna veliina
prekroci kritickou hodnotu (zde u,, ,, = 2,576).




Intervalovy odhad

Predchozi vztah muzeme dale psat

Me—U, O SXS - +u, O

Po dosazeni za Ll a O- dale:

o _
—U, ——<Xut+tu -—F
H—u, H

Jn

Resenim pro intervalovy odhad neznamého praméru {4
dostaneme:

fou o< p<iiu L
p \/;_ - p \/;




Intervalovy odhad

Hodnotu smérodatné odchylky obvykle nezname a proto
pracujeme s jejim odhadem O as vybérovymi charakteristikami:

Uvedeny vyraz definuje intervalovy odhad parametru Iu
zakladniho souboru.




Urceni rozsahu n nahodného vybeéru

Potiebujeme ho k tomu, abychom z vybéru odhadli neznamy
prumeér s predem zvolenou presnosti — tedy aby mél interval
spolehlivosti pozadovanou Sifku.

Rozsah vypocteme ze vztahu n=1y" . —

kde O je polovina pozadované $ifky intervalu spolehlivosti.

Casto definujeme také tzv. smérodatnou chybu aritmetického
pruméru C_




Urceni rozsahu n nahodného vybéru

Potom pravdépodobna chyba vybérového pruméru pe_

A)

Jn

Z. této rovnice muzeme urcCit rozsah vybéru nutného k odhadu
prumeéru tak, aby jeho chyba méla predem zvolenou velikost:

pe. =0,6745-

N'  pc?

n _PC)_f

zde n je rozsah vybéru, N’ je hledany rozsah vybéru, pcs
vypoctena pravdépodobna chyba a PC. zvolena pravdépodobna
chyba.




Intervalovy odhad parametru (/ pro n < 30

V pripade vybéru malého rozsahu je nutné nahradit hodnotu u,

kritickou hodnotou t-rozd€leni 7, pro vV = n — 1 stupnit volnosti.

Potom dostavame:




Intervalovy odhad parametru ¢y pro n < 30

Za predpokladu normalmho rozdelgm zakladniho souboru
nahodna veliCina 728 / 0" ma X rozdélenisV=n—1 stupni

volnosti.

Pro urCeni hranic intervalu spolehlivosti pro parametr normalniho
rozdéleni vychazime ze vztahu:

2
Xiosp S a Xosp

Vyrazy na levych strandch oznacuji kritické hodnoty ndhodné
o 2 : :
veli¢iny ¥ s v=n—1 stupni volnosti (uvedeny v tabulkach).




Intervalovy odhad o pro n <30

. 2 L L.
ReSenim vyrazi pro O  dostaneme jeho interval spolehlivosti:

2 2
ns ) ns
<o <

2 - 2
Zo,sp ZI—O,Sp

Odmocnénim ziskame vyraz pro intervalovy odhad
smérodatné odchylky zakladniho souboru.

Prumérna chyba smérodatné odchylky C_ = r
2n




