Statistické metody a zpracovani dat

Faktorova a komponentni analyza
(Uvod do vicerozmérnych metod)

Petr Dobrovolny

Uvod do vicerozmérnych metod

O fadé jevu ¢i procesi mame k dispozici ne jeden
statisticky znak ale znaku nékolik.

Pf. Struktura obyvatelstva, vlastnosti povodi,
klimatické poméry mista, ...

Vstupni data: Statistické jednotky (napf#. méstské
obvody) a k nim nékolik charakteristik (napf.
demograficka data).

Cile prezentovanych metod:
1. redukovat pocet proménnych

2. detekovat strukturu vztahi mezi proménnymi
(klasifikovat, vytvoiit typologii dat)

Faktorova analyza (Factor Analysis — FA)

Analyza hlavnich komponent (Principal Component
Analysis — PCA)

Literatura:

Hefmanova, E. (1991): Vybrané vicerozmérné
statistické metody v geografii. SPN, Praha, 133 s.

Hendl, J. (2004): Prehled statistickych metod
zpracovani dat. Portal, Praha, 583 s.

http:/ /www.statsoft.cz/textbook/stathome.html

Ilustrativni pfiklad - vstupni data

Podil zaméstnanych v deviti odvétvich ve 26
evropskych zemich (idaje z konce 70. let 20. stoleti)

. AGR = agriculture

MIN = mining

MAN = manufacturing

PS = power suplies

CON = construction

SER = service industries

FIN = finance,

SPS = social and personal services

. TC = transport and communications

R R N

Vstupni matice: 9 fadkt (proménnych — odvétvi) a 26
sloupct (pfipady - staty)

Cil: Redukce poctu proménnych a odhaleni
typickych znakti v zaméstnanosti jednotlivych stata

Pfiklad - typicky vystup PCA I.

Individual Cumulative

Ne. Eigenvalue Percent Percent Scree Plot
1 3.487151 38.75 38.75 FEEEELT

2 2.130173 23.67 62.41 1

3 1.098958 12.21 74.63 111

4 0.994483 11.05 85,68 I

-1 0.543218 6.04 91.71 I

6 0.383428 4.26 95.87 |

7 0. 225754 2.51 98.48 |

g 0. 136790 1.52 100.00 |

9 0.000046 0.00 100,00 |

¢ potadové ¢islo nové proménné (PC - hlavni komponenty)

« tzv. vlastni hodnota — ¢ast z celkového rozptylu ptivodnich dat
vysvétlena kazdou z novych komponent

 procentudlni vyjadfeni mnozstvi rozptylu vysvétleného
komponentou

* kumulativni hodnota procentualniho podilu vysvétleného
pfislusnymi komponentani (napf. prvni 4 komponenty vysvétluji
85,68 % celkové variability ptivodnich dat)

« tzv. sutinovy graf slouzici k uréeni poc¢tu vyznamnych komponent

Pfiklad - typicky vystup PCA II.

Variables Factorl Factor2 Factor3 Factord

AGR 0.523791 0.053594 0.048674 0.028793
MIN 0.001323 0.617807 -0.201100  0.064085
MAN -0.347495 0.355054 -0.150463 -0.346088
Ps =0.2556716 0.261096 -0.661083 0,393309
CON -0.325179 0.051288 0.153321 -0.668324
SER -0.378920 -0.350172 -0.116096 -0.060157
FIN -0.074374 -0.453698 -0.587361 -0.051567
SPS -0.387409  -0.221521 0.311904  0.412230
TC -0.366823 0.202592 0.375106  0.314372

Tzv. zatéze (loadings) - predstavuji miru korelace
mezi puvodnimi a novymi proménnymi




Pfiklad - typicky vystup PCA

PC1wvs PC2
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Struktura zaméstnanosti jednotlivych zemi vyjadifena

polohou v grafu hodnot prvnich dvou
(nejvyznamnéjsich) hlavnich komponent.

Princip FA a PCA

Charakteristiky, které na jednotkach meétime, jsou jen
urditou formou projevu tzv. skrytych veliéin, které
pfimo méfit nemtizeme.

Rada méfenych charakteristik spolu do znaéné miry
souvisi — vypovida o stejné vlastnosti, koreluje spolu
(mezi proménnymi existuji ,prekryvy®).

Cilem obou metod je eliminovani duplicit, zhusténi
informace obsazené v puvodnich proménnych do
mensiho poc¢tu vzajemné nekorelovanych proménnych.

Tyto nové proménné (faktory, hlavni komponenty)
popisuji soubor jednotek syntetictéji a ispornéji.

Zakladni vychodiska

Princip redukce dat a ,,skryté“proménné
(interpretace nasledujiciho obrazku)

Mame-li pro soubor znakli dvé proménné a ty spolu
vzajemneé koreluji — potom vypovidaji z velké ¢asti o
tomtéz — jsou redundantni.

Pokud takového dvé (korelované) proménné
vyneseme do grafu a prolozime rovnici pfimky —
potom tuto pfimku mlizeme povazovat za osu, na
niz jsou vyneseny hodnoty nové proménné, ktera
ponese podstatnou informaci z obou proménnych
puvodnich.

Zakladni vychodiska
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Zakladni vychodiska

Tedy — dvé puvodni proménné redukujeme do
jedné nové proménné — do tzv. faktoru (FA) ¢i
hlavni komponenty (PC).

Faktor ¢i hlavni komponenta je linearni
kombinaci puvodnich proménnych.

Uvedeny princip 1ze zobecnit na vétsi pocet
proménnych a je podstatou metod FA a PCA.

Tyto metody se pouzivaji k analyze vztahu
zavislosti ve vicerozmérném (obecné r-

rozmérném) ortogonalnim (pravoihlém) prostoru.

Vstupni datova matice e

Casma

Vstupni data predstavuje matice, ktera
obsahuje n pfipadu pro m proménnych. V
bézném pfFipadé pfedstavuji proménné sloupce
datové matice a pfipady jeji fadky.

Charakteristiky vstupuji do analyzy obvykle
ve standardizovaném tvaru (ve formé
smérodatnych proménnych.
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Dva zpusoby analyzy
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Analyza podobnosti
proménnych - dimenze r-
rozmérného prostoru jsou

jednotky (pfipady). Cilem
analyzy je redukovat
dimensionalitu fadku.

Analyza podobnosti
jednotek — dimenze r-
rozmérného prostoru jsou
charakteristiky (proménné).
Cilem analyzy je redukovat
sloupce datové matice

Geometricky model

Dvojice charakteristik muZe byt vyjadfena dvéma
vektory se spoleénym pocatkem. Orientace a
tésnost jejich vztahu je uréena velikosti sevieného
uhlu.

Pfiklad pro tfi proménné a dva pfipady
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Geometricky model

Uhly mohou nabjvat hodnot od 0 do 180 stupiii a
cos ihlu odpovida hodnoté korelacniho koeficientu:

Grafické znazornéni korelaci mezi péti proménnymi

vi | v2 | v3 [ va | vs
V1 1 [-041|-0,97-098] 0,75
v2 1 | 060 | 022 |-091
v3 1 | 091 |-088
v4 1 |-062
vs 1

cos0=1,r,=1
cos 90 =0, r,, =0
cos 180 =-1, Ty = -1

Rozdily mezi FA a PCA

Obé metody lze povazZovat za dva modely zaloZené na
stejném principu.

PCA - uzavieny systém, ve kterém veskera variabilita
v hodnotach proménnych je vysvétlena proménnymi
samotnymi. Nepfedpokladame Zadnou strukturu a jde
nam jen o redukci poctu proménnych

FA - model, ktery pfedpoklada, Zze nemame

k dispozici vSechny proménné, které popisuji dany
problém. S souboru existuje i variabilita, ktera neni
vysvétlena jednotlivymi faktory a pf¥islusi rezidualni
sloZce (neznamé ¢i chybové). Jen cast celkové
variability je vysvétlena pouzitymi proménnymi.

Rozdily mezi FA a PCA

JEDINECHA

SPOLECHA VARIARILITA VARIABILITA

L 1 | | 1

FAKTORY

SPOLECHA VARIABILITA
L 1 1 1 ]

L
KOMPORENTY

Za jistych podminek oba modely davaji podobné
vysledky - nap¥. v pfipadé, Ze korelace mezi
puvodnimi proménnymi jsou vysoké.

Komunalita , ]
N
Arven = M hlavni

- '-.,. ‘ diagonala

FA pouziva k vypoctu tzv. komunality . Hodnoty
komunality se nachazeji na hlavni diagonale
korelaéni matice. U PCA se na hlavni diagonale
nachazeji hodnoty 1.

Jednic¢ky na hlavni diagonale korelaéni matice
vyjadfuji pfedpoklad, Ze celkova variabilita daného
souboru je vysvétlena vybranymi proménnymi.

Komunalita se znaéi h? a a lze ji interpretovat jako
cast rozptylu pfipadajiciho na spoleéné faktory




Obecny algoritmus vypoctu
komponentni a faktorové analyzy

1. Sestaveni matice standardizovanych
charakteristik typu n,m

2. Vypocet korelaéni matice typu m,m

3. Pro FA odhad komunalit, kterymi jsou
nahrazeny jednicky na hlavni diagonale
korelacni matice.

4. Vypocet r ortogonalnich proménnych (faktoru
¢i hlavnich komponent) z pfisluSnych
korelac¢nich matic

5. Rotace faktoru ¢éi komponent

6. Interpretace vysledku

Extrahovani PC1 ¢i FA1l - geometricky
model

Extrahovani faktoru - geometricky
model

Cilem extrakce je nalezeni primétu pouzitych
vektoru se spoleénym pocatkem do prostoru o
mensim poétu dimenzi tak, aby zustala zachovana
co mozna nejvétsi délka jednotlivych vektoru
(nostnu“ jezka) (délka ostnu = variabilita)

Soustavou vektoru se spoleénym poéatkem se
postupné prokladaji osy definujici novy prostor —
jsou na sebe kolmé a jsou prokladany tak, aby
kazda osa vystihovala maximalni variabilitu -
geometricky - aby pruméty vektoru — puvodnich
proménnych - na novou osu byly co nejdelsi.

Faktorové zatéze

Délka projekce vektoru se oznaéuje I a odpovida
hodnoté korela¢niho koeficientu mezi puvodni a
extrahovanou proménnou. Hodnota I je definovana
jako vaha (zatéz - loading).

Druha nova osa je proloZena tak aby vystihovala
maximum ze zbyvajici variability atd.

Vektory proménnych u PCA maji jednotkovou délku.

U FA je délka vektoru rovna odmocniné z pfislusné
komunality.

Vypocetni model pro prvni faktor
(hlavni komponentu)

Faktorové zatéze: suma korelaci kazdé proménné
/druha odmocnina z celkové sumy koeficientu.

Proménna X1 X2 X3
X1 1,0 0,6 0,7
X2 0,6 1,0 0,7
X3 0,7 0,8 1,0
X korelaci 2,3 2,4 2,5

Celkova suma koeficientu v matici: 7,2

Druha odmocnina z celkové sumy koeficientu (tj.
spole¢na variabilita): 2,68

Vypocet zatézi 1,, 1,, 1; pro prvni faktor

1, =2,3/2,68 = 0,86
1, =2,4/2,68 = 0,90
1, =2,5/2,68 = 0,93

Zatéze predstavuji miru korelace mezi puvodnimi
proménnymi a novym faktorem - tedy korelacni
koeficient.

Z toho tedy plyne, Ze druha mocnina zatéze
vyjadfuje &ast rozptylu puvodni proménné, ktera
je vysvétlena novym faktorem (analog. koeficientu
determinance).




Vypocet velikosti korelace reprodukované
posledni extrahovanou komponentou (faktorem)

Proménna Zatéz (1) 12
X1 0,86 0,72
X2 0,90 0,81
X3 0,93 0,86

Vlastni hodnota 2,39

Vlastni hodnotu (eigenvalue) vypocéteme jako

Vyznamnost extrahovaného faktoru

Rozptyl nového faktoru muZeme vztahnout
k celkovému rozptylu obsazenému v korelaéni
matici puvodnich proménnych:

Procento rozptylu vysvétlené faktorem = Vlastni
hodnota faktoru / poéet puvodnich proménnych
* 100

V naSem piipadé tedy ¢ast variability vysvétlena
prvnim faktorem ¢&ini 79 % (2,39/3*100)

sumu druhych mocnin zatézi jednotlivych
proménnych.

Vlastni hodnota pfedstavuje hodnotu rozptylu
vysvétleného faktorem ¢éi komponentou

Vlastnosti prvni hlavni komponenty

PC1 je linearni kombinaci vstupnich proménnych

PC1 vystihuje 79 % variability puvodnich dat

Prvni hlavni komponenta tedy nepostihuje
veskerou variabilitu.

Proto v nasledném kroku tedy extrahujeme
druhou hlavni komponentu (¢i faktor), ktera by
objasfiovala zbyvajici proménlivost puvodnich
proménnych.

Extrahovani PC2 ¢i FA2

- geometricky model

Cely proces se opakuje vypoctem
PC2, PC3, ... nasledovné:

. Sestavime matici, ktera vyjadfuje variabilitu
vysvétlenou prvni komponentou.

. Tuto matici odecteme od korelacni matice
puvodnich proménnych.

. Dostaneme tzv. matici rezidualnich
(zbytkovych) korelaci.

. Vypocteme vahy (zatéZe) a procento variability
reprodukované dalSimi PC ¢i FA

. Cely vypocet se opakuje pro tolik komponent,
kolik bylo vstupnich proménnjch

Urceni matice vyjadfujici variabilitu
vysvétlenou prvni komponentou
Zatéze mezi prvni PC &i FA a puvodnimi
proménnymi:

X1 X2 X3

0,86 0,90 0,93 napf. 0,86 * 0,90 = 0,77

Potom matice, ktera vyjadfuje velikost korelace
reprodukované priavé extrahovanou komponentou
bude: X1 |X2 |X3
X1 0,74 |0,77 |0,80
X2 0,77 |0,81 |0,84
X3 0,80 |0,84 (0,86

Tuto matici odeéteme od puvodni korelaéni matice a
dostaneme matici rezidualnich (zbytkovych) korelaci




Shrnuti vlastnosti vypocétenych
faktoru (komponent)

¢ Druha (a kazda nasledujici) PC ¢éi FA postihuje
rozptyl, ktery nesouvisi s PC ¢i FA prvni
(pfedchozi)

* Jednotlivé faktory jsou vzajemné nekorelované
(ortogonalni)

* Postupné obsahuji (¢i vysvétluji) mensi cast
variability pavodnich dat.

Rozhodovani o poétu

interpretovatelnych novych faktoru
Dvé zakladni kritéria:

¢ Je-li hodnota vlastniho ¢isla vétsi nez 1,
potom dany faktor vysvétluje vice
celkového rozptylu nez jedna puvodni

proménna.

*,Scree“-graf — hleda se zfejmy zlom ve sklonu
kiivky, ktera prezentuje spojnici hodnot
celkového rozptylu vysvétleného jednotlivymi

faktory.

Typicky vystup FA ¢i PCA

Tabulka ve sloupcich obsahuje pro sedm extrahovanych
faktorti (hl. komponent) hodnotu vlastniho ¢isla (1), dale
procento variability vysvétlené danym faktorem (2),
kumulovanou hodnotu vlastnich ¢isel (3) a kumulovanou
hodnotu vysvétlené variability (4)

Typicky vystup FA ¢i PCA

Vahy (zatéze) pro prvni dva faktory, které informuji o
tésnosti korelace mezi urcitym faktorem a kazdou ze
vstupnich proménnych.

Interpretace vysledku I.

Zatéze informuji o tom, které proménné nejvice
nzatézuji“ jednotlivé nové faktory (které v nich maji
nejvétsi zastoupeni).

Pro identifikaci struktury v datech jsou dilezité
absolutni hodnoty zatézi.

Strukturu lze odhalit i na zakladé zkuSenosti.

Cilem je dat vypoétenym faktoram konkrétni
vyznam, nazev, oznaceni,...

K lepsi interpretaci vysledki PCA 1ze provést jejich
rotaci

Pfiklad

Vstupni data: vysledky dosazené ve vybéru 220
zaki v Sesti pfedmétech:

1. gaelstina

2. anglictina

3. dé&jepis

4. aritmetika

5. algebra

6. geometrie
1.00
0.44
0.41
0.29
0.33
0.256

Korela¢ni matice vstupnich dat

1.00
0.35
0.35
0.32
0.33

1.00
0.59 1.00
0.47 0.46 1.00




Pfiklad - vystup: vlastni ¢isla a zatéze

Pfiklad - vystup: vlastni ¢isla a zatéze
(vysledek po provedeni rotace)

Eigenvaluas
Individual Cumulative Eigenvalues after Varimax Rotation
Ho. Eigenvalue Percent Percent Scree Plot Individual  Cumulative
1 2.729683 45.48 45,48 T No. Eigenvalue Percent Percent Scree Plot
2 1.128702 18.81 64.20 111 1 1.586863 56.94 56.94 (RRNRNRRRNRN
3 0 615291 1025 74 55 i 2 1.207981 43.08 100.02 [ARRNAARR
4 0.602809 10.08 84.59 i 3 0.080820 1.81 101.83 '
5 0.522614 8.71 93.30 I 4 0.011910 0.42 102.26 '
6 0.401910 6.70 100.00 " 5 -0.008657 -0.31 101.95 I
6  -0.054642 -1.96 100.00 I
Factor Loadings
Variables Factori Factor? Factor Loadings after Varimax Rotation
Gaelic -0.660803 -0.444475 Variables Factorl Factor2
English -0.688465  -0.289771 Gaelic ~0.233132
History -0.516356 -0.639552 |€— English -0.322810
Arithmetic  =-0.735620 0.417018 History ~0.084713 -
Mlgebra -0.741868 0.379759 Arithmetic -0.765986 -0.170657
Geometry -0.678168 0.354100 Algebra -0.718105 -0.214689
Geometry =-0.573340 -0.214994
Pfiklad  ow Rotace faktoru o e s
] g R .
0y Cil PCA ¢i FA — nalézt nové proménné, y
- - . které by zretelné&ji a ispornéji popisovaly
g . 40: s vstupni datovy soubor. .
§ 4
e o5 Hleda se ,jednoducha struktura“ - tedy vysledek, kdy
1 kazda ptvodni proménna ,hodné zatézuje“ jeden faktor
es a malo jiny. Ve vétsiné pfipadu prvotni analyza tuto
0 asLU — = Y pym ot o jednoduchou strukturu neposkytuje a odvozené faktory

Loading2

Korelacni strukturu pozorovanych dat lze vysvétlit
dvéma faktory. Prvni faktor vyjadiuje matematickou
dispozici zaka, druhy dispozici jazykové-humanitni.

nejasné (ve smyslu obtizné interpretace) popisuji
ptvodni proménné.
Moznym feSenim je tzv. rotace faktoru. Smyslem rotace

je nalezeni stejné vystizného, ale z hlediska vécné
interpretace podstatné vyhodnéjsiho feSeni.

Geometrické vyjadfeni rotace

Rotace faktoru

Cilem rotace je zvyraznit shluky proménnych beze
zmeény jejich relativni polohy ve vicerozmérném
prostoru.

Jedna se vlastné o pootoceni souradné soustavy
faktorti kolem pocatku.

Podstata rotace — otoceni systému os o urcity thel
tak, aby se co nejvice pfiblizily vektoram
proménnych.

Zméni se vztah mezi osami a proménnymi a tedy

zméni se i struktura zatézi. Vzajemné vztahy
mezi vektory proménnych se nezméni.




F1 F2 F1* F2*
1 0,83 | 0,33 1 0,90 | -0,07
2 0,50 | 0,33 2 0,60 | 0,08
3 0,10 | 0,95 3 0,33 | 0,90
4 0,86 | 0,20 4 0,68 | 0,55
5 0,53 | -0,52 5 0,25 | -0,70

Matice rotovanych
faktorovych vah

Matice nerotovanych
faktorovych vah (zatézi)

Rotace ortogonalni a neortogonalni

haae N
\ F2 /FZ*

F - nerotované faktory (komponenty)

F* - rotované faktory (komponenty)

Rotace ortogonalni a neortogonalni

Neortogonalni rotace se hufe iterpretuje.

Ortogonalni rotace - idealni je pfipad, kdy kazda
proménna ma zatéz jednoho faktoru rovnu jedné a
zatéZe ostatnich faktoru jsou nulové.

Existuje nékolik metod rotace - nejpouzivanéjsi je
metoda VARIMAX - rotace ve sméru maximalniho
rozptylu.

Kritérium jednoduché struktury:

¢ V rotované matici vah ma byt co nejvice

nulovych zatézi (-0,1 ; 0,1)
* Kazda proménna ma byt viyznamné obsazena
v co nejmensim poétu faktoru

* Kazdy faktor ma byt pfedstavovan
kombinaci jen nékolika malo proménnych

Typicky vystup FA ¢i PCA

Nerotované a rotované hodnoty zatézi (,korelacnich
koeficient1“) pro jednotlivé extrahované faktory. Rotovany
vysledek ma ,jednoduchou strukturu“

Typicky vystup FA ¢i PCA

-
B8 1 o2 53 64 a5 e 67 a8 BA 10

Projekci ptivodnich
proménnych do 2-D
prostoru definovaného

Graf umoznujici
odhadnout pocet
interpretovatelnych prvnimi dvéma

faktora“c (nejvyznamnéjsimi)

vypoctenymi faktory




Vyuziti faktorovych skore

Matice faktorovych skére je jednim z dulezitych
vysledku FA.

Je dulezita pro interpretaci vysledku v geografii pfi
analyze prostorovych struktur (usporadani).

Ukazuje do jaké miry je konkrétni pozorovani
zastoupeno v novych faktorech (poskytuje miru
vztahu mezi kazdym pozorovanim (pfipadem) a
novymi faktory).

JestliZe uréity (pfipad) ma vysokou hodnotu v
urcité proménné a ta ma vysokou zatéz v daném
faktoru, potom také tento pfipad bude mit vysokou
hodnotu skére u tohoto faktoru.

Variabilita PC1

Hoanoty akre

T 800 = vice
[T17] 149002 o

[]o  at-iaee
{TT]-1500 & mene

Faktorova skore mohou slouzit k vynaSeni do mapy -
k jednotlivym prostorovym objektum - k vytvafeni
typologii a klasifikaci.
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Kazdy pfipad (napf. okres, povodi, ...) muze byt
pfifazen k uréitému faktoru podle hodnoty
faktorového skore. Tedy statisticky podobné jednotky
budou patfit ke stejnému faktoru. Pro kazdy faktor
muzeme vytvofit mapu.
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