Statistické metody a zpracovani dat

Shlukova analyza

Petr Dobrovolnyg

Ilustrativni pfipad pro m=2

Klimatické poméry n stanic jsou charakterizovany
dvéma proménnymi (m=2): Primérnou ro¢ni
teplotou vzduchu (T) a roénim Ghrnem srazek (S)
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s
INTERPRETACE: Stanice s vysokymi srazkami a nizkymi
teplotami tvofi shluk stanic vysokohorskych, stanice s nizkymi
uhrny srazek a vysokymi teplotami tvofi shluk stanic nize
polozenych. Ve vétsiné pfipadi neni vymezeni shluku takto
trivialni

Shlukova analyza (Cluster analysis)

Je to skupina metod, jejichz cilem je rozdéleni
souboru jednotek na nékolik navzajem
vyluéujicich se relativné stejnorodjch
podmnozin (shluku = clusters).

Rozdéleni jednotek je provedeno tak, aby
jednotky patfici do téhoz shluku si byly co
nejvice ,,podobné“, zatimco jednotky
pochazejici z ruznych shluku by mély byt co
nejvice odliSné.

Charakteristika metody I.

Shlukova analyza je vicerozmérnou
metodou. K charakterizovani
jednotek, kterych je obecné n
vyuziva vétSiho poctu znaku (m>=2).

Jednotky pfedstavuji body v n-rozmérném prostoru,
jehoZz osy tvofi hodnoty jednotlivych znaku (v1, v2,

v3).

V takto definovaném prostoru tvofi jednotky

s podobnymi hodnotami znaki PRIROZENE shluky.

Jednotlivé metody shlukové analyzy feSi problém
definice a vypoctu ,,podo[)nosti“ ¢i ,,odliSnosti“
jednotek a jejich PRISLUSNOST k uréitym shlukam.

Charakteristika metody II.

Shlukova analyza nesniZuje pocet proménnych
(jako napf¥. faktorova ¢éi komponentni analyza).

Jde ji o shrnuti jednotek do skupin, jejichZ pocet
muze nabyvat hodnot od 1 do n, kde n je pocet
vychozich jednotek.

Vyznam ma shlukovani pro pocet shluku vyrazné
mensi nez n. Shlukovani maze mit vlastnosti
hierarchického spojovani objektu (skladebnost
tfid).

Je-li soubor jednotek postupné pospojovan do
mens§iho poétu shluku, jednotky v jednotlivych
shlucich jsou si méné ,,podobné“ a naopak.

Charakteristika metody III.

Analogicky jako v pfipadé faktorové ¢i
komponentni analyzy muZeme spojovat
(shlukovat) sloupce (proménné) a nebo fadky
(p¥ipady) vstupni matice.

Vysledek shlukové analyzy zavisi pfedevSim na
téchto parametrech:

* na zvolenych znacich a na jejich poctu
* na zvolené mife ,,podobnosti“ jednotek

* na zpusobu shlukovani




Princip shlukovani a miry vzdalenosti
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Kritériem viceznakové podobnosti ve shlukové
analjze je VZDALENOST.

Cim bliZe se nachazeji body v m-rozmérném
prostoru, tim jsou si podobnéjsi. Nulova vzdalenost
znamena identitu — tedy maximalni podobnost.

Eukleidovska vzdalenost ve 2D

& d; :\/(Xli_xlj)2+(xzi_xzj)2

Eukleidovska vzdalenost ve 3D

’ dij =\/(X1i _le)z +(Xy _ij)z +(Xg _Xaj)2

Vzdalenost v m- rozmérném
prostoru

Pomoci vlastnosti eukleidovského metrického
prostoru lze tento typ vzdalenosti bodu definovat
obecné pro m-rozmérny prostor:

d; = i(xki _ij)z

Eukleidovska vzdalenost pfedpoklada ortogonalitu
os definovaného prostoru — to znamena
vzajemnou nezavislost pouzitych znaku.

Jiné typy mér vzdalenosti

Hammingova vzdalenost (méstska metrika,
Manhattan distance)

m
dij = Z‘in _ij‘
k=1

o

Jiné typy meér vzdalenosti

Cebysevova vzdalenost - je definovana jako
maximalni hodnota z absolutniho rozdilu
soufadnic objektu. Je vhodna v pfipadé, kdy
dva objekty povazZujeme za odliSné, jestliZe se
vyznamné odliSuji alesponi v jenom rozméru.

d; = max‘xki - xkj‘




Pfedpoklady pouZiti shlukové analyzy

1. Pfedpoklad vzajemné nezavislosti
(nekorelovanosti) proménnych

2. Pfedpoklad nezavislosti na jednotkach méfeni

3. Pfedpoklad stejné vyznamnosti uvazovanych
proménnych

ad 1) 1ze zajistit pouzitim vysledku faktorové
¢i komponentni analyzy

ad 2) 1ze zajistit standardizaci vstupnich dat

ad 3) viz. dale

Pfedpoklady pouZiti shlukové analyzy

Predpoklad stejné vyznamnosti uvazovanych
proménnych - fesi se pfidanim vah do vzorcu pro
vypocet vzdalenosti.

Vahy slouzi ke zduraznéni rozdilu mezi znaky
dulezitymi a k potlaéeni rozdili mezi znaky malo
dulezitymi.

Vztah pro vypocet viZzenych vzdalenosti:

d; =1 Z(Xkl _ij)2 Vi
(=)

kde v, je vaha prisluSejici znaku k.

Algoritmus vypoctu shlukové
analyzy
Pro splnéni prvnich dvou vysSe uvedenych
podminek vychazi vlastni shlukovani ¢asto ne
z puvodnich m proménnych ale z tzv.

komponentnich skére ziskanych metodou analyzy
hlavnich komponent.

Algoritmus vypoctu obsahuje dva zakladni kroky:
1. analyzu vzdalenosti

2. vlastni shlukovani

Ilustrativni pfiklad - vstupni datovy soubor

Tzv. komponentni skére ziskana metodou analyzy
hlavnich komponent.

Prvni ¢tyfi interpretované hlavni komponenty
popisujici strukturu zaméstnanosti v 10-ti
prazskych obvodech (viz. Hefmanova, 1991)

Komponentni skére poskytuji
miru vztahu mezi kazdym
pozorovanim (pfipadem) a

novymi komponentami. Jsou

dulezita pro interpretaci
vysledku v geografii pfi analyze
prostorovych struktur. Ukazuji
do jaké miry je konkrétni
pozorovani zastoupeno v novych
proménnych (komponentach).

[l Dt CLU_P1- (45 kait 1)

Analyza vzdalenosti

Spociva ve vypoétu zvoleného typu vzdilenosti mezi vSemi
jednotkami a v jejich sestaveni do symetrické ¢tvercové
matice, ktera ma na diagonaile nuly (tj. maximalni podobnost).

Matice vzdalenosti
Sored) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 4,01 10,58 9,68 13,06 9,05 7,51 11,39 18,85 10,38
2 401 0 6,67 6,31 9,68 9,9 3,66 7,50 15,25 6,69
3 |10,58 6,67 o 5,34 6,43 13,88 . 3,44 3,00 10,27 3,58
4 9,68 6,31 5,34 0 7,90 10,25 4,88 3,60 11,99 3,35
5 [13,06 9,68 6,43 7,90 0 16,60 6,47 5,33 5,93 4,88
6 9,05 9,90 13,88 10,25 16,60 0 11,96 13,44 21,32 12,46
7 7,51 3,66 3,44 4,88 6,47 11,96 0 4,36 11,76 3,63
8 111,39 17,50 3,00 3,60 5,33 13,44 4,36 0 8,94 1,75
9 | 18,85 15,25 10,27 11,99 5,93 21,32 11,76 8,94 0 9,30
o 110,38 6,69 3,58 3,35 4,88 12,46 3,63 1,75 9,30 0

Toy; | 94,51 69,68 63,18 63,31 76,218,809 57,67 59,32 113,61C58,00)

Vlastni postup shlukovani I.

1. Zvoleni zpusobu shlukovani. Z fady variant
spojovani (viz. dale) je zde pouzita metoda
prumérné vzdalenosti.

2. V matici vzdalenosti nalezneme minimalni
prvek min dij a matici vzdalenosti typu [n,n]
redukujeme na typ [n-1,n-1].

3. Jednotky, kterym pfislusi minimalni hodnota
vzdalenosti si jsou nejpodobnéjsi.

4. Slouc¢ime odpovidajici si jednotky do prvniho
shluku.

5. V dalSich krocich se mohou slucovat jednotky
se shlukem ¢i dva shluky.




Vlastni postup shlukovani II.

6. Vypoctou se nové vzdalenosti mezi vzniklym
shlukem a zbylymi jednotkami (¢i shluky). Ty
se vypoctou v naSem pfipadé jako aritmeticky
prumér vzdalenosti mezi jednotkami, které
patfi do nové agregovaného shluku a zbylymi
jednotkami.

7. Vzdalenosti, kterych se sluc¢ovani netyka jsou
pouze piepsany do nové matice vzdalenosti.

8. V nové matici se opét hleda prvek min{dij}

9. Analyzujeme-li n jednotek, v procesu
shlukovani je n-1 kroku. V poslednim kroku
dochazi ke slouceni vSech jednotek do jednoho
shluku.

1. krok - nalezeni minimalniho prvku v puvodni matici

Obvod
m-Zﬁy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 4,01 10,58 9,68 13,06 9,05 7,51 11,39 18,85 10,38
401 0 6,67 6,31 9,68 9,90 3,66 7,50 15,25 6,69
10,58 6,67 0 5,34 6,43 13,88 3,44 3,00 10,27 3,58
9,68 6,31 5,34 0 7,9 10,25 4,88 3,60 11,99 3,35
13,06 9,68 6,43 7,90 0 16,60 6,47 5,33 5,93 4,88
9,05 9,90 13,88 10,25 16,60 0 11,96 13,44 21,32 12,46
7,50 3,66 3,44 4,88 6,47 11,9 O 4,36 11,76 3,63
11,39 17,50 3,00 3,600 5,33 13,44 4,36 o 8,9 G,
18,85 15,25 10,27 11,99 5,93 21,32 11,76 8,9 0 9,30
10,38 6,69 3,58 3,35 4,88 12,46 3,63 1,75 9,30 0
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Ve vychozi matici je minimalni vzdalenost mezi prvky 8 a 10:
dg ;0 = 1,75.
Tyto dvé jednotky se slouci.

Vypocitame vzdalenosti tohoto nového shluku
k stavajicim jednotkam (pf¥iklad pro pro jednotku 1):

d ey T d @y 11,39+10,38
d(8+10,1) = 2 =

=10,88

Analogicky se vypoctou nové vzdalenosti mezi
novym shlukem a zbylymi jednotkami, tedy

digi10,2)p 4 (8+10,3) ++++ 4 (8+10,9)
Vysledkem je nova matice vzdalenosti.

2. krok - nova matice vzdalenosti

8+10 1 2 3 4 5 6 7 9
8+10| (1,75) 10,88 7,10 [3,29] 3,48 5,11 12,95 4,00 9,12

1 0 4,01 10,58 9,68 13,06 9,05 7,51 18,85

2 [ 6,67 6,31 9,68 9,90 3,66 15,25
3 o 5,34 6,43 13,88 3,44 10,27
4 [ 7,90 10,25 4,88 11,99
5 0 16,60 6,47 5,93
6 o 11,96 21,32
7 ] B 1,76
9 [

Hodnota v zavorce vyjadfuje vzdalenost, p¥i které
dochazi ke slouceni a vyuziva se ke konstrukci tzv.
dendrogramu (viz. dale).

Opét se najde minimalni hodnota a cely vypocet se
opakuje tak, jak je naznaceno v dale uvedenych
maticich vzdalenosti ...

8+10+3 1 2 4 5 6 ' 7 9
3. krok ... (2,78) 19,78 6,9 4,10 5,55 13,26 3,81 9,50
1 0 4,01 9,68 13,06 9,05 7,51 18,85
2 0 6,31 9,68 9,90 [3,66] 15,25
4 0 7,90 10,25 4,88 11,99
5 0 16,60 6,47 5,93
6 [ 11,96 21,32
7 ¢ 11,76
9 °
4. krok 8+10+3 2+7 1 5 6 9
8+10+3 | (2,78) 5,38 10,78 5,55 13,26 9,50
2+7 (3,66} 5,76 5,60 8,08 10,93 13,50

1 0 9,68 13,06 9,05 18,85
0 7,90 10,25 11,99
s 0 16,60 5,93

o 21,32

v o ou s

]

8+10+3+4 247 1 5 6
5. krok > ?
B8+10+3+4 (3,44) 10,51 6,14 12,51 10,12
247 (3,66) 5,76 8,08 10,93 13,50
1 [ 13,06 9,05 18,85
5 0 16,60 5,93
3 0 21,32
9 0
6- krok BH10+3+442+47 1 5 6 9
B+10+3+442+7 (4,52} 8,92 6,78 11,98 11,25
1 [ 13,06 9,05 18,85
5 o 16,60
6 0 21,32
9 Q




7. krok BHI0H3+4+2+7 549 t 6

sroesesezst | (9.93) .02 e Ukonceni slflukovafu a
549 (5,93) 15,9 18,95 prezentace jeho prubéhu
1 0 9,05
8 0 V poslednim kroku dochazi ke slouceni vSech
8. krok BHI0+ DI+ 549 6 jednotek do jednoho shluku na vzdalenosti 8,58.
BH1 0434442+ T+ (5,78} 1,56 To je prumérna vzdalenost mezi dvéma
549 " (5,93) 18,96 jednotkami.
6 0 Prubéh shlukovani se obvykle zaznamenava do
tzv. dendrogramu - hierarchicky uspofadanych
9. krok B10+I+4+24T+14549 6 »Stromu“).
B+10+3+4+24T+14549 (7,43) 13,20
6 )
mtlimm : Dendrogram ::,m: Dendrogram - ekvidistantni vzdalenost
88— ]

Na svislé ose lze
vynaset skutecné
vzdalenosti a nebo
vzdalenosti
ekvidistantni
(jednotkové).
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Charakteristiky dendrogramu

Rozdélime-li dendrogram na jakékoliv Grovni
pomyslnym fezem, vZdy dostaneme homogenni
shluky.

Cim pozdéji ho rozdélime, tim méné podobné

jednotky jsou spojeny v jednom shluku. Sipka znaéi
pokles miry podobnosti jednotek ve shlucich
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Charakteristiky procesu shlukovani
¢ Koeficient ztraty informace
¢ Index grupovani
¢ Graf ztraty informace
Slouzi ke stanoveni optimalniho rozdéleni souboru
na skupiny.

Pfi kazdém kroku shlukovani dochazi ke ztraté
informace o vychozim souboru tim, Ze pouzivame
jista generalizujici vyjadieni shlukovanych jednotek
(napf. pramérna vzdalenost v uvedeném prikladé).
Tedy pfi rozdéleni na n jednotek (na po€atku

shlukovani) je ztrata informace nulova, pfi spojeni do
jedné jednotky (na konci) je ztrata maximalni (100%).




Koeficient ztréty informace

¥rok shlukované kumulovand | % ztréty
shlukovéni Jednotky Z vzdélenost? | I vzddlenost{ | informace
1 8,10 . 1,75 1,75 0,452
2 8,103 6,58 8,33 © 2,156
3 8,10,3+4 12,30 20,63 5,340
4 2,7 3,66 24,29 6,288
5 8,10,3,4+2,7 43,48 67,77 17,547
6 8,10,3,4,2,7+1 53,55° 121,32 31,413
7 5,9 5,93 127,25 32,949
8 8,10,3,4,2,7,145,9 267,37 69,228
9 8,10,3,4,2,7,1,5,9+6 118,85 386,22 100,000

Koeficient ztraty informace se poéita po kazdém kroku
jako soucet vzdalenosti pravé agregovanych jednotek
v puvodni matici [n,n]. Potom stav shlukovani pfed
krokem, kterému pfislusi maximalni hodnota
koeficientu pfedstavuje optimalni déleni souboru.

Index grupovani

Soucin hodnot, vyjadfujicich pocty jednotek v pravé
agregovanych shlucich. Nejvétsi ,,skok* v fadé
kumulovanych hodnot indexu grupovani indikuje
okamzik optimalniho rozdéleni souboru z hlediska
zachovani relativniho maxima informace.

lrok potet aeﬂnonk index grupovéni
shlukovénd | v :g; ndch oh absolutni | kumulovany | relativni
1 ns o ns 1 1 . 2,22
2 ne e 2 3 6,67
3 n: N/ 1 4 8,89
4 ne o’y 3 7 15,56
5 12/ /41 8 5 33,3
6 nsoons 1 16 35,56
7 ns se/ 6 22 48,89
[ 12/ 1 " 80,00
9 ne_sss 9 45 100,00 |

Graf ztraty informace i
1%}

Znazoriiuje poéet kroku shlukovani (osa x) a "~

hodnotu indexu grupovani resp. koeficientu |

ztraty informace v absolutnich ¢i relativnich /
hodnotach (osa y).

V uvedeném piikladé dosahuje velikost ztraty /
informace maxima v 8. kroku. Tedy jako /
optimalni se jevi élenéni souboru po 7. kroku. | Lo
Vysledkem je tedy ¢lenéni jednotek do tii
shluku:
1:(8, 10, 3, 4,2, 7, 1)
2: (5, 9)

3: (6)
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Metody (varianty) shlukovani

Metoda prumérné vzdalenosti — dva shluky se spoji
do jednoho, je-li mezi nimi minimalni pramérna
vzdalenost

Jednotka se spoji se G r "
shlukem ma-li k ] = ]
jednotkam, které k L b [hge
nému naileZeji nejmensi ' "

prumérnou vzdalenost

(= Y Tdx,)

nh k X €Sy ><ES‘<

dgp s — Prumérna vzdalenost mezi shluky S, a S,

n,, n,_ - pocet jednotek ve shluku S, a S,

Metoda nejblizSiho souseda
Do jednoho shluku jsou spojeny jednotky (resp.

shluky) mezi nimiz je minimalni vzdalenost
mezi jejich nejbliZz§imi jednotkami

dshsk = min{d (Xi 1 X )}

weva

Metoda nejvzdalenéjsiho souseda

Do jednoho shluku jsou spojeny jednotky (resp.
shluky) mezi nimiZz je minimalni vzdalenost mezi
jejich nejvzdalenéjSimi jednotkami.

dShSk = max{d (xi,xj)}




Vymezovani homogennich regionu
metodou shlukové analyzy

Klasické pouziti shlukové analyzy umoznuje provadét
TYPOLOGII - tedy podobné skupiny bez uvazovani
kritéria sousedstvi spojovanych jednotek, vysledkem
jsou vétSinou izemné nesouvislé oblasti.

Tzv. regionalni shlukovani - uvazuje se nejen
vzajemna podobnost vlastnich znakt popisujicich
jednotky, ale téz jejich vzajemna poloha - jde tedy o
shlukovani podobnych a tizemné souvislych jednotek.
Takovyto pristup potom dovoluje provadét
REGIONALIZACI.

Regionalizace metodou shlukové
analyzy

Informace o poloze jednotek miize do shlukovani
vstupovat v podobé binarni matice sousedstvi.
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Matice obsahuje jednicky resp. nuly podle toho, zda dvé
jednotky spolu sousedi (maji spole¢nou hranici) ¢i nikoli.

Vzdalenost jednotek se vypocitava pouze pro ta policka,
ktera obsahuji jednicky. Dale je postup shlukovani stejny.

Rozdéleni metod shlukové analyzy

Metody shlukové analjzy
/\

] e
ANV

Hierarchické metody shlukové
analyzy

VysSe uvedeny text prezentuje postupy
aglomerativni hierarchické (jednotky se
postupné spojuji do shluku

Hierarchické metody rozkladové naopak
postupné déli vstupni soubor do 2, 3, 4, ...
skupin.

Nehierarchické metody shlukové
analyzy (optimalizacni)

Hledaji takovy rozklad mnozZiny objektu, ktery je
optimalni podle vhodné zvoleného kritéria.

Mohou byt zaloZeny na pfedem daném
(pfibliZném) poétu shluku a jejich postupném
nzlepSovani“ pfevodem vybranych jednotek mezi
shluky, na eventuelnim spojovani ¢éi rozdélovani
shluku.

Vypocty vyuzivaji iteracniho poctu.

Shlukova analyza metodou k- pruméru
(k-means) jako pfiklad nehierarchického
tfidéni

Algoritmus pfedpoklada, Ze dopfedu zname pocet

shluku, do kterého si pfejeme rozdélit vstupni
soubor.

Vypocet zacne s k nahodnymi shluky. Jednotky
se poté postupné pfesouvaji mezi jednotlivymi
shluky a to tak, aby:

1) minimalizovaly variabilitu mezi jednotkami
uvnitf jednoho shluku

2) Maximalizovaly variabilitu mezi jednotlivymi
shluky




Postup shlukovani metodou k- pruméra

uvodni

poloha po
poloha 1. ireraci
centroidd

Definovani pozadovaného poctu vyslednych shluku.

2. Urceni pocatecni polohy stfedu shluku (centroidu) pro kazdy
shluk (a, b, c).

3. Postupné pfifazeni viech jednotek ke shluku, k némuz maji v
analyzovaném prostoru nejblize.

4. Vypocet nové polohy centroidu pro kazdy shluk na zakladé
prifazenych jednotek.

5. Opakovani kroku 3 a 4 do té doby, dokud se poloha shluku ¢i
pocet jednotek zarazenych do shluku vyrazné nemeéni (tzv.
stabilni shluky).




