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1 Uvod

1.1 Zakladni pojmy

Matematickd statistika se zabyva soubory hromadngch pozorovéni, pfi jejichz
vzniku se uplatiiuje nahoda. Statistickymi metodami se ze ziskanych pozorovani
oddéluje slorka, majici hodnotu pro piedpovédi, ndzory a rozhodnuti, od sloZky
néhodné, kters je v pozorovdnich pfitomna jako rufiva. Za urcitych okolnosti viak
statistik programové zapojuje ndhodu do svych sluzeb.

Nistrojem matematické statistiky je pfedeviim teorie pravdépodobnosti. Bude-
me predpokladat, e je tendt se zdklady teorie pravdépodobnosti seznimen
a pfipomeneme jen n&které pojmy. Toho, kdo by si potfeboval své znalosti ovéfit
nebo doplnit, upozoriiujeme na piirucku [97] nebo na nédrofnéj§i texty [123] &
[142], na néZ budeme také nEkdy odkazovat.

O redlném dé&ji, u n&ho? znéme mnoZinu moznych vysledki za danych podmi-
nek, ale nemizeme pedem Fici, kter§ z vysledki pfi jeho ukonfenf nastane,
mluvime jako o ndhodném pokusu. Vysledky pokusu — oznacené w - budeme
nazyvat elementdrnimi jevy, mnoZinu véech moznych vysiedku ndhodného pokusu
oznadfme £ a nazveme prostorem elementdrnich jevii. PodmnoZinidm prostoru
Q se tké jevy. Z matematického hlediska je vfhodné pracovat s jevy, které tvofi
o-algebru. Tyto jevy nazveme ndhodné. Nihodnym jevim miZeme piifadit
pravdépodobnost P. Podle axiomatické definice je pravdépodobnost nezéporn,
o-aditivni mnozinovd funkce, kterd prostoru € piifazuje hodnotu P(&J) = 1.
Prostoru £ se také fiké jev jisty. Oznaéime-li symbolem </ ¢-algebru. vytvofenou
z podmnoZin Q, ziskédme trojici (£2, #, P), jiZ se Tikd pravdépodobnostnt prostor
a kterd predstavuje matematicky model ndhodného pokusu.

Véttina ndhodnych pokusi je takovd, Ze je vhodné charakterizovat jejich vysled-
ky redlngmi &isly. Pro tento tiéel se zavadi pojem ndhodné velitiny X(w), ktera je
definovina jako méfitelnd funkce z (&, o7, P) do (R‘, ), kde R' je redlnd piimka
a # je c-algebra borelovskjch mnoZin na pfimce. KaZdé borelovské mnoZiné
B € # Ize piifadit pravdépodobnostni mitu P(X~'(B)) = P(w € £2: X(w) € #).
‘Tato mira se nazyvé zdkon rozdéleni ndhodné veliCiny X, krétce rozdélent.

K jednoznaénému uréeni rozdéleni néhodné veliCiny nenf tfeba zndt P(X™ '(BY)
pro viechny B € 4, nybrZ stadi jejich znalost pro intervaly typu (— =, x}, x € R
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vini X, ..., X, ndhodné veli¢iny X. Hypotéze 6 ¢ 6, C @ se Hkd nulovd, k ni
alternativni hypotézou (krdtce alternativou) je 8 € @ — &, = ©,. Rozhodnuti -
test hypotézy — provedeme tak, Ze piedem stanovime mnozinu W C R", které
se Hkd kriticky obor. Jestlife (X, ..., X,) € W, hypotézu zamitneme, pfi
(X --» X,) € R" — W nezamitneme. festliZe zamitneme hypotézu, ackoliv je
sprdvn4, dopustime se tzv. chyby prvniho druhu. Jestlife nezamitneme hypotézu,
atkoliv spravna nen, jde o tzv. chybu druhého druhu. Kriticky obor volime tak, aby
pravdépodobnost chyby prvnfho druhu nepfekrotila pfedem dané &islo a,
0 < a <1 (obvykle mezi 0,01 az 0,05), tak zvanou hladinu vyznamnosti testu.
Skutetni hladina testu mize byt niZ${ nez nomindlni (tj. a), zpravidla pro
diskrétni rozdsleni. Aby se dosdhlo piedem stanovené hladiny v§znamnosti, je
mozné udit zndhodnéného testu. Je dana funkce  A(x),..., x,)} = h(x),
0 < h(x) < 1, x € R", a pfedpis, podle néhoz mame ptijmout hypotézu s pravdé-
podobnosti 1 — A(x) a zamitnout s pravdépodobnosti A(x), jestlize nahodny
vektor (X,,..., X,) sloZeny z pozorovéni ndhodné velitiny X nabyl hodnoty
x. To amend, %e po ziskini n pozorovini ndhodné velitiny X je tfeba jesté
provést dodateén§ pokus se dvéma moZnymi vysledky, které maji pravdépodob-
nost A(x) a 1 — k(x). Vhodnou volbou / se doséhne toho, Ze se vyulZije celd
hladina v{znamnosti. V praxi se ale zndhodnéného postupu uZiva jen zfidka.
JestliZe je B pravdépodobnost chyby druhého drubu, Fikd se &islu 1 — § sila
testu. U sily se snaZime, aby byla co nejvét§i. Pfesngji feteno, bylo by Zddouci, aby
sfla byla alespoii rovna pfedem dané hodnoté¢ 1 — f pii zachovini piedepsané
hladiny. Jen mdlokdy toho viak lze dosdhnout. Casto se pfi testovén{ nevi, s jakou
silou test pracuje. N&kdy lze poZadavku na sflu, kterd obecné zévisi na parametru 6,
vyhovét pro nékteré aiternativni hodnoty 6 vhodnou volbou pottu pozorovini n.
Ulohy, kieré jsme zde popsali, se daji pfirozené modifikovat pro rozdéleni
ndhodného vektoru a vektorovy parametr.
Statistické hypotézy se mohou tykat i rozdélent jako takového, naptiklad neza-
vislosti slofek nahodného vektoru, a nemusf byt pouze parametrické. O takovych
hypotézdch se zminime pozdéji ve 3. kapitole.

1.3 Piehled vybranych rozdéleni a jejich zdkladnich
charakteristik

Tento odstavec shrnuje definice a zdkladni charakteristiky nejduleZit&jich rozdéle-
ni, s nimi¥ se ve statistice setkdvdme. S v§jimkou mnohorozmérného normélntho
a multinomického rozdélenf se jednd o rozdélenf jednorozmérnd.

Pro jednotliva rozdélenf uvddime nésledujici charakteristiky (existuji-li): husto-
tu f, stfedni hodnotu EX, rozptyl var X, modus x; medién £ (pouze pro spojité
rozd€lenf), koeficient §ikmosti y;, koeficient $picatosti y,, r-t§ centralni moment x,,
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resp. r-ty obecny moment x4, a momentovou vytvofujict funkci m{r). U momenti
vidy volime ten typ, ktery umoZiuje pfehledngjdf zépis. U tvaru hustoty se ne vidy
snaZime o maximélné moZnou obecnost jejiho vyjadfenf (zpravidla vynechdvime
parametr posunutf). V piipadé, Ze je nékterd z charakteristik pfili§ sloZitd, odkazu-
jeme na citovanou literaturu.

Pro zvy$eni ndzornosti jsou vybrana rozdéleni doplnéna té grafy odpovidajicich
hustot pro typické hodnoty parametri. O vlastnostech uvedenych rozdélent, jejich
pivodu, metoddch odhadu parametri, pouZitf apod. se Stendf muZe dozvédét vice
napt. z [77}—[79], [115] &i {116].

1.3.1 Diskrétni rozdéleni

(A) Binomické rozdéleni — Bi(n, p)

f(x;np) = (:) pPl—pm,

x=01...,n; 0<p<l1l, n=12,...;
EX = np,

var X = np(1 — p),
Xpe pln+1)—=1=2 x,=2pn+1),
1-2p
Jnp(1 = p)’
_1—6p(1 — p)
np(1 = p)

=2 fr—1 2 fr—1
#, = np(l = p) 3 ; Hi— P ) ;R r>1,

i i=0
mi) = (1—p+pey.
Pozndmka: Rozdéleni Bi(l, p) se nazyva alternativni (Bernoulliho).

nh=

Y2

(B) Hypergeometrické rozdéleni

|y
fxs M N m) = 2
o
max (0, n— N+ M) = x £ min (M, n);
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0<M<N O0<n<N Ne N;

M
EX-.'..‘_.._.,
N
N—n nM M
var X = -——(1——),
N~1 N N
+ DM+ 1
X - l(" ) ( ) » kde [.] znall funkci celd E4st,
N+2

(N—2My(N—2n) N -1
(N=2)JnM(N - M)(N—n)

¥, = viz [77],

_(N—ny &

m(f) o '(.,,—y,,[(1 +yeY(@+ phM

»y=0

(C) Logaritmické diskrétaf rozdslen

x

fx a,p)=af ) |

x=1,2,...; 0<p<1l, a=

Ex = 22
1-p
1_._
var X = u,
(1-p)
=1,

1+ p—3ap+ 2a%p°
(1 — ap) Jap(l — ap)
_1+4p+p*—4dap(l + p) + 6a’p’ — 3a°p’ _

¥ 3,
2 f.lp(l—a‘l!!)2
. o4, ap
HBegr ™ P +—p—,u,, r>1,

dp 1—=p

In(l — pe 1
m(,)_i‘(_ﬁ), (< In~-.

In(l1— p) P
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_ln(l —p);

(D) Multinomické rozdéleni — M(n, p, ..., p)

(E)

k p-ﬂ
Axyon X proeeup) =0l ] x—",
i=1 X,

:
fo= n,;

iml

0= x, X, EN, i=1,..,k,

k
G0<p <1, i=1..,k, ypi=1;
i=1

EX, = np,,

var X, = np(1 — p),

cov(X, X)= —npyp;,
Xpl=1,..,kinp,—1 <x,S(n+ k—1)p,,

k
Hooon = E[XT - XE] = T1(np)"
i=1

m(t) = (Z;lp,. ey,  t=(t,...,t) € R*.

Negativné binomické rozdéleni

s+
fx,5,p) = (

ex=417"7°
p .
sA—-p)
R
hT= 2°p
=
_S1l—py+p°
s(1 - p)

du, rs )
H, = + — Hr-1]>
+1 q (aq pz r—1

var X =

Y2

kde g=1—p, r>1,

p )
1-(-p¢
Pozndmka: Pfi volb&é s = 1 dostaneme geometrické rozdélent.

m(')"(

)p*(l—p)*", x=0,1,...; 0<p<l1; seN;

19



(F) Poissonovo rozdéleni — Po(4)

J.I -
fix 2) = e' . x=01,...; A>0;
Xl

EX =4,
var X = 4,

Xp A—135x5A4,

h=

T

=

rm2fp—1
=4yl . |Jm r>1,

i=0 i
m() = exp {A(e’ — 1)}.
(G) Rovnomérné rozdéleni (diskrétnf) - R{1,..., n}

1
f(x; ny= —, x=1,...,n; n¢€N;
n

fy—y =0, r=1,2...,

| __12"
!‘2;“’—2('—" ), r=12...,

nj=o 2
sinh (nt/2)
m(e) = eln—he2 (nt/2) ]
sinh (£/2)
(t/2)

1.3.2 Spojitid rozdéleni

(H) Beta rozddlenf - B(a, f)

a:1l'2,|(3=3 w=1,A=3 xx2, N3 oxd, =3

2r 2 2 2r
1 1 1 1}
US&- 0 0 0
0 10 0 0 © 10 0© 10
anl2,/3=2 =], fin2 ce=2 =2 oc =3, 422
2r 2 2 2r
1~\ 1“ 1V\ |
0 ) [+]! 1 i L 0 §
0 10 o 10 1w 0 10
x=1i2,i=1 CERNLR] a=2,1"1 3, rel
2 ir 2 r
1 \ 1 1 o
0 1] 2 a0 1 1 0 N 1
v} M0 ¢ 109 0 0 0 10

e 2,AoU2 a1, pV2 a2, V2 =3, p=l2

2 2 2 2
| k\_A/A 1 H | ‘ZA 1u
0 0 0 0

) 10 0 0 0 0 0 10

Obr. 1. Beta rozdéienf

(1 — x)!

flx; o, H="—" "2 0<x<1; a>0, >0,
5 af) =g — 8
kde B(a, f) je beta funkce,
EX = ,
a+ f
var X = af

(a+ Bia+ B+ 1)
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xﬂn_._a___l_, a)l, ﬂ)l,
a+ p—-2

%= BiXa, B), kde B;'(a, f) je inverznf neiiplnd beta funkce, viz [78],

=“-2([9—-tJL)Ja-!-ﬁ—FI
(a+B+2)Jaf
=3(a+ﬁ+1)[2(a+ﬁ)z+aﬁ(a+ﬂ—6)]__3

141

& af(a + B+ 2)(a+ B+3)
P Gl ) T S
B(a, f)
m(t) viz [78].
(CH) F-rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo) — Fon
1 m m/2 x(m——2)/2
f(x; m, n) = "'__'—m n (—n“) _—'-m (m.+. iz’
2 2 n
x>0, mn=12..;
EX=—, n>2,
n—2
2 —
var X = 2n(m + n— 2) ’ n>4,
m(n — 2)*(n — 4)
X, = M , m > p .
m(n + 2)
(2m+n—2),}8(n—4) 56
h ’

- e dmrtm=2
_ 12[(n—2)" (h — 4) + m(n + m — 2)(Sn — 22)]
m(n — 6) (n — 8) (m + n —2) ’

) ey
e -

n>8,

Y2

m

22

M

075

05

0,25

Obr. 2. Fisherovo-Snedecorovo F-rozdéleni

Gamma rozdéleni - I{a, f)
ﬁﬂ

fx; a,p)=—x*"te?, z0; > >0;
( B T(a) x a>0, g>0;
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0

m(f) = (_B_g_:)a’ t < B.

Pozndmka: 1. Rozdéleni I(1, f) se naz§vd exponencidini
2. Rozdélenf I'(n, B), n€ N, se nazyvd Erlangovo.

Gumbelovo rozdéleni (rozdélenf extrémnich hodnot)

1 —_
f(x; a’ﬂ) = _cxp‘—x a]-exp{_e—(x-a)fﬁ},
B B
x€R'; aceR,
EX=a+ '8, kde y* = 05772 je Eulerova konstanta,

2
varX- ﬂ,
6
X = a,
f=a— fn(n2),

y = J1,29857,

¢ = 2)4 »

‘u, a u, viz [78],

mif) = e T — By, 1< :_3

(K) Chi-kvadrét rozdelenf — 2

s my = —2
2::/2 r(__’_’_)
2

EX=n,

var X = 2n,

x e x>0; n=12..;

Xx=n—2, n>2,

2
1’1-2 R
n

12
Y2,
n

g>0;

2’1‘(E + r)
2
r

.lu:-_ r"l,2,...,
n
2
mwil) = ——, e<l,
a -2 2

Pozndmka: Jednd se o specidlni pHpad gamma rozdéleaf pro

a =1

t X;ﬂl

0,30

0,20

010

2 4 6 8 10 12

Obr. 3. Chi-kvadrit rozddlenf

(L) Laplaceovo (dvojité exponenciélnf) rozdeleni

f(x ﬁ,G)'gew{—ﬂlx—Gﬂ, x€R'; 6¢R', $>0;

EX =0,

var X' = 3,

i
% =0,
i= 0,
n=0,
=3,
e =0,

r=12 ...,

%
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_en

Iz , r=12...,

Har

or

(M) Logaritmicko-norméini rozdéleni - LN(y, o)

m(t) =

_(nx—uy

flx; u,0)= Py

exp

1
ox {In

2

EXﬂexp[u+% ,

var X = oo — 1)e*, kde w = exp|{o?,
X = expiu— o’

X=e",

n=(o+Jo-1,

n=o+20 +30—6,

22
ﬂ:—"exp[r#'F-——-z-—-—l, r=1,2,....

}, x>0, ueR', o >0;

fix0,8)
B
1,2 F
&=175 £=0,3
68 -
8:125 =075
04
0 1 1 i
0 0,5 1,0 15

Obr. 4. Logaritmicko-normdln{ rozdéleni

(N) Logistické rozdélent

|51

f(x; 6,8) = A

Gl 57

xeR';

26

(0)

EX =20,
ﬁZHZ

var X = —,
3

X =0,

i=10,

n=20,

=12,

u, a u, viz [78],

m(fy = exp {61} . (nft cosec (nf1)) .

fx)

\1,0

Fell L 1 P e
-20 -10 0 10 20

Obr. 5. Logistické rozdéleni (8 = 0)

Mocninné rozdéleni

c—1
o 6,c)=§(-;) . 0<x<8: 8>0, c>0;

EX = ct ’
c+1

ct
(c+ 2)(c+ 1)?
X =8, c>1,

var X =

27



_(1-of2+¢
G+ o

3B —c+2)(c+2)
Aqc+3)(c+d

r r C
ﬂ’=ec+ ’ r=1,2,....
r

4|

r

(P) Normiln{ jednorozmémé rozdélenf — N(u, o)

1 (x — uy
- N _ 2]
fx, u 0% amexp —202—'—}, xe€R'; ueR', a® >0;
EX = u,
var X = ¢g?,
Xp ™= i,
X=yu,
71-0’
=20,
#2’—]-0) r=1,2,-..,
2Nt o¥
‘12,=£'—)—, r=1)21-":
27
£o?
m(t) = exp]m+——a-— .
2
Hx,O,ﬁ)
0,8

Obr. 6. Normélni rozdélent

(Q) Normilni dvourozmémé rozdéleni ndhodného vektoru X = (X, Xo)

1

(B9 tolp0,0,0 = —F=——.
( ¢ ’ 2no,0, 1-¢

ol sl ) 52
20 - A\ o, o, o, g,

x€R', yeR'; u¢R, weR, 0.>0, 0,>0,

B

QEE(X— )Y — ) £1;
0.0,
EX, =n,,
EX, =g,
var X, = ol,
var X, = g.

(R) Normilni mnohorozmémé rozdélenf ndhodného vektoru
X=(X,...X,;) — Ny I)
A 1 r gr—1
(XX, 8, %)= Wem _E(X_ By T (x— @),
X=(x,.., %) €R?; p= (... 0,y € R%, L= (0}, je symetrickd
pozitivnd definitni matice fidu pX p a |E| je determinant matice X.
EX=u,
var X=X,
cov(X, X)) =0y, 1=ijsp.
Nechf vektor X = (X, ..., X,) mé rozdélen{ %,(u, ). Potom marginélni
rozdélenf vektoru X, = (X,,..., X, ), kde 1 2 j, <...<j, 2 p, je opét
k-rozmémé normélni rozdéleni M,(x,, E,), kde g, = (g, .- 8,)
a X, =(0;) hi= fl!,]k
Pozndmka: Je-li £ symetrickd pozitivn€ semidefinitn{ matice hodnosti
h(X) = r < p, neexistuje inverzni matice ™', takZe hustotu nelze vyjédfit
zpiisobem obdobngym jako vyde. Takové rozd&lenf nazgvime singuldrnf nor-
mélni rozdéleni. Pfitom op¥t 4 méd vyznam vektoru stfednich hodnot a E je
varianénf matice velitin X, ..., X,; vice viz napf. monografie [122], kapi-
tola 8.

Pro p=1 se v takovém pHpadé jednd o degenerované rozdéleni, tj.
rozd€lenf ndhodné velitiny X, jeZ nabyvé hodnoty u s pravdépodobnosti 1.
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3,8

+ "3,5

3,8

0,0

3,8

LX)

Obr. 7. Dvourozmérné nermalni rozdélenf — hustota a pramély fezi hustoty rovinami 2z = 0,01;

2w 005 =009 =013 -=0,17; z=021,

a) g= 00
b) o= —0,35
) e= 075

Dvourozmérné normélni rozdéleni je singuldrni v pfipadé g’ = 1 nebo & =0
nebo o=0.

()

(T)

Paretovo rozdéleni

fos k@)=, xzk>0; a>0;
xﬂ

ak
EX = T a>1,

a —

k:

var X = 4 . a>2,

(¢ =2)(a — 1)
X(l= ka
£= k2",

Y ¥ viz {78],

, ak’
i, = , a>r; r=12,...
a—r

Rovnomérné spojité rozdélenf — R(a, b)

1

f(x; )= ——, —w<a<x<h<+ew;
b—a
a+ b
EX = ,
2
var)(=(‘ib—a)z
12
. at+b
X = N
2
Y!HO’
?"_6
2 5!
) b — gt L2
==, r=1,2...,
# (b—a)(r+1)
erb_em
)= .
) b—at
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(U) t-rozdélenf (Studentovo) - ¢,

1 A\ F(l + %) _
f(x;")__T(l+:) , x€R'; n=12,..; Ex -2,
JFB(—,—) a
2 I'1+2 —I‘zl+1
EX-O, ﬂ>1, "i)‘ -b-°
var X = s
var X = — n>2 ' a*’®
n—2" ! b
1 1
= | -], bei,
XO-O’ % (ﬂ ab)
=10, . 1 2\
n=0, n>3, 1
Y - ¢ . n>4, Yo 12 viz [78],

n—4 r
B(2r+1 n-—2r) ) l‘(1+—)

= L r=1,2,....

. n>2r, r=12,..., a
1 n

Bl-, - f{x;a,b)
2 2

-y =0, n>2r—1, r=12,....

b

Pozndmka: Rozdgleni ¢, se nazyvd Cauchyho rozdélent

Obr. 9. Weibullovo rozdélend

Obr. 8. Studentovo f-rozdéleni

(V) Weibullovo rozdélenl - W(a, b)
fx; a,b) = abx*'exp{—ax*), x>0; a>0, b>0;
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