P¥iklady z Fyziky plazmatu

1 Uvod
1.1 Ptiklad (2b.)

Uvazujme, ze na poc¢atku mame rovnomérné plazma, ve kterém je hustota elektronu i iontu
stejnd a rovna ng (plasma je elektricky neutrdlni). Nyni pfedpoklddejme, zZe se elektrony
na plose y, z néjakym vnéjsim vlivem ze svych rovnovovaznych poloh posunuly o malou
hodnotu s ve sméru osy .

(a) Pouzitim Gaussova zdkona ukazte, ze elektrické pole, které vznikne mezi nédboji je ddno

vztahem
Qe
E, = (L> S .
€o

(b) Ukazte, ze pohybova rovnice pro kazdy elektron pod vlivem tohoto elektrického pole je

d?s noe’
e ~0.
dt? * <meeo s

Dokazte, ze toto je rovnice harmonického oscilatoru s frekvenci

B ’)7,062 1/2
o= (22)
12 Priklad (2b.)

(a) Odhadnéte teplotu plazmatu, v némz se v kouli o poloméru 1 mm lis{ hustota elek-
tront od hustoty iontt o 1 %. Hustota nabitych ¢astic je 102 m=3. (Vyjdéte z predpokladu
rovnosti kinetické (tepelné) a potencidlni energie, vyplivajici z Coulombovskych sil.)

(b) Dosad'te zadané hodnoty a vypoctenou teplotu do vzorce pro vypocet Debyeovy délky
Ap a ukazte, jaké musi byt fyzikalni rozméry plazmatu L.

1.3 Prklad (2b.)

Méjme raketu, ktera je mimo pusobeni gravitaéniho pole Zemé.
Oznacme:
v...konstantni rychlost plynu vyfukovanych z rakety vzhledem k raketé

u(t). . .okamzita rychlost rakety
M(t)...okamzitd hmotnost celé rakety
—dM (t)/dt. .. konstantni ¢asovd zména hmotnosti rakety, dand hmotou plynu vyvrze-
nych z rakety
(a) Dokazte, ze pohybova rovnice rakety je
S M (0un)] = T ulr) o]
a ukazte, ze okamzité zrychleni rakety je

du v dM
dt — M(t) dt -
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(b) Zintegrujte pohybovou rovnici a ukazte, ze
u(t) = u(to) + vIn[M(to)/M(t)] .

(c) Pokud raketa hoti po ¢asovy interval 0t = ¢t — tg a pokud M (t) < M(ty), ukazte, ze
pocatecni zrychleni rakety je

<du>t:MU M(tg) — M(t) v

dt (to) 5t =5t

(d) Dosad'te do vztahtu pro (du/dt);, a u(t) pro chemickou raketu v = 10° m/s a §t = 10 s;
a také pro plazmovy pohon s v = 10* m/s a §t = 100 dni. Pro spocitdni u(t) uvazujte
u, =0 a M(tg) = 10M (t).

1.4 Priklad (1b.)

Z Maxwellovych rovnic odvodte rovnici pro zachovani naboje

dp B
E%—V-J—O.

Tento vysledek ukazuje to, ze zachovani elektrického naboje ptimo vyplyva z Maxwellovych
rovnic.

1.5 Prklad (2b.)

7 Maxwellovych rovnic odvod'te nasledujici zdkon zachovani energie v elektromagnetickych
polich, ktery je znamy jako Poyntinguv teorém:

9 | e _ 3
E/‘/<§EE+§MH>dr+?g(ExH) ds — /V(J E)dr |

pro linedrni izotropické médium, pro které plati D = eE a H = B/u. Fyzikélné interpretujte
kazdy ¢len této rovnice. Jaky je fyzikalni rozmér téchto ¢lenu?

2 Zaklady kinetické teorie plazmatu
2.1 Priklad (1b.)

Uvazujme systém castic rovnomérné rozdéleny v prostoru s konstantni hustotou ¢astic ng
a charakterizovan rozdélovaci funkei rychlosti f(v) definovanou takto:

flv) = Ko prol|v| <vy (i=uw,y,2),
f(v) = 0  jinak,

kde Ky je nenulova kladna konstanta. Uréete hodnotu Ky pomoci ng a vy.

2.2 P¥iklad (1b.)

Uvazujme pohyb nabitych ¢éstic v jednom rozméru za pritomnosti elektrického potencidlu
V(z). Ukazte pfimym dosazenim, ze rozdélovaci funkce

1
f= fce(§mv2 +4V),

je TeSenim Boltzmannovy kinetické rovnice pro staciondrni stav.
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2.3 Ptiklad (2b.)

Predpokladejme, ze na kazdou castici ve fazovém prostoru pusobi vnéjsi sila F. Bez in-
terakel bude ééstice typu « se souradnicemi (r,v) v ¢ase t za Casovy interval dt nalezena
v soufadnicich (r’, v') podle

v'(t+dt) =r(t) +vdt,

vi(t+dt) =v(t) +adt,

kde a = F/m,, je zrychleni ¢astice a m,, je jeji hmotnost.
Mezi novym elementem féazového prostoru a tim puvodnim je tento vztah

d*r'd®’ = |J|d3rd3o |
kde J je Jakobidnem této transformace. Dokazte, ze pro Jakobian této transformace plati
|J] = 1.
2.4 Priklad (1b.)

Odvod'te tvar casového vyvoje rozdélovaci funkce f, pro Krookuv srdzkovy clen

<5fa> _ (fa_fao)
coll

ot T

Y

kde f,o je rozdélovaci funkce lokalni rovnovahy, 7 je relaxaéni doba srazek ¢astic. Predpokla-
dejte Boltzmannovu kinetickou rovnici (BKR) bez pusobeni vnéjsich sil a bez pritomnosti
prostorovych gradientu, f,o a 7 jsou na ¢ase nezavislé.

3 Stfedni hodnoty a makroskopické veli¢iny

3.1 Ptiklad (2b.)

Ukazte. ze pocet Castic, které dopadaji z plazmatu na jednotku povrchu télesa vnoreného
do plazmatu za jednotku ¢asu (tok ¢éstic), je pro kulové symetrické rozdéleni rychlosti f
roven

1
I'=-n<v>
4n V>,

kde <v > je stiedni velikost rychlosti ¢astic.

3.2 Priklad (3b.)

Uvazujme systém c¢astic charakterizovan stejnou rozdélovaci funkei jako v ptikladu 2.1.
(a) Ukazte, ze absolutni teplota systému je dédna vztahem

2
mu,
T=—2
3k

kde m je hmotnost kazdé castice a k je Boltzmannova konstanta.  (1b.)
(b) Spoctéte nasledujici vyraz pro tenzor tlaku

1
P: gpmvgl )

kde p,, = nm a 1 je jednotkovy tenzor. (1b.)
(c) Dokaze, ze pro vektor toku tepla plati g = 0. (1b.)

3



4 RovnovaZny stav

Pro vypocty ruznych integralu je uziteéné si zapamatovat nasledujici relace:

o0

[(x) = /e_ttx_ldt pro x>0,
0

['(z+1)=2a! procelociselnéz, T(z)=(z—1)I(x—-1), T(1/2)=+7.

4.1 Ptiklad (3b.)

Urcete konstantni koeficienty C', as a vy v Maxwellové rozdélovaci funkei
1 2
f= Cexp[—ﬁmag(v —vp)] . (1)
Tyto konstanty mohou byt vyjadieny pomoci pozorovatelnych fyzikalnich vlastnosti

systému, jako je hustota ¢astic n, stfedni rychlost u a kineticka teplota T
(a) Vyjdéte z definice hustoty ¢astic

n:/fd?’v,

2T )3/2

mas

a ukazte, ze
n=C (
(b) Vyjdeéte z definice stiedni rychlosti ¢éstic
1 3
u=<v>= —/fvd v,
n Jo
a ukazte, ze

u="yYVgy. (3)

(Rychlost castice v se da vyjadfit jako soucet ndhodné (tepelné) rychlosti V a stiedni
rychlosti u, tedy v =V 4 u)
(¢) Vyjdéte z termodynamické definice kinetické teploty T

3

1 1
2nk 2nm<V> 5 UdeV,

o= () (o) 8

Vyjédiete z rovnic (2) a (4) konstanty C a ay. Ty dosadte do vztahu (1) a dostaneme
Maxwellovo rozdéleni nahodnych rychlosti:

FOv) = (o) e (—?,?; ) | 5)

a ukazte, ze

42 Ptiklad (1b.)

Pro Maxwellovo rozdéleni rychlosti urcete stiedni velikost rychlosti ¢astic.
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43 Ptiklad (1b.)

Pro Maxwellovo rozdéleni rychlosti urcete stredni kvadratickou velikost rychlosti ¢astic.

4.4 Ptiklad (1b.)

Pro Maxwellovo rozdéleni rychlosti urcete nejpravdépodobnéjsi velikost rychlosti ¢astic.

45 Ptiklad (1b.)

Rozdélovaci funkce (tepelnych) kinetickych energii £ pro plyn popsany Maxwellovou roz-
délovaci funkei je ddna vztahem:

onE3s E
G(F)= ———ex (——> .
(E) 72 (KT)> P kT

Spoctéte nejpravdépodobnéjsi energii a ukazte, ze velikost rychlosti castic, které maji tuto
energii, je rovna (KT /m)/2.

46 Ptiklad (1b.)

Méame plazma s jednim typem iontu v termodynamické rovnovéze s neutralnim plynem.
Urcete jeho teplotu, pokud z experimentu zndme hustotu iontu (rovna hustoté elektront) a
neutrali. Ionty s hustotou n; = 102 m~2 jsou v rovnovéze s neutraly ve stavu s ionizaénim
potencidlem 2 eV, jejichZ populace je 10> m=3.

5 Interakce &astic v plazmatu

5.1 P¥iklad (1b.)

Necht je zndma velikost vzdjemné rychlosti ¢ a tihel rozptylu y v soufadné soustavé spojené

s tézistém. Vyjadiete velikost zmény rychlosti molekuly A |Av| pti srdzee s molekulou B.
Napiste slozky Av? v tézistové soustavé soutadnic.

5.2 Ptiklad (3b.)

Uvazujte srazku mezi molekulami A a B, kdy molekula B byla pivodné v klidu. Uhel
(a) V laboratornim systému soufadnic (spojen s pozorovatelem v klidu) ukazte, ze thel x,
udavajici thel, o ktery je molekula A odchylena pfi pozorovani pozorovatelem v klidu, je
dan vztahem ‘

sin y
cos X +ma/mp

tan xr, =

(b) Ukazte, ze vztah mezi diferencidlnim u¢innym prufezem v laboratornim systému sou-
fadnic op,(x) a v souradné soustavé spojené s tézistem o(x) je

[1+2(ma/mg) cos x + (mA/mB)2)]3/2
L+ (ma/mg) cos x :

or(x.) = o(x)

Vsimnéte si, ze kdyz je mp = 0o, dostaneme xp, = x a or,(x1) = o(x)-
(c) Dokazte, ze kdyz ma = mp, dostaneme y, = x/2 a op(xr) = 4 cos(x/2)o(x).
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5.3 Ptiklad (2b.)

Necht se ¢éstice o hmotnosti m# srazi z éastici s m®, kterd byla ptivodné v klidu. Jestlize
zname thel 6, ktery svird ptivodni rychlost édstice A, v, se smérem danym spojnici ¢astic,
kdy jsou si nejblize, vyjadiete pomeér kinetickych energii ¢astic po srazce. Dale vyjadiete
pomérnou ztratu energie castice A.

A

5.4 Ptiklad (2b.)
Pro diferncialni rozptylovy srazkovy prufez s ithlovou zavislosti, ktery je dan vztahem:
1 2
7(x) = 5o0(Beos x + 1)

kde oq je konstanta, spocitejte celkovy ucinny prufez a uéinny prufez pro prenos hybmnosti.

5.5 Priklad (4b.)
Meéjme dveé castice, jejichz interakci lze popsat pomoci nasledujici potencialové jamy:
Ur) = =Uy pror<a,

Uir) =0 pror >a.

(a) Spocitejte diferencidlni rozptylovy Géinny pruiez o () a ukazte, ze za predpokladu b < a,
je dan vztahem:
o) = P lpeost2) — 1)fp = cos(/2)

4 cos(x/2)[1 — 2pcos(x/2) + p?|?

20U
D= 1+—g.
V" ug

(b) Ukazte, ze pro celkovy rozptylovy uéinny prutez plati vztah:

Ut:27r/abdb:7m2.
0

6 Makroskopické transportni rovnice

6.1 Priklad (2b.)

Prozkoumejme vliv srazkového ¢lenu v makroskopickém pohybu kapalin. Uvazujte rov-

v~/

rovnice pro ¢astice druhu a redukuje na
du
5~ 2 Ves(Ua — ) .
B

Urcete z této rovnice u(t) pro smés dvou kapalin. Vsimnéte si, ze v rovnovéaze (kdyz du/dt =
0) musi byt velikost rychlosti vSech ¢éstic stejné.



7 Makroskopické transportni rovnice pro vodivou kapalinu

7.1 P¥iklad (1b.)

Ukazte, ze celkovou hustotu energie vSech ¢astic v kapaliné 1ze napsat jako soucet hustoty
tepelné energie celé kapaliny a kinetické energie céstic jako:

1 , 3 1
= Pma < >a= & A Pmaly,
kde

% = Z %pma <Cio>: Z%pma <Ci> _'_Z %pmawi'

7.2 Ptiklad (2b.)

Vyjdéte ze vztahu pro hustotu elektrického proudu v plné ionizovaném plazmatu, které
obsahuje elektrony a jeden typ iontu z nabojem e:

J= Z NaqoUq = e(niui - neue)7
o

a ze vztahu pro driftovou rychlost celého plazmatického utvaru:

1
u = _(pmeue + pmzu2>
Odvod'te vztahy pro driftové rychlosti iontti u; a elektronti u.. Tyto vztahy zjednoduste tak,
ze predpokladejte makroskopickou neutralitu naboju n, = n; = n. Nakonec jesté vztahy
zjednoduste predpokladem m; > m,.

8 Vodivost plazmatu a diftize

8.1 P¥iklad (3b.)

Predpokladejte, ze pro prumérné rychlosti elektronu a ionti v plné ionizovném plazmatu
za pritomnosti konstantniho a neproménného elektrického (E) a magnetického (Bg) pole
plati néasledujici pohybové rovnice:

ou,

mea—l; = —e(E + u. x By) — mev(u, — )
ou;

m; 81; = —e(E+u; x Bg) — mev(u; —u,) .

Urcete vztah pro stejnosmérnou vodivost oy, 0, a oy v ustdleném stavu.

9 Zakladni jevy v plazmatu
0.1 Piklad (2b.)

Spocitejte zaporny elektrostaticky potencial ¢,,, ktery se objevi na nekonecné rovinné sténé
vnotené do plazmatu v ustaleném stavu, ktery se skladd z elektronu s nabojem —e a z iontu
s nabojem Ze. Teplota elektronu je T, a iontu 7;.



