
Obecné rovnice pro optická vlákna

Z Maxwellových rovnic pro téměř homogenńı dielektrikum bez volných náboj̊u

~∇. ~E ≈ 0 ~∇. ~B = 0

~∇× ~E = − ~B,t
~∇× ~B = µε ~E,t

vyplývá

△ψ =
n2

c2
ψ,tt

kde ψ může označovat libovolnou složku vektoru ~E nebo ~B.
Řešeńı hledáme ve tvaru

ψ = ψ0(r, ϕ) eiωt−γz

γ = iβ + α ≈ iβ, α reprezentuje útlum.

ψ,t = iω ψ ψ,z = −γ ψ

ψ,tt = −ω2 ψ ψ,zz = γ2 ψ

Dále označ́ım H ≡ (nω/c)2 + γ2 = k2
0n

2 + γ2, použijeme separaci proměnných
ψ0 = R(r) Φ(ϕ) a skutečnost, že funkce Φ je periodická s periodou 2π.

ψ,rr +
1

r
ψ,r +

1

r2
ψ,ϕϕ + γ2ψ = −ω2n

2

c2
ψ

r2R,rr

R
+ r

R,r

R
+

Φ,ϕϕ

Φ
+ r2H = 0

Φ,ϕϕ

Φ
= −l2 l ∈ Z

r2R,rr + rR,r + (r2H2 − l2)R = 0

(V obecném př́ıpadě H záviśı na indexu lomu, je tedy také funkćı r, což posledńı uve-
denou rovnici komplikuje.) Důležitou skutečnost́ı je spojitost tečných složek intenzity
elektrického a magnetického pole v celém vlákně, tedy i na hranici jádra a pláště.

Označ́ım n1 maximálńı index lomu ve středu jádra, n2 index lomu pláště, h2 ≡ k2
0n

2
1 +

γ2 ≈ k2
0n

2
1 − β2, h2

2 ≡ k2
0n

2
2 + γ2 ≈ k2

0n
2
2 − β2.

Zářivé módy: h2
2 > 0, tj. β2 < n2

2k
2
0

Vedené módy: h2
2 < 0 ∧ h2 > 0, tj. n2

1k
2
0 > β2 > n2

2k
2
0.
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Předpokládejme, že známe řešeńı Ez a Bz. Pro výpočet ostatńıch složek vektor̊u ~E a ~B
je možné použ́ıt pár Maxwellových rovnic obsahuj́ıćı rotace:

1

r
Ez,ϕ + γEϕ = −iωBr

1

r
Bz,ϕ + γBϕ = i

ωn2

c2
Er

γEr + Ez,r = iωBϕ γBr +Bz,r = −i
ωn2

c2
Eϕ

Eϕ,r +
1

r
Eϕ −Er,ϕ = −iωBz Bϕ,r +

1

r
Bϕ − Br,ϕ = i

ωn2

c2
Ez

Z těchto rovnic je mimo jiné vidět, že Ez i Bz muśı mı́t stejný řád l. Při výpočtu Er lze
postupovat:

i
ωn2

c2
Er =

1

r
Bz,ϕ +

γ

iω
(γEr + Ez,r)

iEr

(

ωn2

c2
+
γ2

ω

)

=
1

r
Bz,ϕ − i

γ

ω
Ez,r

Er

(

k2
0n

2 + γ2
)

= −
iω

r
Bz,ϕ − γEz,r

Er = −
iω

rH2
Bz,ϕ −

γ

H2
Ez,r

Er =
ωl

rH2
Bz −

γ

H2
Ez,r

Analogicky se odvod́ı:

Eϕ =
iω

H2
Bz,r −

ilγ

rH2
Ez

Br = −
ωln2

rH2c2
Ez −

γ

H2
Bz,r

Bϕ = −
iωn2

H2c2
Ez,r −

ilγ

rH2
Bz
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Step-index fiber

Označeńı:

τ = ei(ωt+lϕ)−γz

h2 = k2
0n

2
1 + γ2 ≈ k2

0n
2
1 − β2

q2 = −(k2
0n

2
2 + γ2) ≈ β2 − k2

0n
2
2

J′

l(x) =
d Jl(x)

dx

K′

l(x) =
d Kl(x)

dx

Výsledné elektrické a magnetické pole:

r ≤ a r ≥ a

τ−1Ez = A Jl(hr) τ−1Ez = C Kl(qr)

τ−1Er = B
ωl

h2

1

r
Jl(hr) − A

γ

h
J′

l(hr) τ−1Er = −D
ωl

q2

1

r
Kl(qr) + C

γ

q
K′

l(qr)

τ−1Eϕ = −A
ilγ

h2

1

r
Jl(hr) +B

iω

h
J′

l(hr) τ−1Eϕ = C
ilγ

q2

1

r
Kl(qr) −D

iω

q
K′

l(qr)

τ−1Bz = B Jl(hr) τ−1Bz = DKl(qr)

τ−1Br = −A
ωl

h2

n2
1

c2
1

r
Jl(hr) − B

γ

h
J′

l(hr) τ−1Br = C
ωl

q2

n2
2

c2
1

r
Kl(qr) +D

γ

q
K′

l(qr)

τ−1Bϕ = −B
ilγ

h2

1

r
Jl(hr) − A

iω

h

n2
1

c2
J′

l(hr) τ−1Bϕ = D
ilγ

q2

1

r
Kl(qr) + C

iω

q

n2
2

c2
K′

l(qr)

Ze spojitosti Ez, Eϕ, Bz a Bϕ na rozhrańı plyne

A Jl(ha) = C Kl(qa)

B Jl(ha) = DKl(qa)

A
lγ

(ha)2
Jl(ha) −B

ω

ha
J′

l(ha) = −C
lγ

(qa)2
Kl(qa) +D

ω

qa
K′

l(qa)

A
ω

ha

n2
1

c2
J′

l(ha) +B
lγ

(ha)2
Jl(ha) = −C

ω

qa

n2
2

c2
K′

l(qa) −D
lγ

(qa)2
Kl(qa)

tj. v netriviálńım př́ıpadě

C

A
=

Jl(ha)

Kl(qa)

B

A
=

lγ

ω

[

1

(ha)2
+

1

(qa)2

] [

J′

l(ha)

ha Jl(ha)
+

K′

l(qa)

qaKl(qa)

]

−1

D

A
=

Jl(ha)

Kl(qa)

B

A
[

J′

l(ha)

ha Jl(ha)
+

K′

l(qa)

qaKl(qa)

] [

n2
1 J′

l(ha)

ha Jl(ha)
+
n2

2 K′

l(qa)

qaKl(qa)

]

= −

[

lγc

ω

(

1

(ha)2
+

1

(qa)2

)]2
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Lineárně polarizované módy ve vláknu se skokovou změnou indexu lomu

Přibližné řešeńı vycházej́ıćı z předpokladu n1 − n2 ≪ n1

Ex = 0

Ey =











A Jl(hr) eilϕ+iωt−γz r ≤ a

BKl(qr) eilϕ+iωt−γz r ≥ a

Maxwellovy rovnice ř́ıkaj́ı:

γEy + Ez,y = iωBx γBy +Bz,y = 0

Ez,x = −iωBy Bz,x + γBx = i
ωn2

c2
Ey

Ey,x = iωBz Bx,y − By,x = i
ωn2

c2
Ez

Protože V je malé (n1 −n2 ≪ n1), je β ≫ h, q a Ez ≪ Ey. Členy Ez,y a Ez,x se proto daj́ı
zanedbat, což vede k By ≈ 0.

Využije se

J′

l =
1

2
(Jl−1 − Jl+1) K′

l = −
1

2
(Kl−1 +Kl+1)

Řešeńı:

r ≤ a r ≥ a

Ex = 0 Ex = 0

Ey = A Jl(hr) ei(lϕ+ωt−βz) Ey = BKl(qr) ei(lϕ+ωt−βz)

Ez =
hA

2β

[

Jl+1(hr) ei(l+1)ϕ + Ez =
qB

2β

[

Kl+1(qr) ei(l+1)ϕ −

+ Jl−1(hr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz) −Kl−1(qr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz)

Bx = −
Aβ

ω
Jl(hr) e

i(lϕ+ωt−βz) Bx = −
Bβ

ω
Kl(qr) e

i(lϕ+ωt−βz)

By ≈ 0 By ≈ 0

Bz = −
ihA

2ω

[

Jl+1(hr) ei(l+1)ϕ − Bz = −
iqB

2ω

[

Kl+1(qr) ei(l+1)ϕ +

− Jl−1(hr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz) + Kl−1(qr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz)
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