Duktilni deformace, ¢ast 2

Deformace v jednorozmérném prostiedi (1D)

V jednom rozméru lze deformaci chapat jako zménu délky usecky (natazeni, ¢i zkraceni). Porovnani ptivodni
délky tsecky a délky po deformaci pak ur¢uje miru deformace.

Elongace (extension) ¢ ... pomér rozdilu délek deformované (1) a ptivodni (1y) usecky ku ptivodni délce:
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Kladné hodnoty elongace znamenaji prodlouzeni, zaporné pak zkraceni délky tsecky.
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NataZeni (stretch) s ... pomér deformované (1) a pivodni (lp) délky tsecky:
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Logaritmicka deformace (logarithmic strain, natural strain) € ... logaritmus poméru deformované (1) a
pivodni (lp) délky usecky:

£= log(lij £ =log(s) =log(1 +e)
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Kvadraticka elongace (quadratic extension) A ... druha mocnina nataZeni:

P {LJZ A=(1+e)

Reciproka kvadraticka elongace (reciprocal quadratic extension) A ... pfevracena hodnota druhé mocniny
natazeni:
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Chceme-li tedy kvantifikovat zkraceni ¢i nataZeni, potfebujeme znat pivodni i koneénou délku usecky.Pro
vy¢isleni velikosti natazeni nAm mohou poslouZit napf. budinované objekty.
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Pro vyc¢isleni velikosti zkraceni nd&m mohou poslouzit napt. zvrasnéné objekty.
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Deformace v dvourozmérném prostiredi (2D)

Ve dvou rozmérech lze popsat deformaci (nebudeme jiz uvazovat translaci) pomoci dvourozmérného tenzoru
deformace:

x=D.X x| _(Dn Dp) X, x, =Dy X, +D,,.X,

X5 D, Dy )\ X, x, =D, . X, +Dy.X,

Tenzor deformace ma v dvourozmérném prostiedi tedy Ctyii nezavislé parametry, z nichZ jeden popisuje dilataci,
jeden rotaci (ihel rotace w) a dva distorzi (elipticita deformace R; thel @ svirany smérem dlouhé osy deformacni
elipsy - tj. smérem maximalniho protaZeni - a osou x).

Dilatace (V) je stejné jako v tiirozmérném pofipadé popsana matici V, ktera ma prvky v hlavni diagonale rovny
parametru a a prvky mimo hlavni diagonalu jsou nulové:
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Oznacime-li O jako puvodni obsah a O° jako obsah po deformaci, pak pomér téchto obsahi odpovida
determinantu matice dilatace:

'=det(V)0O =40

Rotace (R) zplsobuje pouze zménu orientace a je popsana jednoduse transformaci soufadné soustavy, pfi které
jsou pvodni soufadné osy (spojené s nedeformovanym objektem) natoCeny do nové souradné soustavy (spojené
s deformovanym objektem). V dvourozmérném prostredi je takova transformace zavisla na jediném parametru a
to na uhlu rotace w.
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Distorze (S) zpusobuje pouze zménu tvaru. Nezahrnuje rotaci ... matice distorze je proto symetricka. Nezahrnuje
objemovou zménu ... determinant matice distorze je proto roven jedné. Matice distorze ma pak dva nezavislé
parametry.

Podobné, jako v tfirozmérném piipadé, lze deformaci v dvourozmérném prostiedi vyjadtit deformacni elipsou.
Ta je definovana jako tvar, ktery vznikne deformaci plivodni jednotkové kruznice. Deformacni elipsa je popsana
elipticitou deformace R a hlavnim smér deformace, tj. thlem @ sviranym smérem dlouhé osy deformacéni elipsy a
0sou X.

Uvazujeme-li pouze distorzi, mizeme jednotlivé ¢leny matice distorze vyjadfit jako funkce elipticity deformace
R a hlavniho sméru deformace (tj. uhlu @ svirany smérem dlouhé osy deformacni elipsy a osou x).
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Z uvedeného piehledu plyne, Ze parametry popisujici objemovou zménu a rotaci nezavisi (v dvourozmérném
prostiedi) na zvolené orientaci hlavnich os systému soufadnic.

Zavisi vSak na ni parametry matice distorze - zména orientace soufadné soustavy znamena zménu uhlu @
popisujicitho smér maximalniho protazeni.

Zmeéna orientace hlavnich os soufadné soustavy se tedy projevi zménou parametri tenzoru deformace D, které
jsou dany pouze zménou thlu @ ktera odpovida pootoceni os soutadné soustavy.
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Deformace - zména polohovych vektori - se nam obecné projevi v télese dvéma riznymi zpisoby
(prredpokladejme dale homogenni deformaci):

1. zmény délek

Zména délek muze byt popsana jako zména délky usecky vymezené dvéma body A[X;,Y;] a B[X,,Y,]. Délka
usecky ma pred deformaci velikost:

B =X, - X, ] +(r,-1,)
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Pti deformaci dochazi ke zméné€ polohovych vektort podle transformacni rovnice:
x =D.X

Usecka je pak po deformaci vymezena body A¢[x,y1] a B¢[Xa,y]. Délka usedky mé po deformaci velikost:

|A'B'| :\/(xl _x2)2 +(y1 _y2)2

|A'B'| :\/[Dll(Xl _X2)+D12(Yl _Yz)]2 +[D21(X1 _X2)+D22(Y1 _Yz)]2

Zménu délky usecky AB si pak lze vyjadfit napt. pomoci elongace:
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Zvolime-li na ptfimce dané body AB libovolny dalsi bod C[X3,Y3], pak 1ze z parametrického vyjadieni ptimky
odvodit, ze souradnice bodu C maji tvar:

X3 :Xl +k(X2 _Xl)
Y, =Y, +k(¥, - 1)

kde k je realné ¢islo
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B[X..Y,] ~ C[X..Y.]

A4 /A X1>Y1]

Velikost tisecky AC je tedy:

|AC| :\/(Xl _X3)2 +(Y1 _Y3)2

aq =k (X, - X, ] +£2(r, - v.) =KAB

Podobné¢ po deformaci je velikost usecky A‘C*:

|A'C'| = \/(xl _x3)2 +(y1 _y3)2

|A'C'| :\/[DH(Xl _X3)+D12(Yl _Y3)]2 +[D21(X1 _X3)+D22(Yl _Y3)]2

|A'C'| :\/[lel(Xl _X2)+kD12(Yl _Yz)]2 +[kD21(X1 _X2)+kD22(Yl _Yz)]2 :k|A'B'|

Elongace usecky AC je tedy:
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Elongace je tedy funkci matice deformace a sméru (orientace deformované usecky) - nezavisi na presné poloze a
velikosti usecky.

2. zmény uhli

Zmeéna thld mize byt popsana jako zména velikosti thlu sviraného dvéma pfimkami, které byly pivodné
vzajemné kolmé.
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Sledujeme-li zménu thlu pro pfimku p, pak je tato zména definovana velikosti uhlu U, ktery po deformaci svira
ptimka q¢ (piimka ptivodné kolma k piimce p) a pfimka kolmé k deformované piimce p¢. Uhel Y se nazyva
uhlova stfizna deformace (angular shear strain). Jeho tangens odpovida velikosti veliCiny y nazyvané stfiZzna
deformace (shear strain).

y =tany
Je-li plivodni kolmice (pfimka q) ,,rotovana“ viéi kolmici k ptimece p* proti sméru hodinovych rucicek, nabyva
uhel Y kladnych hodnot. Je-li pivodni kolmice (pfimka q) ,rotovana“ vuci kolmici k pfimce p¢ po sméru
hodinovych rucicek, nabyva tihel Y zapornych hodnot.

Lze ukazat, ze také stfizna deformace je funkci matice deformace a sméru (orientace piimky p) a nezavisi na
presné poloze pfimky p ani pruseciku ptimek p a q (bod A).

Neuvazujeme-li rotaci - uvazujeme pouze distorzi, kterou lze popsat elipticitou deformace a smérem
maximalniho protazeni - pak je tihlova stfizna deformace Y funkci pouze elipticity deformace R a orientace
(odchylky od sméru maximalniho protazeni ¢°).

V roce 1956 popsal némecky geolog Hans Breddin (1900-1973) techniku umoziujici grafické znazornéni
zminéného vztahu - tzv. Breddiniiv graf.

Deformaci tedy v kazdém daném sméru definuji dvé veliCiny - jedna veli¢ina popisuje délkové zmény
(elongace), druha pak thlové zmény (stfiznd deformace). Hodnoty obou veliin zavisi pouze na parametrech
matice deformace a na orientaci (na daném sméru).

Mohrova kruznice pro deformaci

Vrat'me se nyni k tenzoru deformace D v 2D prostiedi.

Jakykoli tenzor druhého fadu lze zobrazit pomoci tzv. Mohrovy konstrukce odvozené Otto Mohrem. Tedy i
tenzor deformace lze v dvourozmérném prostiedi vyjadtit pomoci této Mohrovy konstrukce.



Zvolime-li soufadnou soustavu, kde na vodorovnou osu vynasime velikosti slozek deformacni matice leZici na
hlavni diagonéle (D;;, Dy,) a na svislou osu vynasime velikosti slozek lezicich mimo hlavni diagonalu (-D,,
D), 1ze ukazat, ze body X; [Dy;, -Dy1] a X; [Dy,, D3] ziskané pro rizné orientované souradné osy (tj. pro rizné
hodnoty Ghlu @) lezi na kruznici. Navic body X, a X, lezi na tisecce, ktera prochazi sttedem zminéné kruznice.
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Zminéna kruznice odpovida tzv. Mohrové kruznici pro deformaci. Spojnice jejiho stfedu a pocatku soustavy
svira s osou Dj; thel odpovidajici uhlu rotace (v piipadé ptitomnosti rotacni slozky). Vzdalenosti bodt S; a S,
(priseciky Mohrovy kruznice a pfimky spojujici stied kruznice s pocatkem soustavy) odpovidaji velikosti
distorze (plus pfipadné dilatace).

Slozky matice deformace lze vyjadrit také pomoci stfizné a délkové deformace urcené pro urcity konkrétni smér
a to pomoci velicin.

Reciproka kvadraticka elongace 1° vyjadiuje délkové zmény:

Uhlové zmény pak v sobé zahrnuje veli¢ina g*:
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V Mohrové grafu pro deformaci tedy vynaSime na vodorovnou osu hodnoty reciproké kvadratické elongace A°,
na svislou osu pak hodnoty stfizné deformace y*.

Neuvazujeme-li rotaci - uvazujeme pouze distorzi, ktera je representovand symetrickou matici - pak stfed
Mohrovy kruznice lezi vzdy pfimo na vodorovné soufadné ose.

Obsahuje-li vSak deformace také rotaci - matice deformace je asymetricka a stted Mohrovy kruznice lezi vzdy
mimo na vodorovnou soufadnou osu. Velikost rotace ukazuje thel .
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Hodnoty veligin A‘ a y* zavisi pouze na parametrech matice deformace a na orientaci (na daném sméru). Kazdy
bod na Mohrové kruZnici representuje hodnoty A‘ a y* v uréitém sméru popsanym thlem ¢ - tj. hlem, ktery
svira dany smér se smérem maximalniho protazeni.



Z Mohrova grafu je patrné, ze parametr Y nabyva ve smérech 2¢° = 0° a 2¢° = 180° - tj. v tomto sméru
nedochazi ke zméné hly, ale jen délek. Dané sméry odpovidaji smérim hlavnich os elipsy deformace. Ve vsech
dal$ich smérech ma parametr y* nenulové hodnoty - ve vSech dalsich smérech tedy dochazi ke zmén¢ uhla.

Hodnotu uhlové stiizné deformace Y 1ze z Mohrova grafu pro kazdy bod A (tj. pro kazdy smér dany pozici bodu
na Mohrovée kruznici) odeéist jako thel svirany vodorovnou osou a spojnici mezi bodem A a poc¢atkem soustavy.
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Breddintiv graf nebo Mohrovu konstrukei pak s vyhodou mizeme vyuzit pro graficka feSeni uloh zalozenych
pravé na vztahu matice deformace (nebo nékterych z jejich parametr) a velikostmi uhlové a stfizné deformace v
uréitém smeéru.

Zname-li slozky matice deformace, pak muZzeme snadno piimo odecist z Mohrova grafu pro libovolny smér
velikosti tthlové sttizné deformace U a reciproké kvadratické elongace A°.

Naopak, zname-li velikosti uhlové sttizné deformace Y a/nebo reciproké kvadratické elongace A¢ v nékterych
smérech, mizeme z nich graficky odvodit matici deformace, respektive nékteré jeji parametry. Pfi téchto
feSenich obvykle neuvazujeme rotaci, hledame tedy tfi parametry (pocitame-li také s dilataci), respektive dva
(hledame-li jen popis distorze, tj. elipticitu a smér osy maximalniho prodlouZeni).

Tvarovou a objemovou zménu (tfi neznamé) tak lze snadno odvodit pomoci Mohrovy konstrukce ze tii udajt o
délkovych zménach ve tfech riiznych smérech.

Tvarovou zménu (dvé neznamé) tak 1ze snadno odvodit pomoci Mohrovy konstrukce nebo Breddinova grafu ze
dvou tdaju o uhlovych zménach ve dvou riznych smérech.



