Prakticka aplikace Galtonova — Watsonova procesu vétveni v demografii

Vychozi data

Budeme vysetiovat sled generaci zenské populace Ceskoslovenska. Mame k dispozici udaje
z roku 1961, které popisuji rozdéleni Zen ve vékovém intervalu (45 let, 50 let) (tedy na konci
reprodukéniho obdobi) podle poctu zivé narozenych déti.

Tabulka 1 - vychozi data

pocet | oznaleni | poCet Zzen
déti

0 c0 65387
1 c1 78901
2 c2 136150
3 c3 79878
4 c4 39387
5 c5 19856
6 c6 15365
7 c7 7683
8 c8 3841
9 c9 1921
10 c10 960
11 cl1 480
12 c12 240
13 c13 120
14 c14 60
15 c15 30

Upozornéni: skupiny ce az ¢i5 byly vytvofeny uméle. K dispozici totiZ byly jen udaje o
skupinach cg.19 (24604 Zen), ;1. (2041 Zen) a nezafazeno (4055 zen). Pocty Zen v téchto
uméle vytvorenych skupindch geometricky klesaji tak, ze pocet Zen v kazdé nasledujici
skupiné je polovinou poctu zen v piedeslé skupin€. Takova aproximace je ptipustnd, protoze
se tyka jenom 30700 Zen, coz je zanedbatelné vzhledem k celkovému poctu 450259 Zen ve
veékové skupiné (45 let, 50 let).

Stanoveni pravdépodobnosti narozeni dcery, ktera se doZije reprodukéniho véku 25 let
Zajimaji nas pouze potomci Zenského pohlavi. Je znamo, ze v r. 1961 byl pomér poctu Ziveé
narozenych chlapcti k poctu zivé narozenych divek 1,055 (tzv. ukazatel maskulinity). Tedy
pravdépodobnost narozeni divky je ﬁ . Dale je zndmo z imrtnostnich tabulek CSR pro
+1
rok 1961, ze pravdépodobnost doziti 25 let pro zenu je 0,96788. Tedy hodnotu h = 0,96788 .
1

1+1,055
ktera se dozije véku 25 let.

=0,470988 1ze povazovat za pravdépodobnost, Ze Zivé narozeny potomek je dcera,

RozloZeni po¢tu Zen podle poctu dcer, které se doziji reprodukéniho véku 25 let

Necht’ ¢;je pocet Zen s 1 potomky. Z vlastnosti binomického rozlozeni plyne, Ze z poctu c;
ptipada (1-h)'c; na Zeny s zadnou 25 letou dcerou, ih(1-h)"'c' na Zeny s pravé jednou 25 letou
dcerou atd.



Tabulka 2 — rozdéleni py, pi, ... Zen podle pocétu 0, 1, ... 25 letych dcer konstruované na
zékladé poctl ¢y, ¢y, ... Zen s 0, 1, ... potomky.

pocet potomku pocet rozdéleni zen podle poctu 25 letych dcer
zen 0 1 2
0 Co Co 0 0
1 Cq (1-h)C1 hC1 0
2 Co (1-hY’c. | 2h(1-h)c, hc,
3 Cs (1-h)°’cs | 3h(1-h)°cs 3h*(1-h)c;
4 Cs (1-h)’cs | 4h(1-h)’c, | 6h*(1-h)’c,
suma C PoC p1C p2C

Numerické vyhodnoceni

pocet potomkl | pocet zen rozdéleni zen podle poctu 25 letych dcer
0 1 2 3 4
0 65387 65387 0 0 0 0
1 78901 41740 | 37161 0 0 0
2 136150 38102 | 67846 |30202 0 0
3 79878 11826 | 31586 |28121| 8645 0
4 39387 3045 | 10985 | 14671 | 8708 | 1938 |0

suma 450259 | 161420 | 153833 | 85789 | 31330 | 11549

161259
_ — 0,3985047, p; = 0.3416544. p, = 0,1905325, ps =0,0695821
Po = 50259 Pi P2 P3

Matice pravdépodobnosti pirechodu

1 0 0

Po P )

) ) "|. V nagem pripad¢ tedy dostavame:
Po~ 2PoP1 Pi” +2Pop;

P=

1 0 0 0
0,358504 0,341655 0,190533 0,069583
P = 0,128525 0,244969 0,253342 0,180085
0,046077 0,131733 0,199067 0,206734




Pravdépodobnostni rozloZeni poc¢tu 25 letych dcer v n-té generaci

Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti plati: p(n) = p(0).P". V nasledujici tabulce jsou
uvedeny slozky vektoru p(n) pron=0, 1, ..., 10

Tabulka 3 — pravdépodobnostni rozlozeni pi(n) poctu i 25 letych dcer v n-té generaci
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V prvnim sloupci jsou pravdépodobnosti vyhynuti (v Zenské linii). Je vidét, Zze v 10. generaci

je pravdépodobnost vyhynuti po(10) = 0,770845 hodné vysoka. Naproti tomu

pravdépodobnosti libovolného nenulového poctu deer jsou velice malé (napt. pro jednu dceru

p1(10) =0,015300 a s rostoucim poctem generaci se stale snizuji.

Vytvorujici funkce poctu 25 letych dcer v n-té generaci

gX“ (Z) = ankzk
k=0

Tabulka 4 — hodnoty vytvorujici funkce gn(z) poctu 25 letych dcer v n-té generaci

z 91(z) 92(z) 93(z) 94(2) 95(z)

0,0 |0,358504 | 0,509170 | 0,593159 | 0,646756 | 0,683843
0,1 |0,3946470,528015 | 0,604730 | 0,654564 | 0,689446
0,2 |0,435057|0,550027 | 0,618573 | 0,664047 | 0,696322
0,3 [0,480260 | 0,575893 | 0,635302 | 0,675717 | 0,704892
0,4 [0,5308720,606507 | 0,655773 |0,690318 | 0,715785
0,5 |0,5876190,643056 | 0,681205 | 0,708964 | 0,729979
0,6 |0,6513600,687140 |0,713398 | 0,733401 | 0,749073
0,7 |0,723115|0,740967 | 0,755101 | 0,766513 | 0,775872
0,8 [0,8041090,807566 |0,810729 | 0,813400 | 0,815726
0,9 |0,8958110,891733|0,887770|0,883881 | 0,880022
1,0 /1,000000 | 1,000000 | 1,000000 | 1,000000 | 1,000000




Prubéhy vytvorujicich funkei
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Je vidét, Ze s postupem generaci funkce g,(z) zacinaji byt t¢émét konstantni pro 0<z<1 se
skokem na hodnotu 1 v bodé z=1. To je ovSem ve shod¢ s teorii, nebot’ pro p>1 je

. Epro0<z<l 5 o
limg, (z) = . V nasem piipadé p=p; + 2p> + 3ps + ... =0,341655 +
n—>00 lproz=1

2.0,190533 + 3.0,069583 + ... =1,111166 >1.
Pravdépodobnost vyhynuti

Limitni hodnotu pravdépodobnosti vyhynuti 1ze ziskat jako nejmensi kladny kotfen rovnice
7=g(2), kde g(z) = 21(z) = po + P1Z + P27” + ...

V naem ptipadé fesime rovnici z = 0,358504 + 0,341655z + 0,190533z> + 0,0695837° + ...
Vysledek: & =0,834043.

Je zajimavé posoudit rychlost konvergence posloupnosti g, pravdépodobnosti vyhynuti
potomku v Zenské linii v jednotlivych generacich k ptislusné limitni hodnoté & = 0,834043 -
viz 1. sloupec v tabulce 3.

Pro zajimavost jesté uvedeme limitni hodnoty pravdépodobnosti vyhynuti potomkii v Zenské
linii pro rizné zemé (Gdaje jsou z roku 1960).

zemé 4

Peru 0,2620
Japonsko 0,3242
Mexiko 0,4066
Madarsko 0,7130
USA 0,8209







