Text k prednasce Statistika I

1. Zakladni prostor a jevové pole

Definice (definice pokusu)

Pokusem rozumime jednorazové uskutecnéni konstantné vymezeného sou-
boru defini¢nich podminek. Pfedpoklddame, ze pokus muizeme mnohonasobné
nezévisle opakovat za dodrZen{ defini¢nich podminek (ostatni podminky se mo-
hou ménit, proto rtiznd opakovini pokusu mohou vést k riznym vysledkim).
Daéle predpokliadame, ze opakovanim pokusu vznikd opét pokus.

Deterministickym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opa-
kovani vede k jedinému moZznému vysledku.

Nahodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede
k pravé jednomu z vice moznych vysledkd, které jsou vzajemné nesluditelné.

Definice (definice zdkladniho prostoru)

Neprazdnou mnozinu moznych vysledki ndhodného pokusu zna¢ime 2 a na-
zyvame ji zakladni prostor. MoZzné vysledky znacime w;, kde T je indexova
mnozina.

Definice (definice jevového pole)
Systém podmnozin A zdkladniho prostoru (2, ktery spliiuje nésledujici axi-
émy:
(J5): A;,A3 € A= A1\ A € A (s kazdymi dvéma mnozinami obsahuje
i jejich rozdil)
(J6): Q € A (obsahuje cely zdkladni prostor)
o
(J8): A1, As,...€ A= | A; € A (obsahuje-li kazdou ze spodetné posloup-
i=1
nosti mnozin, obsahuje i jejich spoéetné sjednoceni) se nazyvad jevové pole.
Je-li A € A, pak Fekneme, Ze A je jev (vzhledem kA). Dvojice (£2,.4) se nazyva
méritelny prostor.

Véta (vlastnosti jevového pole)
Jevové pole A mé tyto vlastnosti platné pro libovolné jevy A, A;, A,, ...

(J1): A#£0

(J2):0e A

(J3) Al,Az cEA=> A UA e A

(J4) A, Ave A= A1NA e A

(J5): A1, Ase A=> A\ A e A

(J6): Qe A

(JN):AeAdA=>AcA

(J8) Al,AQ,...EAi U AiGA
i=1

(J9)2A1,A2,...€A:> ﬂ AiEA
i=1

=



2. Pravdépodobnostni prostor

Definice (axiomatick4 definice pravdépodobnosti)
Necht (€2,.4) je méFitelny prostor. Redlnd mnoZinova funkce P : A — R se
nazyva pravdépodobnost, pravé kdyz spliiuje nésledujici tii axiémy:
(P2): VA € A = P(A) > 0 (nezdpornost)
(P10): P(2) =1 (normovanost)
o0
(P15): Ay, Ag,... € AJANA; =0proi #j = P(U A) = Y P(A)
i=1 =1
(spoletna aditivita).
Funkéni hodnota P(A) se nazyva pravdépodobnost jevu A a trojice
(Q, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Véta (vlastnosti pravdépodobnosti)
Necht (€2, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, A, Ay, As,... € A libovolné
jevy. Pak pravdépodobnost P m4 17 nasledujicich vlastnosti:
(P1): P(®)=0
:P(A) >0
P(A; UAy) < P(Ay) + P(A2)
: AlnAz :®:>P(A1 UAz) :P(A1)+P(A2)
P(A2 \Al) = P(AQ) — P(Al n Ag)
Ay - Ay = P(AQ \A1) = P(AQ) —P(A1)
Ay - Ao => P(Al) (AQ)
. P(Q) =
<)+mm
Pt
=P(U 4;) < .ZIP(Ai)
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(P14) Al,Ag,... EA,AzﬂAJ prI‘OZ?éJ: ;P(Al) < 0
(P15): A1, As,...€ ALAiNA;j=0proi#j=P(U A) =3 P(4)
i=1 i=1

(P16): A, C Ay C...€ A= P(UJ 4;) = lim P(4;)
71— 00

i=1

(P17): A, D Ay D ...€ A= P((] 4;) = lim P(4,).

i=1 1— 00

Véta (dalsi vlastnosti pravdépodobnosti)
Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, A, As, ..., A, € A libovolné
jevy. Pak plati:
a) P(U A;)) = > P(A
i=1 i=1 i=1 j=it+1 i=1 j=it1 k=j+1

i)—
A+ (=D)IP(AI N .. N A4y)

n—1 n n—2 n—1

Y Y PANA)+Y XY P(A;N AN Ay -



b) max P(A;) < P(U 4i) < X° P(4)
1<i<n i=1 i=1
&) 1—n+3 P(4) < P(() Ai) < min P(A;)
& 1 1<i<n
Jsou-li jevy Ay, As,..., A, € A nesluditelné, pak P(|J 4;) = > P(4;).
=1

k2

=1

3. Konstrukce diskrétni pravdépodobnosti

Oznaceni
Necht M #0,B C M,g: M — (—00,00) je viude nulova s vyjimkou nejvyse
spoletné mnoziny G C M. Pak symbol ) g(z) ma nasledujici vyznam:
T€EB
a)Jeli BNG =0, pak > g(z)=0
Tz€EB
b) Je-li BN G koneény prunik, jeho prvky uspofdddme do koneéné posloup-
n
nosti (z1,...,zn). Pak Y g(x) = Y g(z;) a tento soudet na zvoleném uspoti-
z€B i=1
dani nezavisi.
c) Je-li BN G spotetny prunik, jeho prvky uspofddidme do nekoneéné po-
o0
sloupnosti (z1,z2,...). Pak Y. g(z) = > g(z;), pokud tato fada absolutnd
i=1

TEB
konverguje (pak totiz tento soufet na zvoleném usporddéni nezdvisi). Neni-li

splnéna podminka absolutni konvergence, nemé uvedeny symbol smysl.

Je-li B = (—00,00) resp. B = (—o0,z), pak piseme > g(z) = > g(x)

zEB T=—00
resp. >, g(x) = > g(t).
zEB t<z
Definice (definice diskrétni pravdépodobnosti)
Necht (2, A) je méfitelny prostor, T' C Q nejvySe spodetnd podmnoZina
zékladniho prostoru. Funkce g : Q — R, kterd kladné pouze na I' a jinak je

nulové a vyhovuje podmince ) g(w) =1, se nazyva vahova funkce.
we
MnoZinova redlnd funkce P : A — R dand vzorcem

VAe A: P(A) = Y g(w) se nazyva diskrétni pravdépodobnost.
wEA

Véta (vlastnosti diskrétni pravdépodobnosti)
Diskrétni pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické defi-
nice pravdépodobnosti a m4 tedy vlastnosti P1 az P17.

Definice (definice klasické pravdépodobnosti)

Necht (2 je koneény zékladni prostor, A libovolné jevové pole na 2. Klasickou
pravdépodobnosti rozumime funkci P : A — R danou vzorcem

VAe A: P(A) = %, kde m(A) je pofet moZnych vysledki pfiznivych
nastoupeni jevu A a m(Q) je pocet vSech moznych vysledkii.



Véta (vlastnosti klasické pravdépodobnosti)

Klasicka pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické defi-
nice pravdépodobnosti a m4 tedy vlastnosti P1 az P17. Kromé toho pro ni plati:
PA) =0 A=0,P(A)=1 A=

4. Stochasticka nezavislost jevi

Definice (definice stochastické nezavislosti dvou jevi)

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, A, B € A. Rekneme, Ze jevy
A, B jsou stochasticky nezévislé (vzhledem k P), pravé kdyz P(AN B) =
P(A)P(B).

Véta (vlastnosti dvou stochasticky nezévislych jevii)

Pro libovolné jevy A, B € A plati:

a) 0 a A jsou stochasticky nezdvislé.

b) Q a A jsou stochasticky nezavislé.

¢) Jsou-li A, B stochasticky nezévislé, pak jsou stochasticky nezavislé i jevy
A',B; A,B'; A", B".

Definice (definice stochastické nezdvislosti kone¢n& a spocetné mnoha

jevl)
Necht (2, A4, P) je pravdépodobnostni prostor, A4;,...,4, € A libovolné
jevy, n > 2 pfirozené &islo. Rekneme, 7e jevy Aj,..., A, jsou stochasticky

nezavislé (vzhledem k P), pravé kdyz plati multiplikativni vztahy:
Vi<i<j<k< TL:P(AiﬂAjﬂAk) :P(A,)P(A])P(Ak)

P(AiNn...NA,)=P(A1)...P(A,)

Rekneme, 7e jevy A;, As,... € A jsou stochasticky nezavislé (vzhledem
k P), préavé kdyz pro v8echna pfirozend n > 2 jsou stochasticky nezédvislé jevy
Ap,..., A, €A

Véta (vlastnosti stochasticky nezavislych jevi)

a) Jestlize z t¥idy n stochasticky nezévislych jevl vybereme libovolnou pod-
tfidu r jevi (2 < r < n), pak dostaneme opé&t t¥idu stochasticky nezévislych
jevu.

b) JestliZe ve t¥idé n stochasticky nezavislych jevii nahradime r jevi (1 <
r < n) jevy opatnymi, pak dostaneme opét t¥idu stochasticky nezavislych jev.

c) Jestlize z t¥idy n stochasticky nezévislych jevii vybereme r disjunktnich
podtiid jevii (2 < r < n) a ¢leny uvnitf t&chto podtiid bud sjednotime nebo
pronikneme, pak vznikla sjednoceni a priniky jsou opét stochasticky nezévislé
jevy.

d) Neslucitelné jevy nemohou byt stochasticky nezévislé, pokud nemayji viechny
nulovou pravdépodobnost (s pfipadnou jednou vyjimkou).



5. Podminéna pravdépodobnost

Definice (definice podminéné pravdépodobnosti)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, H € A takovy jev, ze P(H) > 0.
Podminénou pravdépodobnosti (odvozenou z pravdépodobnosti P) za pod-
minky H rozumime funkci P(./H) : A — R danou vzorcem:

VA€ A: P(4) = ZE0.

Véta (vlastnosti podminéné pravdépodobnosti)

Podminéné pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické de-
finice pravdépodobnosti a méa tedy vlastnosti P1 az P17. Kromé toho pro libo-
volné jevy A;, As € A plati:

a) P(A1 ﬂAz) = P(Al)P(AQ/Al) pro P(Al) > 0.

b) P(A1 n AQ) = P(AQ)P(Al/AQ) pro P(AQ) > 0.

c) Jevy Aj, A jsou stochasticky nezédvislé & P(A;/A2) = P(A;) nebo

d) Jevy A;, As jsou stochasticky nezdvislé < P(Az/A;) = P(As) nebo
P(4;) =0.

Véta (véta o nésobeni pravdépodobnosti)

Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, Ay,..., A, € A takové jevy,
7e P(A1N...NA,_1) > 0. Pak

P(AiN...NA4,) = P(A1)P(A3/A1)P(A3/A1NAs) ... P(A,/A1N...NA,_1).

Véta (vzorec tplné pravdépodobnosti a Bayestiv vzorec)

Necht (92, A, P) je pravdépodobnostni prostor, H; € A,i € I (kde I je
nejvyse spocetnd indexovad mnozina) takové jevy, ze P(H;) > 0,H;NH; =0
pro i # j, U H; = Q. (Rikdme, Ze jevy H;,i € I tvori Gplny systém hypotéz.)

el

a) Pro libovolny jev A € A plati vzorec uplné pravdépodobnosti:

P(A) = ). P(H;)P(A/H;).

i€l

b) Pro libovolnou hypotézu Hy, k € I a libovolny jev A € A, P(A) > 0 plati

Bayestiv vzorec:

P(Hy /A) = PP/



6. Geometricka pravdépodobnost

Definice (definice borelovského pole a borelovské mnoziny)

Necht n je pfirozené &islo. MnoZinu R™ = (—00,00) X ... X (—00,00) =
(—00,00)™ nazyvime n-rozmérnym prostorem. Minimalni jevové pole na R"
obsahujici tfidu v8ech polouzavienych intervall typu (—oo,z1) X ... x (—00, T,)
pro (z1,...%,) € R™ nazyvadme n-rozmérnym borelovskym polem B" a
prvky tohoto pole nazyvidme (n-rozmérnymi) borelovskymi mnoZinami.
Dvojice (R™, B™) je tedy méfitelny prostor.

Véta (véta o borelovskych mnozindch)

Mezi borelovské mnoziny nélezi zejména: prazdnd mnozina, n-rozmérny pro-
stor, vSechny jednobodové, konecné a spofetné mnoziny, vechny oteviené a uza-
virené oblasti a vSechna nejvyse spocetna sjednoceni a priniky téchto mnoZin.
Rovnéz kartézsky soudin borelovskych mnozin je borelovskd mnozina, ovSem
vy$§i dimenze.

Definice (definice objemu borelovské mnoziny)
Necht (R™, B") je mé&fitelny prostor a G € B™ je borelovskd mnozina. Ob-
jemem borelovské mnoziny G rozumime ¢islo
mes(G) = [ ... [dz, ...dz,, pokud Riemanniv integral vpravo existuje.
G

Definice (definice geometrické pravdépodobnosti)

Necht objem mes(G) borelovské mnoziny G je nenulovy a konetny. Geo-
metrickou pravdépodobnosti soustfedénou na mnoziné G rozumime funkci
@ : B" = R danou vzorcem

VBeB",BCG:Q(B)= 222%37 pokud mes(B) existuje.

Véta (vlastnosti geometrické pravdépodobnosti)

Geometrickd pravdépodobnost je pravdépodobnost ve smyslu axiomatické
definice pravdépodobnosti a mé tedy vlastnosti P1 az P17. Trojice (R", B™,Q)
je tudiz pravdépodobnostni prostor.

7. Ndhodné veliciny

Definice (definice borelovsky méfitelného zobrazeni)

Necht (Q,.A), (R™, B™) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni X : Q — R™ se
nazyvé borelovsky méfitelné (vzhledem k A), pravé kdyz tGplny vzor kazdé
n-rozmérné borelovské mnoziny je jev, tj.

VB € B": X" (B) = {w € Q; X(w) € B} € A.

Ve specidlnim p¥ipadé, kdy Q = R™ a A=B",X=g=(91,---,9n), tj-

VB € B" : g"’(B) =

{(z1,---,2zm) € R™; (91(21,---,Tm),- -, 9n(Z1,-..,2m)) € B} € B™, hovo-
fime o borelovské funkci.



Definice (definice n4dhodné veli¢iny)

Necht (2, A), (R™, B™) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni X : Q — R™ se
nazyvé ndhodn4 veli€ina (vzhledem k A), pravé kdyz je borelovsky méfitelné
(vzhledem k A). Pro n = 1 hovofime o skalarni ndhodné veli¢ing, pro n > 2
0 ndhodném vektoru. Pfitom zobrazeni X; : @ - R,..., X, : @ — R se
nazyvaji slozky ndhodného vektoru. Obraz X(w) = (X1 (w),...,Xn(w)) se
nazyva ¢iselna realizace ndhodné veli¢iny X pfislusnd moznému vysledku w.

Oznaceni

a) Jestlize nehrozi nebezpeéi nedorozuméni, zapisujeme nidhodnou veli¢inu
i jeji ¢iselnou realizaci tymz symbolem X.

b) Mnozinu {w € Q; X(w) € B} zkricené zapisujeme {X € B} a ¢teme: na-
hodnad veli¢ina X se realizovala v borelovské mnoziné B. Ve specidlnim pripadé,
kdy B = {x} resp. B = (—o00,x), pifeme {X = x} resp. {X < x}.

c) Zapis pravdépodobnosti zkratime takto:

P{we & X(w) € B}) =P(X € B)

P{we 4 X(w) € B} {we ;Y (w) e C}) =P(X e B/Y € ().

Véta (véta o transformované ndhodné veli¢ing)

Necht (2, A), (R™, B™), (R™, B™) jsou mé&fitelné prostory. Necht X : Q — R™
je ndhodné veli¢ina a g : R™ — R™ je borelovska funkce. Pak sloZzené zobrazeni
Y : Q — R™ dané vzorcem Yw € Q : Y (w) = g(X(w)) je ndhodn4 veli¢ina. Na-
zyva se transformovand ndhodna veli¢ina, pro m = 1 skalarni, pro m > 2
vektorova.

8. Distribu¢ni funkce ndhodné veliciny

Definice (definice distribuéni funkce ndhodné veli¢iny)

a) Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, X : Q@ — R je skaldrni
nadhodné veli¢ina. Funkce ® : R — R dand vzorcem:

Ve e R:®(x) = P(X <)

se nazyva distribuéni funkce nédhodné veli¢iny X.

b) Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (X1,...,X,): Q@ — R"
je ndhodny vektor. Funkce & : R"™ — R dand vzorcem:

V(z1,---,%n) €E R : ®(01,...,2,) = P(X1 <31 A...ANX, < 1,)

se nazyva distribuéni funkce ndhodného vektoru X.

Véta (vlastnosti distribu¢ni funkce skalarni ndhodné veli¢iny)
Necht ®(z) je distribuéni funkce skaldrni ndhodné veli¢iny X. Pak ®(z) mé
nasledujici vlastnosti:
a) ®(x) je neklesajici, tj. Vo1 < za : ®(z1) < B(x2).
b) ®(z) je zprava spojitd, tj. pro libovolné, ale pevné dané zy € R je
lim ®(z) = ®(xo)-

T—T0o4

c¢) ®(z) je normovana, tj. li_>m o(z) =1, Em ®(z) =0.
xz o0 T —0o0



d)Va,b€ Ra< b= Pla< X <b) =) — d(a).
e) Pro libovolné, ale pevné dané zy € R : P(X = z¢) = ®(z0) — Em d(z).
x ro—
Véta (vlastnosti distribu¢ni funkce ndhodného vektoru)
Necht ®(z1, . .., z,) je distribuéni funkce ndhodného vektoru X. Pak ®(x1, ..., z,)
m3 nésledujici vlastnosti:

a) ®(x1,...,T,) je neklesajici vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné.
b) ®(x1,...,Ty,) je zprava spojitd vzhledem ke kazdé jednotlivé proménné.
c) im ®(z1,...,z,) =1

1 —00

Ty —>00
Vie{l,...,n}: 1_1>rr_1 ®(21,...,2,) =0
d) Y1, ..., 2,) € R*N(hy,. .., ) € BT :
P(Z‘l <X1S.’L‘l—}-hl/\.../\.’ﬂn<XnSl‘n-i—hn):<I>(£E1+h1,...,$n+hn)—

n n—1 n
Y B(zithi, . iy Tpthy)+ Y. Y R(xith, . Ty, X,y T+ Ry)—
i=1 i=1 j=it+1
(D) O(z, ., 2)

e)Vie{l,...,n}: lim ®(z1,...,2,) = ®;(z;).

T1—>00

Ti—1—>00

Ti4+1—00

Ty —+00
Funkce ®;(z;) je distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X. Nazyva se marginalni
distribuéni funkce a ®(z1,...,z,) se v této souvislosti nazyva simultanni
distribuéni funkce. Analogicky lze zavést marginalni distribuéni funkce & pro-
ménnych, k € {2,3,...,n—1}.

Véta (existencni véta)

a) Skalarn{ pfipad: Jestlize funkce ®(x) m4 vlastnosti (a), (b), (c) z véty
o vlastnostech distribu¢ni funkce skaldrni ndhodné veli¢iny, pak existuje prav-
dépodobnostni prostor (2,4, P) a na ném definovand skaldrni ndhodn4 veli¢ina
X tak, ze ®(z) je jeji distribuéni funkce.

b) Vektorovy pfipad: Jestlize funkce ®(z1,...,z,) mé vlastnosti (a), (b),
(c) z v8ty o vlastnostech distribuéni funkce ndhodného vektoru, pak existuje
pravdépodobnostni prostor ({2, A, P) a na ném definovany ndhodny vektor X =
(X1,...,Xn) tak, ze ®(x1,...,T,) je jeho distribuéni funkce.



9. Diskrétni a spojité nadhodné veliciny

Definice (definice diskrétni ndhodné veli¢iny)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodné veli¢ina defino-
vand na méfitelném prostoru (€2, A), kterd ma distribu¢ni funkci @ (z). Rekneme,
ze ndhodn4 veli¢ina X je diskrétni (vzhledem k P), prévé kdyZ existuje redlnd
funkce 7(z), kterd je nulova v R s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyse spocetnd

mnoha bodt, kde je kladn4 a plati pro ni: Vz € R : ®(z) = ) 7 (¢). Tato funkce
t<z
se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X.

Véta (vlastnosti pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny)
Necht 7(z) je pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X. Pak
plati:
a) Vz € R : w(x) > 0 (vlastnost D1 - nezdpornost)
o0

b) Y w(z) =1 (vlastnost D2 - normovanost)

)

T=—00
c)Vz € R:7w(z) = P(X =«x)
d)VBeB:P(X € B)= > «n(z).

TEB

Definice (definice diskrétniho ndhodného vektoru)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (Xi,...,X,) ndhodny
vektor definovany na méfitelném prostoru (12, A). Necht ®(z1,...,z,) je jeho
distribu¢ni funkce. Rekneme, ze ndhodny vektor X je diskrétni (vzhledem k P),
pravé kdyz existuje redlné funkce w(x1, - . . , £, ), kterd je nulovd v R™ s vyjimkou
nejméné jednoho a nejvyse spocetné mnoha bodt, kde je kladnd a plati pro ni:

V(z1,--.,2,) ER" : ®(21,...,25) = >, ... >, 7(t1,--.,tn). Tato funkce

t1<z1 tn<Zn
se nazyva pravdépodobnostni funkce diskrétniho ndhodného vektoru X.

Véta (vlastnosti pravdép. funkce diskrétniho ndhodného vektoru)
Necht 7 (z1,...,2,) je pravdépodobnostni funkce diskrétniho nédhodného
vektoru X. Pak plati:

a) Y(z1,...,2,) € R* : w(x1,...,2,) > 0 (vlastnost D1 - nezdpornost)
o0 o0
by > ... Y #(x1,...,2,) =1 (vlastnost D2 - normovanost)
Tr1=—0Q Tn=—00
) V(z1,...,2n) ER™ :(z1,...,2n) =P(Xi =21 AL .. A Xy = 2p)
d)VBeB":P(XeB)=>...> m(®1,...,Zpn)

($1,...,$n)€B
. o0 o0 o0 o0
e)Vie{l,...,n}: > ... X oo Y (@, xn) =
r1=—00 Ti;_1=—00 Li}1=—00 Ty =—00

i (T3)-

Funkce 7;(z;) je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X;. Nazyv4 se
marginilni pravdépodobnostni funkce. Funkce 7(z1, ..., z,) se v této sou-
vislosti nazyva simultanni pravdépodobnostni funkce. Podobné 1ze zavést



marginalni pravdépodobnostni funkce k proménnych, kde k € {2,3,...,n—1}.

Véta (existencni véta)

a) Skalarni pfipad: Jestlize funkce 7w (z) m4 vlastnosti D1, D2 z véty o vlast-
nostech pravdépodobnostni funkce skaldrni ndhodné veli¢iny, pak existuje prav-
dépodobnostni prostor (€2, .4, P) a na ném definovand skalarni diskrétni ndhodn4
veli¢ina X tak, Ze w(z) je jeji pravdépodobnostni funkce.

b) Vektorovy pfipad: Jestlize funkce m(z1,...,z,) mé vlastnosti D1, D2
z véty o vlastnostech pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru, pak exis-
tuje pravdépodobnostni prostor (2,4, P) a na ném definovany diskrétni na-
hodny vektor X = (X;,..., X,,) tak, ze w(x1,. .., %,) je jeho pravdépodobnostni
funkce.

Definice (definice spojité ndhodné veli¢iny)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X nahodné veli¢ina defino-
vand na méfitelném prostoru (Q,.4), kterd mé4 distribu¢ni funkci ®(x). Rek-
neme, %e ndhodnd veli¢ina X je spojita (vzhledem k P), pravé kdyZ existuje
po &astech spojitd nezapornd redlna funkce p(x) tak, Ze pro Vz € R : ®(z) =

x

| o(t)dt. Tato funkce se nazyva hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné
—0o0

veli¢iny X.

Véta (vlastnosti hustoty spojité ndhodné veli¢iny)
Necht ¢(z) je hustota spojité ndhodné veli¢iny X. Pak plati:
a) Vz € R : o(x) > 0 (vlastnost S1 - nezdpornost)

o

b) [ ¢(z)dz =1 (vlastnost S2 - normovanost)
- z+h
c)Vz € RYh>0:Plx <X <z+h)= [ pt)dt
d) Pro libovolné, ale pevné dané z € R: P(X = z) = 0.

e) p(z) = d‘if) ve v8ech bodech spojitosti funkce ¢(x).

Definice (definice spojitého nghodného vektoru)

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X = (Xi,...,X,) ndhodny
vektor definovany na méfitelném prostoru (Q2,.4). Necht ®(z1,...,z,) je jeho
distribu¢ni funkce. Rekneme, 7e ndhodny vektor X je spojity (vzhledem k P),
pravé kdyz existuje po astech spojitd nezdpornd realnd funkce p(z1,...,2y)

tak, Ze pro
1

Y(@1,...,xn) ER" : ®(z1,.. . an) = [ ... [ @lt1,... tn)dts .. dt,. Tato

—0o0 —0oQ
funkce se nazyva hustota pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru X.

Véta (vlastnosti hustoty spojitého ndhodného vektoru)
Necht p(z1,--.,z,) je hustota spojitého ndhodného vektoru X. Pak plati:
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) V(z1,...,2,) € R" : @(x1,...,2,) > 0 (vlastnost S1 - nezdpornost)

a )
o0 oo
b) [ ... [ ¢(z1,...,2p)dzy ... dz, =1 (vlastnost S2 - normovanost)

c) ‘;BGB":P(XEB):f...f(p(wl,...,wn)darl...d;vn

n B
j— 2] tb(wla“ﬂwn)

d) p(z1,...,2n) = =5, 52" ve viech bodech spojitosti funkce p(z1, . .., zn).

oo o0
e)Vie{l,...,n}: [ ... [ @(@1,...,zp)dey ... doi1dwiqy - .. dz, = pi(z;).
—0oQ -0
Funkce ¢;(z;) je hustota ndhodné veli¢iny X;. Nazyva se marginilni hus-
tota. Funkce ¢(z1,...,2,) se v této souvislosti nazyva simultdnni hustota.
Podobné lze zavést marginélni hustoty k proménnych, kde k € {2,3,...,n—1}.

Véta (existenéni véta)

a) Skalarni p¥ipad: Jestlize funkce ¢(x) m4 vlastnosti S1, S2 z véty o vlast-
nostech hustoty skalarni ndhodné veli¢iny, pak existuje pravdépodobnostni pro-
stor (Q, A, P) a na ném definovand skaldrni spojitd ndhodnd veli¢ina X tak, ze
p(x) je jeji hustota.

b) Vektorovy pfipad: Jestlize funkce p(z1, . .., z,) ma vlastnosti S1, S2 z véty
o vlastnostech hustoty ndhodného vektoru, pak existuje pravdépodobnostni pro-

stor (2, A, P) a na ném definovany spojity ndhodny vektor X = (X1,...,X,)
tak, ze p(z1,...,T,) je jeho hustota.

10. Stochasticka nezavislost nahodnych veli¢in

Definice (definice n stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in)

a) Obecny piipad: Rekneme, 7Ze ndhodné veli¢iny Xi,...,X,, s margindl-
nimi distribuénimi funkcemi @4 (z1),. .., P, (z,) a simultdnni distribuéni funkei
®(x1,...,x,) jsou stochasticky nezavislé, pravé kdyz

V(Z1,...,%,) € R" : ®(z1,...,2,) = P1(x1) ... Bp(zn).

b) Diskrétni pi¥ipad: Rekneme, Ze diskrétni nidhodné veli¢iny Xi,..., X,

s marginalnimi pravdépodobnostnimi funkcemi 7y (z1), . .., T (2,) a simultdnni
pravdépodobnostni funkci 7 (xy,...,%,) jsou stochasticky nezavislé, pravé
kdyz

V(z1,...,2n) € R" :m(Z1,...,2n) = (1) ... 70 (zp).

c) Spojity pripad: Rekneme, ze spojité ndhodné veli¢iny X1, ..., X, s margi-
nalnimi hustotami ;1 (x1), .- ., Pn(zy) a simultdnni hustotou p(z1, ..., z,) jsou
stochasticky nezavislé, pravé kdyz

V(z1,...,%) € R : o(x1,...,2n) = p1(x1) - - - on(x,) s pfipadnou vyjim-
kou na mnoziné bodd neovliviujicich integraci.
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Definice (definice spofetné mnoha stochasticky nezavislych ndhodnych
veli¢in)

Rekneme, Ze posloupnost {X,,}% , je posloupnost stochasticky nezavis-
Iych nahodnych veli¢in, pravé kdyz pro vSechna pfirozend n jsou stochasticky
nezavislé ndhodné veli¢iny X, ..., X,.

Definice (definice n stochasticky nezavislych ndhodnych vektort)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X1 = (X11,...,Xp1),-.., Xp =
(Xin, - -, Xp,n) ndhodné vektory definované na (2, A, P). Rekneme, Ze tyto na-
hodné vektory jsou stochasticky nezavislé, pravé kdyz kazda slozka nahod-
ného vektoru X; je stochasticky nezavisla se vSemi slozkami ndhodného vektoru
X}, pro Vi # k.

Véta (véta o stochastické nezévislosti transformovanych ndhodnych veli¢in)

Necht Xi,...,X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, gi1,...,9n
borelovské funkce. Pak transformované ndhodné veli¢iny Y; = ¢1(X1),...,Y, =
9gn(X5,) jsou opét stochasticky nezavislé ndhodné veliiny.

(Tvrzeni lze zobecnit i pro transformované ndhodné vektory.)

11. Rozlozeni transformovanych nahodnych
veli¢in
Véta (véta o transformaci diskrétni ndhodné veli¢iny)
Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina s pravdépodobnostni funkci 7 (z).
Necht g je borelovska ryze monoténni funkce, tedy v oblasti C' C R existuje in-

verzni funkce g~ = 7. Pak pro pravdépodobnostni funkci , (y) transformované
ndhodné veli¢iny Y = g(X) plati: 7. (y) = 7(7(y)) pro y € C, m.(y) = 0 jinak.

Véta (véta o transformaci spojité ndhodné veli¢iny)

Necht X je spojitd ndhodné veli¢ina s hustotou ¢(z). Necht g je borelov-
ska ryze monotdénni funkce se spojitou a nenulovou derivaci v R, tedy v ob-
lasti C C R existuje inverzni funkce g~! = 7 se spojitou a nenulovou deri-
vaci. Pak pro hustotu ¢, (y) transformované ndhodné veli¢iny ¥ = g(X) plati:

eu(y) = o(T(y)) |7 (y)| pro y € C, p«(y) = 0 jinak.

Véta (véta o transformaci pomoci funkce, ktera neni ryze monoténni)

Neni-li transformacéni funkce g ryze monoténni, pak mezi X a Y nexxistuje
vzajemné jednoznacny vztah. V takovém piipadé pro distribuéni funkei trans-
formované ndhodné veliiny YV plati: ®,(y) = P(X € A1) + P(X € As) +...,
kde A1, A,,... jsou ty intervaly, pro néz Y < y.
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Véta (véta o transformaci ndhodného vektoru na ndhodnou veli¢inu)

a) Necht (Xi,...,X,) je diskrétni ndhodny vektor s pravdépodobnostni
funkci 7(z1,...,2,) a g : R® — R je borelovskd funkce. Pak pravdépodob-
nostn{ funkce 7, (y) transformované ndhodné veliciny YV = ¢g(Xi,...,X,) je
déana vztahem:

m(y) => ... w(x1, .., Tn),

(1)1,...,1)")65(3])
kde S(y) = {(z1,...,zn) € R* g(z1,...,2n) =y}

b) Necht (X, ..., X,) je spojity ndhodny vektor s hustotou ¢(x1,...,2,) a
g : R™ — R je borelovska funkce. Pak hustota ¢.(y) transformované ndhodné
veli¢iny ¥V = ¢g(X;,...,X,) je ddna vztahem:

0u(y) = %f...fgo(ml,...,mn)dxl...d:z:n,

S(y)
kde S(y) = {(z1,...,2n) € R";9(z1,...,2n) < y}.

Véta (véta o konvoluci)

a) Necht X7, X5 jsou stochasticky nezavislé diskrétni ndhodné veli¢iny s prav-
dépodobnostnimi funkcemi 1 (x1), w2 (z2). Pak transformovand nédhodnd veli-
¢ina Y = X; + X5 ma pravdépodobnostni funkci

o0 o0

m(y) = X m@)my—z1)= X m(y—22)m(z2).

r1=—0o0 ro=—00

b) Necht X, X5 jsou stochasticky nezdvislé spojité ndhodné veli¢iny s hus-
totami @1 (x1), p2(x2). Pak transformovand ndhodn4 veli¢ina Y = X; + X, m4
hustotu

oo oo
ex(y) = [ pr(@)pa(y —z1)dzy = [ @1(y — z2)pa(z2)dzs.
—00 —o0

Véta (véta o linedrni transformaci ndhodného vektoru)

Necht X = (Xi,...,X,)" je ndhodny vektor, a = (ai,...,a,)" je redlny
vektor, B = (b;;) je redlnd ¢tvercova pozitivné definitni matice fadu n. Prvky
inverzni matice B! oznaé¢ime b¥.

a) Diskrétni pfipad: Je-li X diskrétni ndhodny vektor s pravdépodobnostni
funkci 7(x), pak pravdépodobnostni funkce . (y) transformovaného ndhodného
vektoru Y = a + BX je déna vztahem: 7. (y) = 7(B '(y — a)).

b) Spojity pfipad: Je-li X spojity ndhodny vektor s hustotou ¢(x), pak hus-
tota @, (y) transformovaného ndhodného vektoru Y = a+BX je déna vztahem:
p.(y) = 9(B™ (v —a))B|".

Poznamka

Vybrané rozlozeni diskrétnich a spojitych ndhodnych veli¢in a ndhodnych
vektortl jsou uvedena v Pifloze A skripta M. Budikov4,S. Mikolas, P. Osecky:
Teorie pravdépodobnosti a matematickd statistika. Sbirka priklada.
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12. Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in

Definice (definice kvantilu)

Necht X je ndhodn4 veli¢ina asponi ordinlniho charakteru a o € (0,1). Cislo
K, (X) se nazyvéa a-kvantil ndhodné veli¢iny X, pravé kdyz splituje nerovnosti:
P(X < Ky(X)) > aANP(X > Ku(X)) > 1 — . Kvantil Ko 50(X) se nazyva
medidn, K¢ 5(X) je dolni kvartil, K¢ 75(X) je horni kvartil a jejich roz-
dil IQR = Ko 5(X) — Ko,25(X) se nazyva kvartilovd odchylka. Kvantily
K0710 (X), feey Ko’go(X) jsou decily, K0’01 (X), feey K(ng (X) jsou percentily.
Kterykoliv kvantil je charakteristikou polohy, kvartilovd odchylka je charakte-
ristikou variability.

Disledek (pro spojitou ndhodnou veli¢inu)
Je-li X spojitd ndhodn4 veli¢ina s hustotou ¢(z), pak K, (X) je takové &islo,
Ka(X)
pro které plati: ®(K, (X)) = [ ¢(z)dz =
—0o0

Oznaceni

Kvantily ndhodnych veli¢in s rozlozenim N (0,1), x?(n), t(n), F(n1,ns) ozna-
¢ujeme struéng uq, X2 (n),ta(n), Fu(ni,ns). Jejich hodnoty jsou uvedeny ve sta-
tistickych tabulkich nebo je lze vypocitat pomoci statistického software.

Véta (véta o kvantilu transformované ndhodné veli¢iny)

Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina s distribuéni funkci ®(z), a € (0,1),
g : R = R ryze monoténni borelovské funkce, Y = g(X) je transformovang
nadhodné velicina.

a) Je-li g rostouci funkce, pak K,(Y) = g(K.(X)).

b) Je-li g klesajici funkce, pak K, (Y) = g(K1_a(X)).

Definice (definice stiedni hodnoty)

Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X je ndhodn4 veli¢ina aspoi
intervalového charakteru, kterd je definovand na méfitelném prostoru (2, .4).
Stfedni hodnota E(X) ndhodné veli¢iny X je ¢islo, které je definovano takto:

a) Je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina s pravdépodobnostni funkci 7(z), pak

o0

E(X)= Y zw(x), pokud soutet vpravo je kone¢ny nebo absolutné konver-
T=—00

gentni. Jinak fekneme, Ze stfedni hodnota neexistuje.
oo

b) Je-li X spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou ¢(z), pak E(X) = [ z¢(z)dz,
— 00
pokud integral vpravo je koneény nebo absolutné konvergentni. Jinak fekneme,
ze stfedni hodnota neexistuje.

Véta (véta o stiedni hodnoté transformované ndhodné veliciny)

a) Diskrétni pfipad: Necht X je diskrétni ndhodné veli¢ina s pravdépodob-
nostni funkei 7(z) (resp. (Xi,...,Xn) je diskrétni ndhodny vektor s pravdé-
podobnostni funkci 7(z1,...,2,) ). Necht g : R — R je borelovskd funkce,
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Y = ¢g(X) je transformovand nihodnd veli¢ina (resp. g : R™ — R je bore-

lovskd funkce, Y = ¢g(Xi,...,X,) je transformovand ndhodnd veli¢ina). Pak
o
EY)= > g(z)n(z), pokud soudet vpravo je koneény nebo absolutné konver-
e o oo
gentni (resp. E(Y) = Y. ... > g(z1,...,zn)7(21,...,Ty), pokud soucet

r1=—00 Tnpn=—00
vpravo je kone¢ny nebo absolutné konvergentni).

a) Spojity piipad: Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou ¢(x)
(resp. (X1,...,X,) je spojity ndhodny vektor s hustotou ¢(z1,...,z,) ). Necht
g : R — R je borelovskd funkce, ¥ = g(X) je transformovand ndhodn4 veli¢ina
(resp. g : R™ — R je borelovské funkce, Y = g(X1y,...,X,) je transformovand

oo

nahodné veli¢ina). Pak E(Y) = [ g(z)p(z)dz, pokud integral vpravo je ko-

neény nebo absolutné konvergentni (resp.

o0 (o]
EY)= [ ... [ g@1,...,zn)p(21,...,25)d21 ... dz,, pokud integral vpravo

je kone¢ny nebo absolutné konvergentni).

Definice (definice rozptylu)

Necht (92, A, P) je pravdépodobnostni prostor, X je ndhodn veli¢ina aspoi
intervalového charakteru definovand na méfitelném prostoru (2, 4) se stfedni
hodnotou E(X). Cislo D(X) = E([X — E(X)]?) se nazjvé rozptyl ndhodné
veli¢iny X (pokud stfedni hodnota vpravo existuje). Cislo v/D(X) se nazyva
smérodatna odchylka nidhodné veli¢iny X.

Dusledek (vypocet rozptylu v diskrétnim a spojitém p¥ipadé)
a) Je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina s pravdépodobnostni funkci 7(z), pak
o0
D(X)= Y [z—E(X)]*n(x) (pokud soucet vpravo je kone¢ny nebo absolutné
r=—00
konverguje).
b) Je-li X spojitd ndhodné veli¢ina s hustotou ¢(z), pak

o0
D(X) = [ [z — E(X)]*¢(z)dz (pokud integril vpravo je koneény nebo abso-
—0o0

lutné konverguje).

Definice (definice centrované a standardizované veli¢iny)
Necht X nahodné veli¢ina se stfedni hodnotou E(X) a rozptylem D(X).
Transformovand ndhodn4 veli¢ina X — E(X) se nazyva centrovana nahodna

‘e (o4 (o e | X—E(X s .
veli¢ina a transformovand nahodné veli¢ina ﬁ se nazyva standardizo-

vana nahodna veli¢ina.

Definice (definice kovariance a koeficientu korelace)

Necht X7, X5 jsou ndhodné veli¢iny definované na témz pravdépodobnostnim
prostoru ({2, A, P) a necht maji stfedni hodnoty E(X;), E(Xz). Cislo C'(Xy, X2) =
E([X1— E(X1)][X2 — E(X2)]) se nazyvé kovariance ndhodnych veli¢in X, X,
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(za pFedpokladu, ze stiedni hodnota vpravo existuje). Cislo

R(Xy, Xz) = BT 722 2222 28)) pro o/ D(X1)yD(Xa) > 0, R(X, Xz) =0

jinak se nazyvé koeficient korelace ndhodnych veli¢in X, X5 (za pfedpokladu,
Ze stfedni hodnota vpravo existuje). Jestlize C(X;,Xs) = 0, pak fekneme, Ze
nahodné veli¢iny X;, X5 jsou nekorelované.

Dusledek (vypoéet kovariance v diskrétnim a spojitém p¥ipadé)
a) Je-li (X7, X>) diskrétni ndhodny vektor s pravdépodobnostni funkei 7 (x;, 2),
pak C(X1,Xs) = > > [z —E(Xy)][ze—E(X2)]m(z1,z2) (pokud stiedni
T1=—0O0 T2=—00
hodnoty vpravo existuji a souéet vpravo je koneény nebo absolutné konverguje).
b) Je-li (X1, X2) spojity ndhodny vektor s hustotou p(z1,x2), pak C'(X1, X2) =

[ [ [z1— E(X1)][z2 — E(X2)]¢(x1,22)dz1dzs (pokud stiedni hodnoty vpravo

—0o0 —O0
existuji a integral vpravo je kone¢ny nebo absolutné konverguje).

Definice (definice momentti ndhodnych veli¢in)

Necht X, X7, X5 jsou ndhodné veli¢iny, k, k1,ks € R,r,s € N.

a) Cislo E([X — k]|") se nazjvéa r-ty moment nédhodné veli¢iny X kolem
konstanty k. Je-li k = 0, jde o r-ty podateéni moment, je-li k = E(X), jednd
se o -ty centralni moment.

b) Cislo E([X1 — k1]"[Xa — k2]*) se nazjva r x s-ty moment nahodnych
veli¢in X1, X5 kolem konstant k1, ko. Je-li k1 = ko = 0, jde o r X s-ty poéateéni
moment, je-li k&y = E(X1), k2 = E(X3), jednd se o r x s-ty centrdlni moment.

Definice (definice ¢iselnych charakteristik ndhodnych vektort)

Necht X = (X1,...,X,)" je ndhodny vektor. Redlny vektor
E(X) = (E(X1),...,E(X,)) se nazyvd vektor stfednich hodnot. Redlnd
¢tvercova symetrickd matice

D(X:) C(X1,Xs) ... C(Xy,Xn)
var(X) =
C(Xp,X1) C(Xp,X2) ... D(Xy)
se nazyva varianéni matice nidhodného vektoru X a redlnd ¢tvercova symet-
rickd matice
1 R(X1,Xs5) ... R(X1,X,)

cor(X) =
R(Xn7Xl) R(Xn7X2) 1
se nazyva korelaéni matice nihodného vektoru X.
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13. Vlastnosti ¢iselnych charakteristik ndhodnych

veli¢in
Veéta (vlastnosti stiedni hodnoty, kovariance, rozptylu, koeficientu kore-
lace)
Necht a,a1,a2,b, b1, by jsou redlnd cisla, X, Xy,..., X,,Y1,...,Y,, jsou ni-

hodné veli¢iny definované na témz pravdépodobnostnim prostoru. V nésleduji-
cich vzorcich vzdy z existence ¢iselnych charakteristik na pravé strané vyplyva
existence vyrazu na levé strané.
Vlastnosti stfedni hodnoty

a) E(a) =a

b) (a+bX)—a+bE( )
¢) BE(X - E(X ))—0

d) E(

Z Xi) = ;E(Xi)

n
e) Jsou-li ndhodné veli¢iny X;, ..., X, stochasticky nezavislé, pak E([] X;) =

H E(X;)
Vlastnostl kovariance
a) C(al,Xz) = C(Xl,az) = C’(al,ag) =0
b) C’(a1 -+ b1X1,a2 =+ b2X2) = bleC(Xl,Xg)
c) C(X,X)=D(X)
d) C(X4,X2) = C(Xa, X1)
e) C(Xl,Xg) E(XlXQ) E(Xl)E(XQ)
)C(ZXz,ZY) Zl 5 o(xs, Y;)
Vlastnostl rozptylu =
a) D(a) =0
b) (a—|—bX)—b2 (X)
¢) D(X ) E(X?) - [B(X))?
d) (ZX) :ZID( i)+ 2 Zl ZHC(X“X)
(Jsou-li ndhodné veli¢iny X1, . .., X, nekorelované, pak D(i X;) = i D(X;).)

Vlastnosti koeficientu korelace
a) R(a1, X2) = R(X1,a2) = R(a1,a2) =0
b) R(a1 + b1 X1,a2 + b2X2) = Sgn(blbz)R(Xl,Xg)
¢) R(X,X)=1pro/D(X) >0, R(X,X) =0 jinak
d) R(X;,Xs) = R()((;%,Xl))
_ X1,X2
e) R(X1,X3) = W ANES] pro /D(X1)y/D(X2) >0
R(Xl,Xg) =0 jinak
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Véta (Markovova nerovnost)
Necht pro ndhodnou veli¢inu X se stfedni hodnotou E(X)je P (X > 0) = 1.
Pak pro Ve > 0 plati: P(X > eE(X)) < L.

Véta (Cebysevova nerovnost)
Necht X je ndhodné veli¢ina se stfedni hodnotou E(X) a rozptylem D(X).
Pak pro Vt > 0 plati: P(|X — E(X)| > t/D(X)) < #%.

Véta (Cauchyho - Schwarzova - Buhakovského nerovnost)

Pro koeficient korelace R(X1, X2) ndhodnych veli¢in X7, X5 plati:
-1 < R(X;,X3) < 1 arovnosti je dosazeno tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji
konstanty ai,as tak, Ze P(Xo = a1 + a2X1) = 1.

14. Zakon velkych ¢isel a centralni limitni véta,

Definice (definice konvergence ndhodné posloupnosti)

Necht X, X1, X, ..., jsou ndhodné veli¢iny definované na témz pravdépo-
dobnostnim prostoru (92, A, P) s distribuénimi funkcemi ®(z), ®1 (z1), ®2(z2),- - ..
Rekneme, 7e ndhodn4 posloupnost {X,,}%° ; konverguje k ndhodné veli¢ing X
a) jisté: Vw € Q0 : 1i_>m Xn(w) = X(w)

n oo
b) podle pravdépodobnosti: Ve > 0,YVw € 2 : lim P(|X,(w) — X(w)| >€) =0
n—00
¢) v distribuci (podle rozlozeni): Vz € R : 1i_>m ®,(z) = ®(z), pokud je &(z) v
n oo
bodé z spojita.

Véta (ovéteni konvergence podle pravdépodobnosti ke konstanté)

Necht {X,,}22, je ndhodné posloupnost vyhovujici podminkam:
lim E(X,)=p, lim D(X,)=0.
n—oo n— o0
Pak ndhodné posloupnost {X,,}22, konverguje podle pravdépodobnosti ke kon-
stanté u, tj.
Ve > 0,YVw € Q: lim P(|X,(w) —p| >¢)=0.

n—oo

Véta (Cebysevova véta, slaby zdkon velkych &isel)
Necht {X,,}°2, je ndhodnéa posloupnost vyhovujici podminkdm:
a) ndhodné veli¢iny X, X, ... jsou nekorelované,
. 1 n N —
b) lim ; E(X;) = p,
c) Vn € N:D(X,) <J, kde § > 0 je konstanta.
n
Pak ndhodn4 posloupnost aritmetickych priméri {% > X;392 , konverguje podle
i=1

pravdépodobnosti ke konstanté p, tj.
n
Ve >0,Yw € Q: lim P(|X Y X;(w) —p| >¢) =0.
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Disledek (Bernoulliova véta)

Necht ndhodné veli¢ina Y, udava pocet Gspéchi v posloupnosti n opakova-
nych nezavislych pokusi, pficemz v kazdém pokusu nastava Gspéch s pravdé-
podobnosti 1. Pak posloupnost relativnich ¢etnosti {%};’f’:l konverguje podle
pravdépodobnosti k ¢islu 9, tj.

Ve > 0,Vw e Q: lim P(|¥) 9| > ) =0.
n— 00

Véta (Sverdrupova véta)

Necht ndhodna posloupnost {X,}22; konverguje v distribuci k ndhodné
veli¢ingé X. Necht g : R — R je v8ude rostouci borelovska funkce s inverzni
funkef g1 = 7. Pak posloupnost transformovanych ndhodnych veli¢in {Y,,}%2 ;,

kde Y;, = g(X,) konverguje v distribuci k transformované ndhodné veli¢ing
Y = g(X).

Véta (Lindebergova - Lévyova centralni limitni véta)
Necht {X,,}52, je posloupnost stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in,
které maji totéz rozloZeni se stfedni hodnotou E(X,,) = p arozptylem D(X,,) =

n [e'9)
Z Xi—np

o?,n = 1,2,.... Pak posloupnost standardizovanych sou¢tt %
=1
konverguje v distribuci ke standardizované normalni ndhodné veli¢ing, t;j. "
ZXi—nu
Vz € R : nll»Héo(I’"(a:) = ®&(z), kde ®,(z) = P 17\/5 <z| a®) =

£ 2
f \/%e_t?dt. Pfitom tato konvergence je stejnomérnd pro Vz € R.
—0o0
Disledek (Moivre - Laplaceova integréalni véta)
Necht {Y,}22, je posloupnost stochasticky nezavislych nahodnych veli¢in,
pfitemz Y, ~ Bi(n,?). Pak posloupnost standardizovanych ndhodnych veli¢in
oo
—tn_nd konverguje v distribuci ke standardizované normalni ndhodné
(i)
veli¢ing, tj.
Y 2
: Y, —n?d 1 _ itz R
: ———< = —= .
Yy € R nh_)rr;o P < Jol—5) = y) J Voridi dt. Ptitom tato konvergence

— 00
je stejnomérnd pro Vy € R.

Véta (Poissonova véta)
Necht {Y,}2, je posloupnost stochasticky nezavislych ndhodnych veli¢in,

pfitemz Y,, ~ Bi(n,?¥,) a je splnéna podminka lim nd, = A. Pak nidhodna
n—oo

posloupnost {Y,}5°, konverguje v distribuci k ndhodné veli¢ing Y ~ Po()\),
tedy proy = 0,1,2,... plati:

: - n t —t LAt A

lim R —I)" =3 Sre .

t!
n—00 {=( t oy
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