Obr. 1 Strukturilni schéma linearniho €asové invariantniho systému Sx
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Kvadratické kritérium optimality, tzv. kvadraticky funkcional  je pak ve tvaru

I= %—i(xl - ii)TQ(X; —ﬁi)'f'%Z(ui —-ﬁi)Tll(ui - ﬁ:)

i=1

N-1

B3]

i=0

kde  Q je dana matice typu (n x n),

R dana matice typu (r x 1).

S ohledem na existenci a jednoznac¢nost FeSeni je matice Q positivné semidefinitni a matice R je

" Dulezité je uvédomit si vyznam kvadratického funkcionalu. Prvky diagonalni matice Q udavaji vahy

¢tvercu odchylek stavovych proménnych od jejich nominalnich prubéhu. Nékteré prvky v Q mohou

byt nulové. Prvky diagonalni matice R udavaji vahy étvercu odchylek fidicich proménnych od jejich

nominalnich prubéhu. VSechny prvky diagonaly R musi byt nenulové, je to nezbytna podminka pro

matematické feseni.
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Problém optimalniho fizeni spoéiva v nalezeni koneéné posloupnosti r — rozmémych vektort fizeni
fu; , i=0,1,. N-1} takové, kterd minimalizuje kritérium [3] pfi kauzalni relaci [1] a poCatecni
podmince [2].

2. Nutné podminky optimality

Vyjadieni nutnych podminek vychazi z Pontrjaginova principu minima. K feSeni problému
optimality pouZijeme nutné podminky optimality ve formé Hamiltonovych kanonickych rovnic.

Hamiltonova funkce (Hamiltonidn) je pro dany problém ve tvaru
1 n n 1 N %
H(x,, pi.,1;) = E(x;' - X )T Q(x; —x;) + E(u: —U; )’ R(u, —u,)+ Pi{; (Ax, + Bu, + Cz;) [4]

kde p; je kovektor stavu (resp. vektor souvisejicich stavu, resp. vektor dynamickych

Langrangeovych multiplikatoru).

Z nutnych podminek plynou za predpokladu symetrickych matic Hamiltonovy kanonické rovnice

popisujici optimalni trajektorie x ; ,p; au;

* * H * *
=X, = ? . =Ax, +Bu; +Cz,
Py 51
J0H
kde .., *  znadi hodnotu derivace podél optimalnich trajektorii,
i+
* * a H * * 6 .
Pia— P, =———|=-Q( -x)-A'p, ]
o,
Rovnice jsou podminény okrajovymi podminkami
Yo =4 7,
Py =Q(xy —%y) 8.
Nutna podminka pro relativni minimum Hamiltonovy funkce ma tvar
J0H - x
—+=0=R(u; —u4;)+ BTPM [°]
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Z toho plyne rovnice pro optimalni Fizeni
ur* = _R_IBTP 1:- +ﬁi
; [10].

ReSeni rovnic [5] a [6] pFi [10] a pri danych okrajovych podminkach na zaéatku intervalu [7] a na
konci intervalu [8] pfedstavuje tzv. , klasicky linearni dvoubodovy okrajovy problém*, jehoz feSeni

spolu se vztahem [10] uréuje hledanou vektorovou posloupnost {u; , i=0,1,...,N-1}.

3. Reseni dlohy optimainiho fizeni

Dosazenim rovnice [10] do rovnice [5] dostaneme vztah

x.,—x, =Ax, —-BR'B"p;, +Bii, +Cx,
‘ [y

1=0,1,...,N-1
Predpokladejme, Ze existuje posloupnost matic K;a posloupnost vektoru g; takové, ze pro kovektor
stavu

* . [12]
D =Kx +g
=01 . 0

plati, Zze posloupnost { u;’, i = 0,1,...,N-1} je identicka s posloupnosti { u;" [x;]; i =0,1,...,N-1}.
Rizeni Ize vyjadrit jako funkci stavu systému.

Za daného pfedpokladu mazeme vyraz [10] zapsat ve tvaru

*

=~ -1nT > 77
u, -R™B (Ki+lxi+l - gi+l) Tu;

[13],

" Rovnice [6] a [11] pfedstavuji dvé &4sti soustavy diferenénich rovnic prvniho ¥idu pro neznimé
posloupnosti vektoru u;” a vektoru x; . VSech rovnic je 2n s celkem 2n okrajovymi podminkami
[7] a [8].

Soustavu Ize FeSit a vyslednou posloupnost kovektoru p;” dosadit zpét do rovnice [10], abychom
ziskali hodnoty posloupnosti vektori optimalniho Fizeni u; .

Postup je relativné slozity, vypocty pfi vétSim poctu proménnych jsou znaéné rozsahlé. Pouzili jsme

proto jiny zpiisob FeSeni optimalniho Fizeni u; , o kterém se zmifiujeme v nasledujici Gasti kapitoly.



a vyraz [11] ve tvaru

x,,—x, =Ax,-BR'B'K, x, , -BR'B'g,, +Bi, +Cz,

i+177i+1 [1 4] :
Rovnice [14] muze byt interpretovana jako stavova rovnice optimalné Fizeného zpétnovazebniho
systému a rovnice [13] jako rovnice Fidiciho systému generujiciho optimalni Fizeni u; dané jako
funkce stavu v okamziku (i+1), tj. posunutim jedné periody vzorkovani.

Pindyck ukazal, Ze predpokladana posloupnost matic K; a posloupnost vektoru g; s pozadovanymi
vlastnostmi existuje a odvodil vztahy, z nichz mohou byt stanoveny:

K, =Q+(I+A)'[K,,-K,,B(R+B'K, ,B)'B'K, ,]J0+A)

i+l [1 5]
a
2 A)' K., - K, ,B(R+ BTKMB)A B'K,,IBR'B'g,, +
I+ A)T gn I+ A)T K, —K,,B(R+ BTKMB)ABTKM - [16]
(Bu, +Cz,) - Qx,
Riccatiho rovnice [15] a urcujici rovnice [16] s okrajovymi podminkami
K, =Q 17,
gy =—-Q%, (18],

fesi nas problém optimalniho fizeni.
Posloupnost vektori optimalniho Fizeni u;” vyjadienych pomoci posloupnosti optiméalnich

vektora stavu x; a FeSeni Riccatiho rovnice [15] a [16] je nasledujici

u, =—(R+B'K, ,B)'B'K, ,(I+A)x; +
+(R+B'K,_,B)'B'K, BR'B'g,,-R'B'g,, -
~(R+B"'K_,B)'B'K, (B, +Cz,) +4, e
4. Zpétna vazba
Muzeme definovat posloupnost matic H;.
H,=—-(R+B'K,_B)'B'K,,(I+A) 20]
posloupnost vektoru h;
h,=(R+B'K,_B)'B'K,, ,BR'B'g, -
~(R+B'K,,B)'B'K,,(Bii, +Cz,)+1, o



Posloupnost vektorii optimalniho fizeni u; je tedy definovana nasledovné:

u, =—Hx +h, 2]
kde H; je posloupnost zpétnovazebnich matic typu (n x n), v Case i,

h; je posloupnost vektoru primého Fizeni rozméru n. v Case i

Zpétnovazebni slozka Fizeni, definovana posloupnosti matic H; , neni zdvislina X, #,az a
piedstavuje optimalni fizeni systému do poéatku ve smyslu kritéria [3] pro X,=0a #,=0 pfinulovém

vstupnim exogennim vektoru z; .

Strukturaini schéma optimalné rizeného zpétnovazebniho systému je znazornéno na obr.2.

5. Shrnuti postupu rfeSeni

Jestlize jsme znali

: - kvantifikovany systém (matice parametru A, B, C),
- trajektorii exogenni z; ,
- nomindlni trajektorii Fizeni #,,
- nominalni trajektorii stavové X, a

- funkcional (matice @ a R)
bude postup feseni ulohy optimalniho fizeni nasledujici:

® Regenim Riccatiho rovnice [15] s okrajovou podminkou [17] zpétné v ¢ase, ziskame hodnoty
posloupnosti matic {K;;i=1,.....N} a N vyslednych matic ulozime.

(i) Vypoéteme uréujici rovnici [16] s okrajovou podminkou [18], tim ziskame hodnoty
posloupnosti vektorti {g; ;i=1,.....,N} a ulozime N vyslednych vektoru.

(i11) Vypocteme optimalni fizeni u, pomoci rovnice [19] s pouzitim podminky x, = = & .
Z rovnice systému [5] vypoéteme vektor x, ", ktery je vyuzit v rovnici [19] k vypoétu vektoru
u; * . Vektor u; * pouzijeme pak zase v rovnici [5] k vypoétu vektoru x, ~ , atd. V postupu
pokradujeme tak dlouho, az jsou vypoéteny celé posloupnosti vektort optimalniho fizeni { u; *
; i= 0,1,...,N-1} a vektord stavu {x; ; i =1,...,N}.

() Optimalni hodnotu funkcionalu lze vy¢islit pomoci rovnice [3].



Obr. 2 Strukturailni schéma linearniho ¢asové invariantniho optimalné Fizeného

zpétnovazebniho systému
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I kdyz se miize zdat uvedeny postup feseni slozity, ve skuteénosti tomu tak neni. Reeni viech

popsanych kroku je rekursivni a kroku je pouze N. Vyzaduje invertovani symetrickych matic,

nasobeni a séitani matic. Je nutno pamatovat na to, ze nejvétsi matice, ktera by mohla byt v prubéhu

feSeni invertovana je fadu r. proto by za normalnich okolnosti mélo byt r mensi nez 10. Zpracovani

vSech kroku (i) az (iv) uvedeného feSeni vyzaduje minimalni mnozstvi strojového ¢asu.



