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2.Elektromagneticka teorie svétla

2.1. Maxwellovy rovnice a materialové vztahy

ZavrSeni vinového modelu.

Maxwellovy rovnice davaji obecny vztah mezi vektory E, D, H, B a materidlové vztahy
souvislost mezi E a D, respektive H a B pro konkretni prostiedi.

E(r,t) intenzita elektrického pole

D(r,t) elektrickd indukce

H(r,t) intenzita magnetického pole

B(r,t) magnetickd indukce

Diracovy symetrizované Maxwellovy rovnice
(uvadime pro krasny symetricky tvar)

D =p, (2.1.1)
B=p, (2.1.2)
oD
UxH=j, +— 2.13
Jet 5 (2.1.3)
0B
OxE=—-j —— 2.14
In =5, (2.1.4)
Kde
p.je elektricky naboj

p,, je magneticky naboj
j. je hustota elektrického proudu



jm je hustota magnetického proudu.

ProtoZe neni potvrzena existence magnetického nédboje ani magnetického proudu pouzijeme
Maxwellovy rovnice ve tvaru

0D =p, 2.1.5)

OB =0 (2.1.6)
oD

OxH=j +2 2.17

b+ (2.1.7)

Oxg = -9B 2.1.8)
ot

K témto rovnicim v konkrétnim piipad€ je nutno ptidat okrajové a pocate¢ni podminky.
Zéavaznym problémem je odezva prostiedi na pisobeni elektrického a magnetického pole. To
jsou tzv. materidlové vztahy mezi D aE, BaH, jea E.

Konkrétni tvar materialovych vztaht je zavisly na skute¢ném chovani prostfedi. Budeme
predpokladat dosti obecny linearni tvar, ktery je dobfe splnén ve slabych polich:

D(r,t) = j dr’ j dr'f, (r,r',t,t)EQ,t) (2.1.9)
B(r,t) = j dt’ j dr'f, (1, t, tH(r ) (2.1.10)
jo(r,t) = j dt’ j dr'f, (r,r,t, t)E(r,t) (2.1.11)

Tato volba odezvovych funkci znamend, Ze na odezvu ma vliv nekonecné prostiedi a cela
historie 1 budoucnost prostiedi. Ve skutecnosti odezva v bod¢ (r,t) je ddna pouze minulosti, t;.
t'[(-o0,t) a oblasti prostoru omezeného podminkou (r-r’)* <c? (t-t")* tzv. asoprostorovym
kuzelem ur¢enym konecnou rychlosti Sifeni signadlu. Mimo dané intervaly pfedpokladdme
nulovou odezvovou funkci. Volba integra¢nich mezi je predevsim ovlivnéna formalnimi
matematickymi divody.

Tento typ odezvovych funkci je nékdy nazyvan nelokalni a nesynchronni.

Pouzijeme Fourierovu transformaci funkce vice proménnych, respektive tzv. Laplaceovu
transformaci (L.T.)(viz Apendix).

L.T. odezvovych funkci:

g, (kK ,ww)= Tdr Tdr’ Tdt Tdt’fa (1,1, t, ") koot (2.1.12)
U, (kK ,w o) = Tdr Tdr’ ]odt Tdt’fu (1,1, t, )ik rierriat (2.1.13)
o, (kK ,ww)= Tdr Tdr' Tdt Tdt’fo (r,1’,t, t")ekr ik rarior (2.1.14)

Protoze miizeme ptredpokladat, Ze odezvové funkce f nezavisi na volbé prostorového a
casového pocatku plati:



f(r,r,t,t) = f(r—r,t—t) (2.1.15)

Pak Ize dokazat (viz Apendix),(f‘ zna¢ime L.T.pfislusnych funkci F):

D(k,0) = &, (k, 0)E(K, w) (2.1.16)
B(k, w) = i, (k, 0)F(K, w) (2.1.17)
L. (k, 00) = 0, (k, WE(k, 0) (2.1.18)

Kde € je permitivita, Y permeabilita, 0 elektricka vodivost pfislusného prostfedi. Obecné

jsou tyto funkce komplexni. Pfislusné rovnice Ize pokladat za materidlové vztahy
v proménnych (Kk,o).
Vyhodné je pouzivat relativni permitivitu € a relativni permeabilitu | :

e, (k,w) =¢,e (k,w)

(2.1.19)
o (K, ) = o, (K, 0)
Kde €, a Y, je permitivita a permeabilita vakua:
e = 107 [Fm] e v [ege 2 _
) =———|Fm W, = 47107 [Hm™'| g1 c” =1 (2.1.20)
41c
L.T. vede k:
OE(r,t) — —ikE(k,w) OxE(r,t) — —ik x E(k, 00) % - —iw]gj(k,(o)
(2.121)
Podobné pro Maxwellovy rovnice po L.T.dostaneme:
—ikB(k, ) = p,, (k, wE_ (k, ) (Mr.1) (2.1.22)
KH(k,w) =0 (Mr2) (2.1.23)
— ik x F(k, w) = j, (k, w) — i, (k, 0)E(k, 0) (Mr3) (2.1.24)
k x B(k, w) = — o, (K, ) FI(K, W) (M.r.4) (2.1.25)

Zavislost na vektoru k reprezentuje prostorovou disperzi, zavislost na frekvenci
reprezentuje casovou disperzi. Jevy spojené s prostorovou disperzi jsou pomérné vzacné a
méné vyrazné a proto dale zavislost na k zanedbame. Naopak jevy spojené s ¢asovou
disperzi, tj. se zavislosti na frekvenci wjsou velmi vyrazné a dilezité.

2.2.Komplexni permitivita, komplexni index lomu

(V literatute o elektrickych vlastnostech latek se zpravidla pouziva permitivita € ja elektricka

vodivost 0, v optické literatufe spiSe komplexni permitivita €  nebo komplexni index lomu
N.)

Z M.r.3 (2.1.24) po dosazeni za j, z materidlovych vztahli dostaneme:



— ik x H() = 0 (W)E(w) - iwe , (0)E(0) 2.2.1)

nebo
k x F(w) = we, (00) +i0™ 0, (w)]E(w) (2.2.2)
Vyraz v zavorce oznacime jako komplexni permitivitu
g, (W) =€, (W) +iw'o,(w) (2.2.3)
spiSe pouzivame relativni komplexni permitivitu
g(w) = g,'e, (W) =€, (w) +ig, (W) (2.2.4)
Zavedeme komplexni index lomu N
g(w) = N*(w) = (n(w) +ik(w))* (2.2.5)
Kde n je index lomu a k index absorpce a plati (dale budeme pouzivat zjednoduseny zapis):
g =n’ -k’ g, =2nk (2.2.6)
nebo
n=Ge gt ee)t k=pe et 22)
nebo
g, =g'g, £, =g w'o, (2.2.8)

2.3 Zavislost Maxwellovych rovnic

Druhou Maxwellovu rovnici dostaneme tpravou M.r.3 (2.1.24) respektive (2.2.2), kterou
vektorove vyndsobime k:

kx(kxH) = we, (kxE) (2.3.1)
Dosadime ze M.r.4 (2.1.25) a k&o skalarmm vynasobenim vektorem k:
)—k’H = -0’y N (2.3.2)
nebo
0 = —w'e, p, (KH) (2.3.3)

Odtud prakticky vzdy plati

(kH) =0 (2.3.4)
Coz je M.1.2, ktera v tomto tvaru plati vzdy.
Analogicky dostaneme upravenou prvni Maxwellovu rovnici z M.r.4 (2.1.25) jejim
vektorovym vynasobenim Kk:

k x (k xE) = —awpt, (k x ) (2.3.5)
Dosadime z M.r.3 (2.1.24) a obdobnou tpravou, skalarnim vynésobenim vektorem k:
k(kE) -k’E = —we B (2.3.6)
nebo
0 = —we ,, (KE) 2.3.7)
Opét prakticky vzdy plati (€, =0 je specidlni pfipad plasmovych kmitlh zminime pozdéji)
(k) = 0 (2.3.8)

Coz je upravena M.r.1 a navic p, =0, coz je dusledek volby odezvovych vztahi.



Dale budeme pouzivat tento tvar Maxwellovych rovnic:

kE =0 (M.r.1) (2.3.9)
KN =0 (M.r.2) (2.3.10)
kxH = we ek (M.r.3) (2.3.11)
kxE = -, H (M.r.4) (2.3.12)

Pozn.: obvykle oblast frekvenci 0-10'"° Hz patii do kapitoly elektfina a magnetismus, oblast
frekvenci 10" —10'° Hz do optiky, kde prakticky plati p,, =, .

2.4.Maxwellovy rovnice pro rovinnou vinu

Specialni, ale velmi uzitecny je ptipad rovinnych vln, napf. ve tvaru:

E(r,t) = E e'“™™ (2.4.1)
Kde E,,k jsou komplexni veli¢iny, k vezmeme ve tvaru k =k’ +ik" (obecné 1ze
predpokladat i w=w' +iw", ale to by znamenalo nerealné tlumeni viny v ¢ase), pak:

E(r,t) = E,e el (2.4.2)
k" ur¢uje tlumeni viny v prostoru (k" je kolmy k roviné konstantni amplitudy a k' k roviné
konstantni faze).

Podobné plati:
H(r,t) = Hje ¥ e!“"™*" (2.4.3)
Pro L.T. respektive F.T. (viz Apendix) rovinné viny (2.4.1) plati:
B(w) = 21, 5(w - ) (2.4.4)
a podobné pro ﬁ, ]5, B . Pak materialové vztahy maji tvar:
D, =¢,£,(WE, (2.4.5)
B, =u,H, (2.4.6)
a po vynasobeni faktorem e'“***":
D(r,t) = €,&, (WE(r,t) (2.4.7)
B(r,t) =y, H(r,t) (2.4.8)

Maxwellovy rovnice dostaneme v pomérné jednoduchém tvaru:

KE, =0 M.r.1) (2.4.9)
kH, =0 (M.r.2) (2.4.10)
kxH, = we,e(WE, (M.r.3) (2.4.11)
kxE, =-wy,H, (M.r.4) (2.4.12)

Obdobny tvar Maxwellovych rovnic plati pro vektory E a H.
Ptimym diisledkem jsou tzv. podminky transverzality:

kOE,kOH,,E, OH, (2.4.13)
Které v ptipadé komplexniho tvaru:
k =k'+ik",E, =E; +iE;,H, = H, +iH] (2.4.14)
1ze rozepsat:
kK'E, —~k"E; =0, kK'E; -k'E;, =0 (2.4.15)
k'H, -k'H; =0, k'H;-k"H; =0 (2.4.16)



E.H,-E'H' =0, E,H’-E'H,=0

Obr.2.1.1 Rovinna elektromagneticka vina postupujici ve sméru y.

(2.4.17)

Pozn.:podminky transverzality potvrzuji zndmou skutecnost, ze elektromagneticka vlna je
pricna a vektory E a H jsou na sebe kolmé. Urcitou vyjimkou je ptipad € = 0 ,kdy vInéni pro
intenzitu elektrického pole miize byt podélné. Jedna se o tzv. plazmové kmity, které budou

popsany pozdéji).

2.5. Vztah mezi optickvmi konstantami a vinovvm vektorem k

Vyjdeme z (M.r.4) (2.4.12), kterou nasobime vektorové k:
kx(kxE,)=-op,(kxH,)
Nebo po Uprave:
k(kE,) - szo =~ (kxH,)
Dosazenim z (M.r.1) (2.4.9)a (M.r.3) (2.4.11) po tGpravé dostaneme:
Kk = W'l,€,€ = Wc €
Sviraji-li vektory k'a k" thel ©, pak
kk =k'? —k"* +i2k'k"cos © = w’c (€, +ig,)
Porovnéme redlné a imagindrni ¢asti:
K =272 [(812 +€22 cos ™2 @) +El]l/2
K" = e 272 [(812 +€22 cos ™2 @)1/2 —812]1/2
Pro cCasty ptipad homogennich vin je © =0 a plati:
k'=wc'n k" =wc 'k
g, =c’w’ (k" -k"%) g, =c’w 2k'k"
Pro neabsorbujici prosttedi (k=0) a libovolné O :

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

(2.5.5)
(2.5.6)

(2.5.7)
(2.5.8)



-1

k'=oxn K" =

2.6. Vinova rovnice

Nékdy je obvyklé vychazet z vinové rovnice. Pro rovinnou vinu je mozné ptepsat

Maxwellovy rovnice ve tvaru:

0E = 0
H=0
OxH =g gk
OxE = -, K&

(M.r.3) (2.6.3) derivujeme podle ¢asu:
Ox K =g e(w)B
Dosadime ze (M.r.4) (2.6.4)
Ox(OXE) = —g,,e(w)B

vyuzitim (M.r.1) (2.6.1) a upravou dostaneme vlnovou rovnici

0°E = g,1,8(w)B
Nebo v obvyklém tvaru:

O’E = v
Kde v je fazova rychlost pro kterou plati

g,M,ev” =1 g,M,c” =1

2.7. Hustota energie, tok energie, intenzita svétla

Pro hustotu energie elmag. pole U v jednotkach [Jm_3] plati:
U= %(ED + HB)

a pro tok energie v jednotkach [Wm_2 J :
S=ExH

Kde E, H, D, B jsou realné veli¢iny. Tyto vztahy umoznuji vypocet U a S v libovolném

M.r.1)
M.r.2)

(M.r.3)
M.r4)

(2.5.9)

2.6.1)
(2.6.2)

(2.6.3)
(2.6.4)

(2.6.5)

(2.6.6)

(2.6.7)

(2.6.8)

(2.6.9)

(2.7.1)

(2.7.2)

prostiedi. Z praktickych divodl se ddle omezime na jejich vyuziti pouze pti detekci svétla.

Vzhledem k fyzikalnim vlastnostem optickych detektori miizeme méfit pouze stiedni
casovou hodnotu toku energie, mén¢ Castéji sttedni ¢asovou hodnotu hustoty energie

elektromagnetického pole. To je ddno pomalou odezvou detektori, ta je i u velmi rychlych
detektorti asi 10™"°s, zatim co svétlo v optické oblasti ma frekvenci 10" Hz, to je rozdil

nejméné 5 fadi. Tyto detektory reaguji na tok energie nebo hustotu energie nikoliv na
amplitudy elmag. pole. Intenzitou svétla se vétSinou rozumi ptimo sttedni hodnota toku

energie nebo veli¢ina jemu imérnd. Ve vétsSing piipadl nemétime absolutni hodnotu toku

energie, ale jen relativni hodnoty.

Detektor je zpravidla umistén v neabsorbujicim prostiedi (k=0) a pak k' =wc 'na k" =0.

Pak (M.r.4) (2.4.12) pro absolutni velikosti vektorti ma tvar
k'E, = wu,H,
Dostali jsme jednoduchy vztah mezi velikostmi amplitud.

(2.7.3)



Bez ujmy na obecnosti zvolime smér §ifeni viny ve sméru y, elektrické pole ve sméru z a
magnetické pole ve sméru x. Pak:
E, =E, cos(wt —k'y) H, =H, cos(wt —k'y) (2.7.4)
a pro tok energie:
S,=E,H, = ce,nE; cos’ (wt —k'y) (2.7.5)
Dale budeme pouzivat misto casové stfedni hodnoty toku energie pouze pojem intenzita
svétla I:

1¢ 1¢
=(8)=r ! Sdt = T_([EHdt (2.7.6)
Piipadné
1 1¢
1=(S)s = ﬂsm = ¥'(|;(E><H)dt (2.7.7)

Kde T je integraéni doba detektoru, v limitnim piipadé odezva detektoru (T >>w ') a
s jednotkovy vektor ve sméru S. Po integraci dostaneme:

I:%caonEé =nE; (2.7.8)
V ptipad€ rovinné viny v praxi vyuzivdme rovnosti:
E; =EE" (2.7.9)
Pozn: v piipadé predstavy casticového modelu svétla pouzijeme vztahy:
U=V 'n,hv Uu=v" j f(v)hvdv (2.7.10)
n, hv n,cp c
S=——s=—— S=—|f(v)pdv 2.7.11
At At At J. Vi ( )
Kde V je objem, n, pocet fotont, f(V)spektralni funkce, A plocha, p impuls pro ktery plati:
p =hvc’'s. (2.7.12)

2.8. Kramersovy — Kronigovy relace

V ptipadé€ zanedbani prostorové disperse, nezavislosti volby ¢asového pocatku odezvy a
predevsim respektovanim skutecnosti, ze odezva souvisi pouze s pfitomnosti a minulosti 1ze
napsat odezvovou funkci pro elektrické pole ve tvaru:

D(t) = jfg (t—tHE(t)dt' (2.8.1)

Po substituci (t —t") = T dostaneme -
D(t) = Tfﬁ (DE(t-1)dt (2.8.2)

Pro permitivitu plati 0
g, (W)= wa(r)e'i‘*"dT (2.8.3)

0

Protoze pro vysoké frekvence se permitivita blizi €, je vyhodnéjsi uvaZzovat funkci €, — ¢,
respektive funkci €, —1. Pak



£ (W)-1= j f(T)e " dt = j f(1)e e ™ dt (2.8.4)
0 0

Odezvova funkce f musi byt z fyzikélnich diivodl vzdy redlna a ohrani¢end, navic se blizi
nule pro davnou minulost, tj. proT — 0, ¢len €' je ohrani¢eny vzdy, ¢len e " je
ohrani¢eny pro w" >0, protoZze T =0, miZzeme tedy uvazovat pouze horni ¢ast komplexni
roviny. Tim jsou splnény pfedpoklady (viz Apendix) kladené na funkci € (w)—1 pro
integralni zavislost mezi jeji redlnou a imaginarni ¢asti (€'(w) — 1, €"(w)), a podobné pro
nejcastéji uzivané funkce:

82((’0):_ j (X) Lix (2.8.5)

€ (w-1 :—PIE—(X)d
i (2.8.6)

kde PI se bere ve smyslu Cauchyho hlavni hodnoty (viz Apendix). Vynikajici vlastnosti

téchto tzv. Kramersovych — Kronigovych (KK) relaci je skutecnost, ze znalost jedné optické
funkce v celém intervalu frekvenci dovoli ur€it druhou pro kazdou hodnotu frekvence.
Obdobné plati:

k@ == 2] 200 2387)
n(w) - 1——PJ.L();))(1 (2.8.9)

Zvlaste z praktického hlediska je uzitecna moznost vypoctu optickych konstant pro
libovolnou frekvenci ze znalosti kolmé odrazivosti v celém intervalu frekvenci. Pro kolmou
odrazivost (pomér odrazené a dopadajici intenzity elektrického pole) Ize napsat:

r, (W) =r1,,e" (2.8.10)
In[r, (W)] = In[r,, (W)] +1T(W) (2.8.11)

a pro kolmou odraZenou intenzitu:
R, () =1, (@ (®) = 17 (&) (2.8.12)

Predpokladame, Ze funkce In[r, (w)] je analytickd a splituje poZadované vlastnosti, pak KK
vztahy maji tvar:

[, ()] -—Pj XT(X) (2.8.13)

(W) =

20 2, I In]r, 0(x)] I n[R (w)] (2.8.14)

0
Z experimentalné zjisténé kolmé odrazene intenzity ur¢ime fazi T((u) a ze vztahu

n(w) -1 +ik(w)

1, (we"? = 2.8.15
w0 () n(0) + 1+ ik(w) ( )
vypocitame optické konstanty pro libovolnou frekvenci.
V praxi Ize naméfit kolmou odrazivost vzdy pouze v kone¢ném intervalu (w,, ,®, .. ), Ve

zbyvajicich ¢astech spektra je nutné zvolit vhodnou, fyzikaln¢ zdivodnénou extrapolaci a
spokojit se s urc¢itou chybou v urceni optickych konstant. Je dobré si uvédomit, ze prabéh



spekter obou optickych konstant je vzajemné svazan integralnimi KK vztahy a tak napf. je
spravné tvrzeni, ze disperze je Uzce spojena s absorpcei (i kdyZ v jiné ¢asti spektra), Ze nartist

absorpce je v blizkosti maxima disperze nebo, ze disperze klesa v blizkosti maxima absorpce.

Chyba! Chybné propojeni.

Pt.: Si, Ge, GaAs atd.
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