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3.Chovani viny na rozhrani

Jednou z nejcastéjSich uloh je feSeni chovani elektromagnetické viny na rozhrani dvou
prostfedi. Omezime se na rovinné vlny a rovinné rozhrani dvou izotropnich, homogennich
prostiedi. Vztahy odvodime nejprve pro dvé neabsorbujici prostiedi a pak je zobecnime pro
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3.1. Hrani¢ni podminky

Zakladem jsou hrani¢ni podminky pro elektrické a magnetické pole. Pfi prichodu rozhranim
prvniho (1) a druhého (2) prostiedi jsou spojité te¢né (t) slozky vektort E, H a normalové (n)
slozky D, B.
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Obr.3.1.1 Hranicni podminky pro jednotlivé slozky elmag. pole.



Pak
YE, =) E, > H,=>H, 3.1.1)
>D,=>D, >B,=>B, (3.1.2)

E, xn=E, Xn H,xn=H, Xn (3.1.2)
D,n=D,n B n=B,n (3.1.4)

Nebo

3.2. Snelliv zakon

Pro dopadajici vinu pouzijeme index d, odraZenou r a proslou t. V optické literatufe je
obvyklé pouzivat index s pro slozky vektoru kolmé k roviné dopadu a index p pro slozky
rovnobézné. Slozka s se oznacuje rovnéz TE a slozka p TM. Vektor n je jednotkovy vektor
kolmy k rozhrani, t je jednotkovy vektor v roviné dopadu a rovin€ rozhrani.
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Obr.3.2.1 Chovani elmag. viny na rozhrani.
Ve shod¢ s obr. 3.2.1.
E, =E, +E, E, =E, (3.2.1)
kde
E, =E, e/ (3.2.2)
E, =E, """ (3.2.3)
E, =E, '@ (3.24)

Vyjdeme z hrani¢nich podminek (3,1,2), ty musi byt splnény v kazdém ¢ase a misté rozhrani
Pak faze musi byt rovnéz stejné ( polohovy vektor r na rozhrani je rovnob&zny s vektorem t,
r=ut ). Pak

W, =W, =W

T t

=W (3.2.5)



Frekvence pti odrazu a priichodu se neméni. Dale plati
k,t=k t=kt (3.2.6)

Vsechny tii vektory kg, ky, k¢ tedy lezi v jedné roving. Tato rovina urcend vektory kq a n se
nazyva rovina dopadu. Soucasné plati nt=0 a odtud

k,xn=k, xn=k,xn (3.2.6)
Vztahy (3.2.6) nebo (3.2.7) davaji Snelliv zdkon v obecném tvaru, ktery urcuje velikost thlu
odrazu a lomu vc¢etné skute¢nosti, Ze odrazeny a lomeny paprsek lezi v roviné dopadu. Pro
k =2mn/A dostaneme zndmy zédkon lomu

n,sin¢, =n,sin¢, (3.2.7)
a odrazu

0, =¢, (3.2.8)

3.3. Fresnelovy vztahy

Pro tplnost rozepiseme amplitudy do slozek

E,=A, +A, E,=A +A E, =A"+A" (3.3.1)
Ap
X
y k
Obr. 3.3.1 Rozlozeni E do p a s slozky.
Oznacime T = (wt —kr), pak
T, =w(t—n,(xsin¢, +zcosd,)/c) (3.3.2)
T, =w(t—n,(xsin ¢} —zcos$;)/c) (3.3.3)
T, =w(t—n,(xsin¢, +zcosd,)/c) (3.3.4)
E, (A, cos,e™, A e™ ,—A sin be™) (3.3.5)
E, (A} cos¢ie™ Ale™ ,~Al sindje™) (3.3.6)
E (A} cos(,e™, Ale™ ,~Al sin b,e™ (3.3.7)



Ptislusné slozky vektoru H dostaneme napft. z (M.r.4.)
Na rozhrani (z=0) plati pro te¢né slozky

E, tE. =E_ E,+E, =E, (3.3.8)

H,+H_=H,_ H, +H,=H, (3.3.9)
a pro normalové slozky

n;(E, +E,)=nlE, H,+H,=H, (3.3.10)

Rovnost fazi jsme vyuzili pro odvozeni Snellova zékona. Pro aplitudy dostavame 6 rovnic,
z nichZ jsou 4 nezavislé. Pro z=0 a ¢, = ¢ dostaneme:

(A, —A)cosd, = A’ cosd, (3.3.11)
(A, —=A")n, =A’n, (3.3.12)

(A, +A')= A" (3.3.13)

(A, —Al)n,cosd, =A’n, cosd, (3.3.14)

Po Gpravé do vhodného tvaru dostaneme pro koeficient odrazivosti ry, rs a propustnosti tp, t
dilezité Fresnelovy vztahy:

s A_'p: n, cosd, —n, cosd,

r, =r,e " = (3.3.15)
P A, n,cosd,+n,cosd,
5. _ A, _n cos¢, —n,cos
r, =16 = =1 ¢, ~n, cosd, (3.3.16)
A, n,cosd, +n,cosd,
i _ A 2n, cos
t, =tye’ =—L= cosd, (3.3.17)
A, n,cos, +n cosd,
5 . 2n, cos
t, =t,e™ == cos®, (3.3.18)
A, n,cosd, +n,cosd,
Z praktického hlediska, zejména v elipsometrii, jsou velmi uzite¢né poméry téchto
koeficientl:
5o o ¢ = n,cos$, —n,cos, n,cos¢, +n, coso, (33.19)
I, ' n,cos¢, +n,cos¢, n,cos¢, —n, cosd,
t ; n,cos¢, +n, cos
L =tgP e = ¢, *n, cosd, (3.3.20)
t, n,cos¢, +n,cos¢,

kde @, ,A P, A, jsou tzv. elipsometrické tihly.
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Obr. 3.3.2 Absolutni hodnoty amplitud odrazivosti a propustnosti v zavislosti na uhlu dopadu.
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Obr. 3.3.3 Zavislost rozdilu fazi na vhlu dopadu.

3.4.0drazivost a propustnost na rozhrani
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I:%csonEé =unE; (3.4.1)

n;

Obr. 3.4.1 Svazek svétla na rozhrani.
Pro jednotkovou osvétlenou plosku P na rozhrani mizeme dopadajici, odrazenou a proslou
intenzitu psat (viz obr.3.4.1) ve tvaru:

I,=unA’cosd, I =unAl’cos¢, I, =un,A’’cosd, (3.4.1)
I, =un,A’cosd, I, =un,A!’ cos¢, I, =un,A"” cos¢, (3.4.2)
Pro odrazivost R, Rg dostaneme
12 1
—Ii—A_P—2 —Ii—A_sz— 2 343
P ~ 2 b s T 2 6 (3:4.3)
La A, I, A,
a podobné pro propustnost T, T
I, A"”n,cosd
T =2="2 27772 —2tgdh, cot (3.4.4)
p Ipd A2n1 cos(l)l p gq)l gq)z
I, A"n,cosd,
=St =_5 - T- =ttt cot (345)
T, T A cosp, O g0, cotgd,
Plati zdkon zachovéani energie
Ipd = Ipr +Ipt Isd = Isr + Ist (346)
nebo
1=R_ +T, 1=R_ +T, (3.4.7)
3.5. Kolmy dopad
Pro kolmy dopad ¢, = 0a plati
ro=r =l (3.5.1)
n, +n,



t =t = .
C =t e (3.5.2)
2
n, —nm
R =R =|-L 2 3.53
p s (nl +n2] ( )
T.=1-R,, (3.5.4)

3.6. Brewsteruv uhel

Brewstertiv tthel ¢ je thel dopadu pro podminku r, =0 , pak ze vztahu (3.3.15) plati

n,cos¢, =n, cos¢, (3.6.1)
a po uprave s vyuzitim Smelkova zdkona
n
tgh, =— (3.6.2)
n,

Tento thel se s vyhodou pouziva pro konstrukci polarizatoru, ptipadné pro uréeni napf. n,.
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Obr. 3.6.1 Zavislost odrazivosti na uhlu dopadu pro dva neabsorbujici materialy.

3.7. Kritickv uhel

V piipadé n;>n; definujeme kriticky uhel ¢, =¢. pro ¢, =90°, pak ze Snellova zékona

sing, = 22 (3.7.1)
n,
Pro thel dopadu ¢, < ¢ je chovani koeficientii odrazivosti a propustnosti stejné jako
v piipadé n;<n,.



3.8. Totalni odraz

Pron;>nya ¢. < ¢, <90°nastane totalni odraz (R=1).

S vyuzitim Snellova zakona lze psat

2
cos, =*41-sin’ ¢, =i /2—1zsin2 b, —1=-y
2

Volba znaménka souvisi s redlnym chovanim proslé viny, kterd musi byt tlumena.

Pak pro proslou vinu (3.2.4),(3.3.4)

E = E() ei(wt—anlcfl sin ¢, +izon ¢ 7'y)
t t
Et - EOte_Zm2C_lyei(M_xmlc_l sind,)
Dostali jsme vinu, kterd je tlumena ve sméru z, pro intenzitu plati
O_ 2 2znc’ly _ 2 287"
EE =E e =E;¢

kde
c

2n,Qy

o=

(3.8.1)

(3.8.2)
(3.8.3)

(3.8.4)

(3.8.5)

Jednoduchy &iselny odhad dava &=10""m, tedy intenzita proslé viny velmi rychle klesa se

vzdalenosti od rozhrani.
Pro Fresnelovy koeficienty dostaneme po dosazeni

I .
A, —in,y-n,cosd,

i%
rp:rope"’:—— -
A, —iny+n,cosd,
s _ A, _njcos, +in,y
I, =16 =—= .
A, n,cosd, —in,y
S
R, =rr =1
R, =rr'=

(3.8.6)

(3.8.7)

(3.8.8)
(3.8.9)

Nastane tedy totalni odraz, pole sice prosakuje pod rozhrani, ale tok proslé energie je nulovy.

Pro faze dostaneme

2yn,n, cos¢
tgép_z 221_212
n; cos” ¢, —njy

tgd, = 2yn,n, cos ¢,

2 2 2.2
n, cos ¢1 —nyy

(3.8.10)

(3.8.11)
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Obr.3.8.1 Odrazivost v zavislosti na uhlu dopadu pro oblast totalniho odrazu.
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Obr. 3.8.2 Zavislost faze pri totalnim odrazu v zavislosti na uhlu dopadu.



V piipad¢, ze prostiedi pod rozhranim je ohranicené, napi.v blizkosti je dal$i rozhrani ve
vzdalenosti srovnatelné s vinovou délkou , pak prosly tok energie neni nulovy, rovnéz
odrazeny tok neni jednotkovy a dochézi tak k tzv. porusenému totalnimu odrazu. Totalni
odraz i porusSeny totalni odraz je vyuZzivan v fadé aplikaci (svételna vldkna, totaln€ odrazejici
hranoly, ATR, SPR atd.).

3.9. Absorbujici prostredi

Na rozdil od ptedchazejiciho zobecnime nékteré vztahy pro ptipad dvou absorbujicich
prostiedi. Hrani¢ni podminky (3.1.) zGistavaji stejné, rovn€z zobecnény Snelliiv zakon (3.2.)
s tim, ze vektor k je komplexni a plati:

k =k'+ik" =k'(ncos¢ + tsin ¢) +ik"(ncos P + tsin P) (3.9.1)
kde vektory k'a n sviraji thel ¢ a podobné k"a n tthel® . Po tpravé
k =k’ +ik" =n(k'cos ¢ +ik" cos ®) + t(k'sin ¢ +ik" cos D) (3.9.2)
coz lze formalné napsat ve shodé s (2.5.3)
k = wc 'N(ncos$ +tsin P) (3.9.3)

kde uhel § je tzv. komplexni uhel dopadu. Porovnanim poslednich dvou vztaht (3.9.2) a
(3.9.3) dostaneme

wc 'Nsin® =k'sin¢ +ik"sin P (3.9.4)
wc 'Ncosd =k'cos¢ +ik" cos P (3.9.5)
Podobné jako pro realné uhly plati:
sin” @ +cos* P =1 (3.9.6)
Ze vztaht (3.2.5) a (3.2.6) dostaneme podminku pro vSechna rozhrani:
Nsin ¢ = konst (3.9.7)
nebo
k'sin ¢ = konst' k"sin ® = konst" (3.9.8)
Pro odrazenou vinu
sin, =sin@, (3.9.9)
a pro proslou vinu
N,sin®, =N, sin@, (3.9.10)

Tyto vztahy maji stejny tvar jako Snelltiv zdkon, jen je nutné vyménit redlné proménné za
komplexni. Rozpis v redlnych proménnych ma tvar:
sind, =sin¢, sin®, =sin®, (3.9.11)
k! sin¢, =k sind, ki sin®, =k{sin®P, (3.9.12)

10



N0=n0

N1=n1+k1

N2:l’12+k2

Obr.3.9.1 Chovani rovinné viny na soustave vrstev.

Protoze ve vétsin€ konkrétnich piipadd ma méfeny vzorek podobu planparalelni desky,
respektive soustavy takovych desek (vrstev) —viz obr.3.9.1 a navic svétlo vstupuje do vzorku
ze vzduchu, pak ze vztahu ( 3.9.7) a (3.9.8) pro vSechna rozhrani plati

® =0, (3.9.13)
Nsind =n,sind, (3.9.14)
Ncos® = N(1-sin’ §)"? = (N? =nZsin’ §,)"* (3.9.15)

Podobnym postupem jako v pifedchozim piipad¢ neabsorbujiciho prostfedi dostaneme
prakticky stejné Fresnelovy vztahy, jen je nutné zameénit redlné veli€iny za komplexni:

s, _ A, _N -N
o o=r,e® = r =z Nicosd, 7N, cosd, (3.9.16)
A, N,cosd, +N,cosd,
; Al N -N
r, =r,e% =—%= 1 cos@, =N, cos§, (3.9.17)
A, N,cos¢, +N,cos,
= An 2N
t) = ty,e =L = o5, (3.9.18)
A, N,cosd, +N, cosd,
5 Al 2N
t =t 0% =D = 1 0059, (3.9.19)

o A, N,cosd, +N,cosQ,
Pro vztahy vyuzivané v elipsometrii:
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T _ o ¢ = N, cos®, =N, cosd, N,cosP, + N, cos§, (3.9.20)
I, N, cosP, + N, cosP, N,cosd, - N, cos,
Pro kolmy dopad ¢, = 0a plati
N, —-N
r, =1, = ———> (3.9.21)
N, +N,
2N
t, =t = . (3.9.22)
N, +N,
— — o_ ]
R, =R, =11 =17 (3.9.23)
T, =1-R,, (3.9.24)
1
n1=1.0
095 Ge:N2=4.5+i2.5
it 0.8F
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Obr.3.9.2 Zavislost odrazenych a proslych absolutnich hodnot amplitud na uhlu dopadu pro
polovodic.
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Obr.3.9.3 Zavislost rozdilu fazi na uhlu dopadu pro polovodic.
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Obr.3.9.4 Zavislost odrazivosti na uhlu dopadu pro typicky kov a polovodic (viditelna oblast).

V ptipad¢ absorbujiciho prostfedi miizeme definovat jen tzv. pseudoBrewsterv thel pro
podminku:
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drR
P = (3.9.25)

d¢

ProtoZe v absorbujicim prostredi vzdy R #0.
Pro absorbujici prostiedi bude Ry a Ry s vyjimkou ¢ =90° vzdy mensi nez 1 a tedy totalni

odraz nenastane i1 kdyz pro slab& absorbujici prostiedi je odrazivost pro velké uhly vysoka.
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Obr.3.9.5 Zavislost odrazivosti na uhlu dopadu pro slabé absorbujici material v oblasti

poruseného totalniho odrazu.
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