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I. Kmity

Do této kapitoly o kmitech fadime obvykle periodicky pohyb bodu nebo télesa, ptipadné
soustavy bodt a téles, kolem rovnovazné polohy. Sledujeme piedevsim ¢asovou zavislost
vychylky z této rovnovazné polohy. Kmity jsou tedy na rozdil od vln prostorové ohranicené.
Aplikace — kyvadlo, kmitajici t€leso na pruziné, struna, hudebni néstroje, hodiny, srdce atd.
Charakteristika kmiti — harmonické, tlumené, volné, vynucené, slozené, nelinearni atd.

1. Harmonicky oscilator — jeden stupen volnosti

1.1. Kinematika volného, harmonického netlumeného kmitu

Volné kmity, respektive vlastni kmity — po uvedeni soustavy do kmitavého pohybu neptisobi
tuhost pruziny...). Uvazujeme jeden stupen volnosti, staci tedy k popisu jedna soufadnice. Pro
harmonicky, netlumeny (zanedbame tieni) pouzijeme zapis

Y(t) = Acos(wt +¢) (1.1.1)
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Obr.1.1.1. Harmonicky kmit.

Kde U je vychylka (zpravidla mechanicka), t je ¢as, A je amplituda (maximalni vychylka), w
je uhlova frekvence a ¢ je fazové posunuti — viz obr.1.1.1. Dale plati

w=2" w=2T v=_ (1.1.2)
T T

Kde T je casova perioda a v je frekvence. Snadno dostaneme rychlost v a zrychleni a, viz obr.

:d_l.IJ:

v — A sin(wt + ) (1.1.3)



_dy_ .
a= T w Acos(wt+¢) =—-wYP (1.1.4)
Pro uplny popis potfebujeme znat pocatecni podminky, napt. pro t=0 je o ,vo a plati
2
_ _ . _ v .,V
Y, =Acosd V, = —WAsing - tg(])——(}\)'.lj0 , A=y +;02 (1.1.5)

Obr.1.1.2. Vychylka, jeji rychlost a zrychleni harmonického kmitu.

1.2. Dynamika

Vyuzijeme druhy Newtonlv zakon, ale musime znat konkretni pficinu, respektive silu tzv.
vratnou silu, kterd kmitavy pohyb zptsobi.

Predpokladame téleso o hmotnosti m na vodorovné podlozce (bez tieni) spojené pruzinou
(tuhost pruziny ozna¢ime K) s pevnou sténou, viz. obr.1.2.1.

Obr. 1.2.1. Kmitajici téleso na vodorovné podlozce bez treni.

Pro malé vychylky ¢ ve sméru x (Y = x) plati Hooktliv zdkon
F = -Kx (1.2.1)
Znaménko — vystihuje skutecnost, Ze sila vraci téleso do rovnovazné polohy, ptsobi tedy
v opa¢ném sméru nez méiime vychylku. Pohybova rovnice ma tvar
mX = -Kx (1.2.2)
Reseni predpokladame ve tvaru harmonického pohybu (1.1.1), po dosazeni dostaneme
dilezity vztah pro vlastni frekvenci

W =— (1.2.3)

Vlastni frekvence je urCena jen volbou hmotnosti a tuhosti pruziny. Pohybovou rovnici
miZeme napsat ve tvaru



X+wx=0

1.3. Energie harmonického oscilatoru

Pro potencialni energii E,, v ptipad¢ sily (1.2.1) dostaneme
1
E, = —deqJ = ququJ IEKL|J2
a po dosazeni z (1.1.1)
I
E, _EKA cos”(wt +¢)

Pro kinetickou energii Ex plati

E, = %mv2 = %moozA2 sin” (wt +¢)
Vztahy (1.3.2, 1.3.3) ptepiSeme do tvaru
E,=E, cos’(wt+¢) E, =E,  sin’(wt+9)
a pro vlastni frekvenci (1.2.1)
=lI(A2 :lm(,ozA2 E :lm(;ozA2
Pmax 2 2 2

Tedy maximalni hodnoty energii jsou stejné

P max k max

Pak celkové energie E

E=E, +E, =E,  sin®(wt+¢)+E, cos’(wt+¢)=E,  =konst

(1.2.4)

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)

(1.3.7)

Podle ocekévani jsme potvrdili, Ze celkova energie oscilatoru je konstantni. Z grafu 1.3.1. je

ziejmé jak se v Case preléva jedna forma energie do druhé.
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Obr. 1.3.1. Enegie (v rel. jednotkach) harmonického oscilatoru v zavislosti na case.

Uzitecné je rovnéz sledovat zavislost energii na vychylce — viz obr. 1.3.2. Pro potencialni

energii mame (1.3.1) a pro kinetickou energii
1
E,=E-E, =5K(A2 -y?)

A podobné pro potencialni energii.

(1.3.8)
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Obr. 1.3.2. Zavislost energii harmonického oscilatoru na vychylce.

1.4. Zakladni typy oscilatorua

Téleso na pruziné

T¢leso o hmotnosti m je zavéSeno na pruzing s tuhosti K, viz obr.1. 4.1. Piivodné nezatizena
pruzina se protahne o 1. V rovnovaze je celkova sila , ktera se sklada z tihové F, a pruzné F,
nulova

F, +F, =mg-KIl=0 (1.4.1)
Odtud miZeme urcit protaZeni pruziny, které urci rovnéZ rovnovaznou polohu télesa (y=0)
mg
1=—= 1.4.2
K (1.4.2)

Pak pfti vychylce télesa z rovnovazné polohy o y plisobi na n¢j sila
F=F, +mg=—K(y+%)+mg=—Ky (1.4.3)

Tedy vysledna vratna sila ma stejny tvar jako v pfedchéazejicim ptipad¢ a rovnéz stejné je
feSeni.

1
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Obr. 1.4.1 Téleso na pruzine
Matematické kyvadlo

Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod (hmotnost m) zavéseny na nehmotném
zéavesu o délce | - viz obr. 1.4.2. Hmotny bod se pohybuje po kruhové draze Iy, s rychlosti 1

a zrychlenim (. Vratna sila F je vyslednici gravitacni sily a sily vldkna F,

F = —mgsin(y) (1.4.1)
Po dosazeni do 2. Newtonova zdkona
ml( = -mgsin(Y) (1.4.2)
Pro feSeni této pohybové rovnice je velkou neptijemnosti funkce sin, pro kterou plati
nw=u- ¥ Y
sin =y 3 + g (1.4.3)
Pro malé vychylky, asi do 5° plati
sin(P) =Y (1.4.4)
A tedy pohybova rovnice dostane jednoduchy tvar
Q= —% Y (1.4.5)
Predpokladdme-1i harmonické feSeni
Y = Acos(wt +¢) (1.4.6)
Dostaneme pro vlastni frekvenci matematického kyvadla
2 =% (1.4.7)
Nebo pro dobu kmitu
T2 =42 L (1.4.8)
g
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Obr.1.4.2. Matematické kyvadlo

Fyzikalni kyvadlo



Fyzikalnim kyvadlem se rozumi zavéSené realné téleso libovolného tvaru. Zavés je nad

A%

Je

M = —-mgLsin({)) (1.4.9)
A ze stejnych diivodi jako u matematického kyvadla se omezi ne vychylky do 5°, pak plati
M = -mgLy (1.4.10)
Pohybova rovnice ma tvar
-mgLy =1 (1.4.11)

Kde I je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose, ktera prochazi zavésem. Pak pfti
predpokladaném feSeni ve tvaru (1.4.6) dostaneme stejnym postupem pro vlastni frekvenci

W = ngL (1.4.12)
Pfipomeneme, ze pro matematické kyvadlo plati
[=ml? (1.4.13)

A po dosazeni do dostaneme vztah (1.4.7).

Obr. 1.4.3. Fyzikalni kyvadlo
Torzni kmity

Zejména pro aplikace je zajimava varianta oscilatoru — viz obr. 1.4.4. , kdy vratnym
plusobenim je krouceni (torze), dratu. Pro malé vychylky mé vratny moment tvar

M =-Ky (1.4.14)
Kde K je torzni tuhost. Pak pohybova rovnice ma tvar
—KY =10 (1.4.15)

Kde I je moment setrvacnosti vzhledem k ose otaceni. Predpokladame harmonické feseni ve
tvaru (1.4.6) a obvyklym postupem dostaneme vztah pro vlastni frekvenci torznich kmitt

W = (1.4.16)

1



Vzhledem k moznosti volby velmi tenkého dratu s malou torzni tuhosti 1ze toto
experimentalni zatizeni vyuZzit pro méfeni velmi slabych sil.

Obr. 1.4.4. Torzni kyvadlo

1.5. Dalsi typy oscilatoru

Existuje celé fada kmitajicich soustav, pfiklady se najdou v akustice, elektiing, atomové a
molekularni fyzice atd. Postup feseni je velmi Casto podobny uvedenym jednoduchym
prikladtim.

Kmity dvouatomové molekuly

Jako zéstupce oscilatoru z mikrosvéta uvedeme kmity molekuly typu AB s iontovou vazbou,

napt. HCI.
Pribéh potencialni energie je na obr. 1.5.1.
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Obr. 1.5.1. Pribéh potencialni energie(E, v rel. jednotkach) molekuly HCI na vzdalenosti
atomii.

Pak kolem rovnovazné polohy ma potenciélni energie tvar

Ep(r):—4:[8 r+E9 (1.5.1)




Prvni ¢len je vysledkem pfitahovani dvou rizné nabitych iontl s nabojem e, druhy ¢len
vyjadiuje odpuzovani obou iontl pfi piekryvu jejich elektronovych oball (skute¢ny tvar je

vvvvvv

at, _ 0 (1.5.2)
dr - . .
e’R*
= 1.53
B= o, (153)
Tuhost vazby K uré¢ime z druhé derivace U a ze vztahu pro tuhost (1.3.1)
d’E 2
E =ikl oS ok K= (1.5.4)
2 dr TE R

Tuhost zavisi pouze na rovnovazné poloze R (pro HCl R=0.13nm), po dosazeni standardnich
konstant dostaneme K =840Nm™ (coz odpovida pruzing, ktera se protdhne o 12mm se
zavazim 1kg). Vzhledem k tomu, ze Cl ma asi 35 krat vétsi hmotnost proti H, mizeme si
molekulu piedstavit jako kmitajici atom H kolem pevného centra Cl (my=1.67 10*'kg).
Vlastni frekvence oscilatoru

w=.K/m, (1.5.5)
Je po dosazeni w=7.1 10"*s™ | respektive v =1.1 10"s™", ve skute¢nosti Ize naméfit

z optickych vlastnosti v =8.9 10"”s™ coz je vzhledem k primitivnosti naseho modelu velmi
dobry souhlas.

Kmity netlumeného elektrického obvodu

Pro jednoduchy obvod slozeny z kondenzatoru s kapacitou C a civky s induk¢nosti L plati
podle 2. Kirchhoffova zdkona

P |
-jL== 1.5.6
=5 (1.5.6)
Kde j je hustota proudu a p néboj. Protoze j se da vyjadrtit jako j=q, plati
1
g+—q=0 1.5.7
q+7 4 (1.5.7)
a tedy obvod bude kmitat s vlastni frekvenci ®
1
W =— 1.5.8
IC (1.5.8)

Kmity plazmatu

Plazmou se rozumi soubor nabitych ¢astic, napf. siln€ ionizovany plyn, kde ptedpokladame
stejny pocet + a - ndbojui. Obvykle se jedna o soubor elektront a kladnych iontl. Ve shodé
s obr. 1.5.2.si1 predstavime neutrdlni plyn v nddob¢€. Po osvétleni uv zatenim(napt. pomoci
véalcové Cocky) vznikne ionizovand, pomérné ohrani¢ena vrstva plazmatu. Po ptilozeni
kratkého napetovéhu pulzu se elektrony posunou o malou vychylku z k anodé, kladné ionty,
protoze jsou znacné hmotnéjsi, zlstanou prakticky na misté. Tim vznikne nekompenzovany
plosny ndboj na jednotku plochy

p =nez (1.5.9)
Kde n je hustota naboje. Intenzita elektrického pole E (pouzivame, bohuzel, ale ve shod¢ se
zvyklosti stejné pismeno jako pro celkovou energii) podle Gaussovy véty bude



E=P (1.5.10)
80

a vratna sila

F =—-¢cE (1.5.11)
Pak pohybova rovnice ma tvar
2
mz+2% 2 =0 (1.5.12)
e0
kde m je hmotnost elektronu. Redenim jsou netlumené kmity plazmatu s vlastni frekvenci
2
2 = ¢ (1.5.13)
me,

Po dosazeni standardnich hodnot konstant a pro Cu, kde n=8.4 10**m™ ziskame w~2 10's™.

N elektrony

o1 -
~ —_ _\p]azma
\+ ionty

plyn

Obr. 1.5.2. Nadoba s plynem, uv ionizace a vznik plazmatu

1.6. Podélné a pri¢né kmity

Uvazujme té¢leso mezi dvémi stejnymi pruzinami (zanedbavame tizi) — viz obr.1.6.1., které
maji tuhost K a délku a. Pak vratna sila ve sméru x, respektive ve sméru pruziny, vyvola
podélné kmity a je rovna

F =-K(x+a)+K(a—-x)=-2Kx (1.6.1)
Sila tedy nezaleZi na délce a , postup fesSeni je standardni a pro vlastni frekvenci podélnych
kmit dostaneme

2K
wﬁod =— (1.6.2)
m
Rozkmitdme-li soustavu ve sméru z, tzv. pticné kmity, je ve shodé s obr. 1.6.1. vratnd sila
F, = -2Klsin(¢) (1.6.3)
Kde
m@p%qg:am (1.6.4)
Pohybova rovnice
mZz = -2Kz (1.6.5)

Déava vlastni frekvenci pficnych kmiti
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: _ 2K

=
P m

V tomto piipad¢ jsou frekvence podélnych a pricnych kmiti stejné.

(1.6.6)

P [
< »

K(x+a) K(x-a)

-2Klsing

1
a a . My
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Obr. 1.6.1. Podélné a pricné kmity

V ptipadé, Ze pruzina ma v nenatazeném stavu délku ay pak pro podélné kmity nahradime

vyraz a vyrazem (a-ag) Plati
F =-K(x+a-a,)+K(a—a, —x)=-2Kx
Reseni je stejné jako v predeslém piipadé a opét plati

. 2K

wpod -

m
V ptipad¢€ podélnych kmiti
E, = -2K(1-a,)sin(¢) = —2K(I - ao)% = 2Kz(1 —aTO) 02Kz(1 - 20y
a
Kde vyuzivame moznosti 1 L a . Pak pro frekvenci pficnych kmiti dostaneme
(,0; = 2K (1- a_O)
m a
Pro pomér obou frekvenci
2
P a
2p - (1 -— - wpf = wpod
pod a
Pricnad frekvence je mensi nez podélnd v zavislosti na délce pruziny v klidu.

(1.6.7)

(1.6.8)

(1.6.9)

(1.6.10)

(1.6.11)
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Obr. 1.6.2. Podélné a pricné kmity (konecna délka nenatazené pruziny).

1.7. Princip superpozice

Dosud vsechny pohybové rovnice kmitajicich soustav, s vyjimkou (1.4.2), byly linearni
homogenni diferencialni rovnice. Linearni ve smyslu, zZe obsahuji pouze prvni mocniny

vychylky a jejich derivaci ({s,0)/at,0°/0t>...) a homogenni ve smyslu, Ze neobsahuji ¢len
nezavisly na y. Takové rovnice maji dilezitou vlastnost, Ze jejim feSenim je i funkce vy , kterd
je souctem jejich feseni y; a y, respektive jejicj linearni kombinaci. Plati

W) =, () + W, (1) (1.7.1)
Timto rozumime princip superpozice. Tento princip budeme uplatiiovat v celé nasledujici
pfedndsce. V piipad¢ nelinedrnich rovnic tento princip neplati. Dikazy jsou snadné.

2. Volné kmity — dva stupné volnosti

2.1. Obecné FeSeni

Pocet nezavislych soufadnic n, které potiebujeme pro popis kmitajici soustavy urcuje pocet
stupnit volnosti.

Ptiklady pro dva stupné volnosti jsou na obr. 2.1.1. Obecné feSeni bude v tomto piipade
superpozice dvou nezavislych (n=2) harmonickych pohybii. Tyto nejjednodussi harmonické
pohyby nazyvame mody. Zakladni vlastnosti takového modu je, Ze obé kmitajici Casti maji
stejnou frekvenci a fazi.

Vyjdéme z posledniho ptikladu soustavy na obr.2.1.1, kde méme télesa a, b spojené spiralou.
Pak pro

Lmod: Y, (1) = A, cos(@t+0,) Lum(t)=Blcos<w1t+¢l)=%wal(t) (2.1.1)

2.mod: Y, (t)=A,cos(w,t+¢,) Y,,(t) =B, cos(w, t+¢,) = %%2(0 (2.1.2)

12



1. méd si mizeme predstavit jako synchronni pohyb obou téles se stejnymi amplitudami a 2.
mod jako obdobny, ale s amplitudami s opa¢nymi znaménky (proti sob¢).
Obecné feseni pro jednotliva télesa ma tvar

(0= W, (0 + U, () = A, cos(,t+§,) + A, cos(@,t +6,) (2.13)
W, (0 =W, (1) + W, (1) =B, cos(w t +¢,) + B, cos(w,t +¢,) (2.1.4)

Obr.2.1.1. Priklady soustav se dvema stupni volnosti.

2.2. Sférické kyvadlo

Predpoklddame matematické kyvadlo, které se mize pohybovat ve sméru x a'y. Pak
l.moéd:  x(t) =x,cos(w,t+¢,) (2.2.1)
2.méd:  y(t) =y, cos(w,t+¢,) (2.2.2)

V tomto ptipad¢€, protoze madme pouze jedno téleso a stejnou vratnou gravitacni silu, plati

W =w, =,/g/l (2.2.3)

Obe frekvence jsou stejné, tzv. degenerovany piipad, a vysledny kmit je superpozice obou
modi. Té¢leso se pohybuje obecné po elipse.

2.3. Podélné kmity dvou vazanvych téles.

Ptedpokladame uspotadani (obr.2.3.1.) dvou stejnych téles a,b o hmotnosti m mezi tfemi
stejnymi pruzinami.
Pohybové rovnice pro téleso a s vychylkou vy, a pro téleso b s vychylkou s

m{, =-K@+y,)+K@-y, +y,) =-2Ky, +Ky, (2.3.1)
m{, =K@-y,)-K@-y, +y,) = 2Ky, +Ky, (2.3.2)
Ob¢ rovnice seCteme a odecteme
m(l:pa +l:pb)=_K(an +L|Jb) (2.3.3)
m(Q, -§,) =-3K(W, -y,) (2.3.4)

To jsou dvé pohybové rovnice pro jednoduchy oscilator, respektive pro dva mody
s vychylkami y; a v, , tyto vychylky se nazyvaji rovnéz souradnice modii nebo normalni
soufadnice
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'~|J1 :Lpa +l.L|b :Al Cos(w1t+¢1) - (*)12 =— (2-3-5)
m
W, =Y, —P, =A, cos(w,t+d,) - W - 3K (2.3.6)
m

V 1. médu plati A,=0 a tedy Y, =, , télesa kmitaji na jednu stranu jako celek
s frekvenci w, .
Ve 2. modu plati A=0 atedy P, = -, télesa kmitaji na opacné strany s frekvenciw, .
Sectenim, respektive odectenim rovnic (2.3.5, 2.3.6) dostaneme feSeni pro jednotliva télesa
ab
2l'pa = l'pl + l'IJZ = Al Cos(wlt + q)l) + A2 COS(th + ¢2) (2'37)
20, =Y, —Y, = A, cos(w;t + ¢1) — A, cos(w,t + ¢2) (2.3.8)
Vlastni frekvence w, a w, miZeme odvodit rovnéz touto tivahou. V prvnim moédu plati
Y, =y,, soustava kmitd jako by tam prostfedni pruzina nebyla, pak je to pfipad jednoho

télesa o hmotnosti m, které je vraceno pouze jednou pruzinou a tedy
K
W =— (2.3.9)
m

Ve 2. modu plati P, =-4,, z jedné strany piisobi na téleso sila —ky, a z druhé strany
-2k, (stfedni pruzina je dvojnasobné¢ napjata nebo stlacend) a tedy

w; = 3K (2.3.10)

Obr. 2.3.1. Podélné kmity, dva stupné volnosti.

Pro uvedeni soustavy do stavu, kdy cela kmitad v 1. médu zvolime pocatecni podminky pro
t=0 ve tvaru

v, =4, ,0=4A, G (0)=0 P, (0)=0 (2.3.11)
Po dosazeni do (2.3.7) a (2.3.8) a jejich derivaci podle ¢asu dostaneme pro mody
PO0)=A =24,  §,0=0 PO=0 Y,(0)=0  (23.12)
Dosazenim do (2.3.5) dostaneme pro tento méd
Y, = A, cos(w,t) =2A, cos(w,t) (2.3.13)
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Soucasné z (2.3.7) a (2.3.8) pro jednotliva télesa

W, = A, cos(w,t) W, =A,cos(w,t) (2.3.14)
To je ptipad, kdy obé¢ télesa kmitaji ve stejném sméru se stejnymi vychylkami, se stejnymi
fazemi. Stfedni pruzina neni deformovana a nema vliv na kmitavy pohyb.

Analogicky pro uvedeni soustavy do kmitti ve 2. mdédu zvolime pocate¢ni podminky v t=0
takto

W, 0)=-4A, ¢, O=4A, G (0)=0 P, (0)=0 (2.3.15)
Stejnym postupem dostaneme

g, (0)=0 g, 0)=-24, PO0)=0  §,(0)=0 (2.3.16)
Pro moéd plati

P, =2A, cos(w,t+ 1) =-2A  cos(w,t) (2.3.17)
To odpovida kmitim jednotlivych téles
P, = A, cos(w,t) W, =A,cos(w,t +1) =—-A cos(w,t) (2.3.18)

Tedy obé¢ télesa kmitaji se stejnou amplitudou v opaénych smérech. Stfedni pruZina je
dvojnasobné deformovana proti krajnim.

2.4. Priéné kmity dvou vazanvch téles

Uspotadani a tvar kmitii v obou médech je na obr. 2.4.1.
V prvnim modu plati i pro pficné vychylky Y, =, , tedy stfedni pruzina nema na kmitani
vliv a podobné jako pro podélné kmity
K(a-— T,
0’ _K@-a) _T, 2.4.1)
ma ma
Kde Ty je tzv. napéti.
Ve 2. modu plati P, = -y, , stfedni pruzina je dvojnadsobné napjata a tedy
T, 2T, 3T,
W, =—t+-0==20 (2.4.2)
ma ma ma
Pro a, — 0jsou frekvence pro podélné a pfi¢né mody stejné.

a b Wb
.
“ *
“‘ Q ’0‘
.0
* *
0. PY
C *
Wa
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Obr. 2.4.1. Pricné kmity — dva stupné volnosti.

2.5. Skladani dvou rovnobéznvch kmita

Velmi ¢asto miizeme pozorovat skladani (interferenci) dvou kmitii s riznymi frekvencemi
, a W, . Pro rovnobé&zné kmity plati (pro jednoduchost volime stejné amplitudy a
zanedbavame fazi)

W T, 2.5.1)

Y=y, +P, = Acos(w,t) + Acos(w,t) = 2A cos “ ;wz tcos

_2 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35

Obr. 2.5.1. Skladani kmitii o stejnych amplitudach a riiznych frekvencich w, =1s™",
postupné  ®, =3s7',5s7',10s ™.

Coz lze napsat ve tvaru

P =2A cos(w,, 4t)cos(w,t) = A, (t)cos(w,t) (2.5.2)
Kde
- +
Wy =2 2°°2 w, =2 2“’2 A g (1) = 2A cOS(@, 1) (2.5.3)

V piipad¢ dvou velmi blizkych frekvenci se jednd o kmit s témét ptivodni frekvenci (W, = w)
a s pomalu se ménici amplitudou s frekvenci w_, = Aw/2. Tomuto jevu fikame ,rdzy* — viz

obr. 2.5.2. S timto jevem se setkdme v akustice.
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Obr.2.5.2. Rdzy - skladani kmitii s blizkymi frekvencemi (w, =1s™',0, =1.1s™"), v hornim
okné jsou amplitudy A;=1 a A,=0.5, v dolnim okne A;=A,, obalka je vyznacena zelené.

Pro uspofadani dvou stejnych matematickych kyvadel spojenych slabou pruzinou, viz druhy
priklad na obr.2.1.1., plati pro prvni mod (pruzina nema vliv na pohyb télesa)

l.mod: @, =, 2 :% (2.5.4)
a pro druhy méd (mimo piisobeni tihy je pohyb télesa o hmotnosti m ovlivnén dvojndsobnou

deformaci pruziny)

2.mod: @, =-y, :%+%K (2.5.5)
Pro kmity jednotlivych téles plati
W, =W, +U, =A cos(wt+¢,)+ A, cos(w,t +9,) (2.5.6)
P, =W, —W, = A, cos(wt+ ¢1) — A, cos(w,t + ¢2) (2.5.7)
Pro jednoduchost zanedbame faze a predpokladame stejné amplitudy
Y, = Acos(w,t) +Acos(w,t) (2.5.8)
Y, = Acos(w,t) — Acos(w,t) (2.5.9)
nebo
Y, =2Acos(w,  t)cos(w,t) =A _,(t)cos(w,t) (2.5.10)
Y, =2Asin(w, 4t) sin(w,t) =B, _ ,(t)sin(w,t) (2.5.11)

Pokud se jedna o slabou vazbu (2k/m << g/1) pak ob¢ frekvence jsou si blizké a miZzeme
pozorovat razy. Rychlé kmity se od sebe li§i fizovym posunem o T/2 podobné je tomu pro
modulaéni amplitudy.
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Podobné je tomu s energii jednotlivych téles. Predpokladejme ze, béhem jednoho rychlého
kmitu se amplituda prakticky neméni, pak pro kinetickou energii 1ze psat

E :lmmzA2 =2mA’w’ cos? (W .t 2.5.11
ka 2 st st

mod mod

E k mod

. :%moofth =2mA’w; sin’(w, ,t) (2.5.12)

Po secteni a odecteni
E, =E,, +E,, =2mA’w}, (2.5.13)
E,, —E,, =K(cos’(,4t) —sin’ (0, 1)) = Kcos(2w, 4t) = Kcos(w, = w,)t (2.5.14)
Rovnéz sectenim a odectenim dostaneme kinetickou energii jednotlivych kyvadel

E,, = %K[l + cos((w, = ,)t)] (2.5.15)

E,, = %K[l ~ cos((w, = w,)1)] (2.5.16)

Viditeln¢ se kineticka energie pieléva z jednoho kyvadla do druhého s frekvenci
A=w —w,.

2.6. Skladani kmiti na sebe kolmych.

Opét Castym piipadem je sklddani kmiti kolmych navzéjem, napt. sférické kyvadlo.
V takovém piipadé€ jsou frekvence ve smérech x, y stejné a plati
W, =y, cos(wt+¢,) (2.6.1)

P, =y, cos(wt+d,) (2.6.2)

Ustalenou vyslednou kiivku, po které se bude kyvadlo pohybovat, dostaneme vyloucenim
¢asu t z obou rovnic, napf. pro fazovy rozdil Ap = ¢, —¢, =nn plati

P, =y, cos(wt+¢,) (2.6.3)
W, =y, cos(wt +¢, +nm) =FY , cos(wt +9,) (2.6.4)

V podilu (pro ndzornost pouzivame 1 bézné oznaceni os x,y)

E — lIJx =F ll“'XO

y l‘IJ y lIJ yO0
Coz je rovnice piimky. Podobné pro Ad = ¢, —¢, =(2n +1)T1/2 dostaneme pro stejné
amplitudy

= konst (2.6.5)

P, =P, cos(wt+d,) (2.6.6)
P, =FY,, sin(wt+¢,) (2.6.7)

Po umocnéni a secteni
X4yt =l ) =, (2.6.8)

Coz je rovnice kruznice. Pro rizné amplitudy dostaneme stejnym postupem
2 2 2 2
LS A N S (2.6.9)
l‘IJ x0 LIJ yo l'IJ x0 l.IJ yo
Coz je rovnice elipsy s poloosami ve smérech x, y. V obecném piipad¢ vyjdeme z rovnic
(2.6.1,2.6.2 ) a poné¢kud zdlouhavéjsim, ale jednoduchym postupem dostaneme

18
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Obr. 2.6.1. Skladani na sebe kolmych kmitii postupné pro )P , =W , =1,A¢ =0
DY, =W, =LA =T1/2 3P, =2, =LA =T/2,H) Y, =2,y , =LA =7/3.

Pti skladani kmitd na sebe kolmych a s riznymi frekvencemi

X =X, cos(w t+¢,) y =y cos(w,t+¢d,) (2.6.11)
dostaneme mnohem sloZit¢jsi kiivky. Ve speciadlnim piipade, kdy pomér frekvenci je
racionalni ¢islo jsou kiivky uzaviené (v obdélniku 2x, 2y, ) — tzv. Lissajousovy kiivky, viz
obr. 2.6.2.
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Obr.2.6.2. Skladani kolmych kmitii o ruznych frekvenci, stejnych amplitudach a fazich,
postupné Dw, =1,0, =2,2)w, =2,w, =3,3)w, =3,w, =4,4H)w, =16,0, =17.

3. Volné kmity — mnoho stupnu volnosti.

Pro vétsi pocet stupiii volnosti mizeme postupovat analogicky. Zajimavé vysledky
dostaneme zejména pro velky pocet, respektive pro nekonecny pocet, coz je spojité prostiedi.
Predpokladejme N pocet stupniii volnosti, sou¢asné¢ mame N modi, N frekvenci a N fazi a
amplitudy v poméru A;: Ay: As:.... V pfipadé N — oo se jedna o spojity systém, ktery
popisujeme funkci Y(x,y,z,t) a misto kmitdh miZzeme mluvit o stojatych vinach. I v tomto
piipadé¢ mame nekonecny pocet modi, frekvenci a fazi. (V redlném prostiedi je tzv.
nekoneéno omezeno diskrétni povahou latky (napf. po&et atomi v pevné latce je asi 10%cm™).
superpozici modi, kterd je urcena pocatecnimi podminkami.

Ptipad rostouciho poctu modii v jednoduchém fetézci kmitajicich télisek je na obr.3.1.0 .
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Obr.3.1.0. Mody — mnoho stupnit volnosti.

3.1. Pri¢né mody spojité struny.

Koneény, ale velky pocet stupiili volnosti probereme pozdéji. Prednost dame ptikladu
spojitého prostredi — struné. To je kmitajici drat upevnény na obou koncich.
Pro obecné 3dm téleso 1ze psat

WX, y,z,t) =P, (X,y,2,1) + jU, (X, y,2,1) + kY, (X,Y,2,1) (3.1.1)
ProtoZe se jedna o 1dm strunu nataZzenou ve sméru osy z
W(z,t) =iP, (z,t) +jU, (2, 1) + kY, (z,1) (3.1.2)
Funkce Y, (z,t) popisuje podélné kmity, které nebudeme studovat. Pak pro pticné kmity plati
W(z,t) =i, (z,1) +jU, (z,t) (3.1.3)
Rozechvéjeme-li strunu pouze ve sméru x, pak staci
P(z,t) =iP (z,1) (3.1.4)
Zvolime hmotnost elementu struny ve tvaru
Am =p Az (3.1.5)

kde Az =2z, -z, ,p, je konstantni (struna je homogenni) linedrni mérnd hmotnost, natazent,

resp. napéti struny je
T=(a-ay K (3.1.6)
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Obr. 3.1.1. Element struny.

Ve shod¢ s obr.3.1.1.- je vratnd sila piisobici na element ve sméru x
F (t) =T, sin(®,) - T, sin(O,)
Pro malé thly lze psat
cos(@) - 1 Tcos(©) =T,
Pak vztah (3.1.7) ma tvar
F () =T, cos(©,)tg(0,) — T, cos(©,)tg(O,) = T,tg(0,) — T)tg(®,)

Respektive
2
Fx(t):To(a—wj —To[a—tpj = 1,0, 0 YD
0z ), 0z ), 4]

V4
Z 2. Newtonova zakona

Ami(z, 1) = L 9EY zg’z(f’ D)

Po tprave
O’W(x,t) _ T, 9°Y(z,t)
ot’ p, 0z’

To je velmi dillezita vlnova rovnice pfi€nych kmith struny, respektive stojatych vin.

Poznamenejme, Ze ¢len T, /p, ma rozmér m’s”, tedy kvadratu rychlosti.

3.2. Stojaté viny

(3.1.7)
(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

Hledame moddy, tedy stavy kdy vSechny ¢asti struny kmitaji se stejnou frekvenci a fazi.

Obecny tvar takového mddu, stojaté viny je
W(z,t) = A(z) cos(wt + ¢)

Druh¢ derivace podle ¢asu (zrychleni) a soutadnice

% = -’ A(z) cos(wt + §)

(3.2.1)

(3.2.2)
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0’Y(z,t) _ 0°A(2)

cos(wt + 323
97 P (0t +¢) (3.2.3)
Po dosazeni do vinové rovnice (3.1.12)
aZA(Z) > Py
=-w —A(z 324
3 T, (2) (3.2.4)

Tato rovnice, kterd ma stejny tvar jako harmonicky oscilator, uréuje geometricky tvar médu
A(z). Soutadnice t je zaménéna za z a misto ¢asové frekvence w=21/T dostaneme
prostorovou frekvenci (nebo vinové Cislo)k =271/A , kde A je vinova délka. Obecné feSeni
pro amplitudu mé tvar

A(z) = Asin(kz) + Bcos(kz) (3.2.5)
Po druh¢ derivaci
2
a%”zﬁﬁu) (3.2.6)
0z
Srovname s (3.2.4) a dostaneme
ufziiw (3.2.7)
Po

Coz je dulezity, tzv. disperzni vztah (w = f(k) ). Jinou Gipravou dostaneme

sz/zﬁ:vo (3.2.8)
Po

Kde vo mé formalni vyznam fazové rychlosti.
Obecné feseni dostaneme dosazenim (3.2.5) do (3.2.1)

Y(z,t) = (Asin(kz) + Bcos(kz))cos(wt + ¢) (3.2.9)
Okrajové podminky jsou urCeny tim, Ze struna je upevnéna v bodech z=0 a z=L, kde Y =0:
z=0 W(0,t) =(0+B)cos(wt+¢)=0 - B=0 (3.2.10)
Pak
Y(z,t) = Asin(kz)cos(wt + ¢) (3.2.11)
Pro
z=L proAZ0 - sinkL =0 (3.2.12)
Tedy
kL =nm (3.2.13)
Nebo Iépe (n je celé Cislo)
k, L =nn (3.2.14)
Nebo
A= o= L =ad (3.2.15)
n n
Nebo s vyuzitim (3.2.8)
vn:%i, \“=§? V. =vn (3.2.16)

Dilezity zavér je, ze disledkem okrajovych podminek dochazi k tomu, ze ur€ujici parametry
maji diskrétni hodnoty (v kvantové fyzice je analogii kvantovani). Napt. frekvence modui jsou
nasobkem zakladni frekvence (harmonické frekvence), vinova délka je zlomkem zakladni
vlnové délky, atd. viz. obr.3.2.1.V piipad¢ nehomogennich strun (p, # konst) je situace

vvvvvv
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Obr. 3.2.1. Mody struny.

3.3. Disperzni vztah.

Timto vztahem rozumime vztah mezi frekvenci a vinovym ¢islem nebo obycejnou frekvenci a
vinovou délkou. Pro strunu jsme odvodili

T T
W, = [k nebo v, = L 1 (3.3.1)

! pO ! pO )\n

¢astecné nehomogenni struny

W = %kz + ok (3.3.2)
0

Proto harmonické frekvence nejsou ndsobkem zékladni.

©y

Obr. 3.3.1. Disperzni vztah pro idedlni strunu.

3.4. Kmity systému s N stupni volnosti.

Konecny retézec - jednocasticovy- pri¢né kmity

Predstavime si N télisek spojenych stejnymi pruzinami (strunu nahradime diskretnimi prvky),
viz. obr.3.4.1.
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Obr.3.4.1. Pricné kmity — N stupnit volnosti.
Pro malé pticné kmity pro n-ty element plati pohybova rovnice
o Ve T, W, ¢, _ T
mQ, () =T, la - T, . : —:O(HJHH 20, +0,.) (3.4.1)

V pfislusném modu bude kazdé télisko kmitat se stejnou frekvenci a fazi, ale riznou
amplitudou a feSeni predpokladame ve tvaru

W, (t) = A, cos(wt+9) (3.4.2)
Druhou derivaci podle ¢asu
D, (1) =P, (1) (3.4.3)
dosadime do (3.4.1)
-mwA, :%(Anﬂ -2A, +A,) (3.4.4)
nebo
A AL =A,Q- 5 0) (3.4.5)

0
Tj. rovnice, ktera dava zavislost amplitudy (tvaru modu) na frekvenci.
Pro spojité prostiedi jsme méli (3.2.11)
A(z) = Asin(kz) (3.4.6)
Predpokladejme, ze pro velké N se soustava bude chovat obdobn¢ a polozme z=na, pak
muzeme ocekavat

A =Asin(kna) (3.4.7)
Podobné
A, =Asin(k(n +1)a) = Asin(kna) cos(na) + A cos(kna) sin(ka) (3.4.8)
A _, = Asin(k(n —1)a) = Asin(kna) cos(na) — A cos(kna) sin(ka) (3.4.9)
A, +A, _ =2Asin(kna) cos(ka) = 2A  cos(ka) (3.4.10)
Dosadime do (3.4.5) a fesime rovnici
2A_ cos(ka) =An(2—%w2) (3.4.11)
0
Pro A, # 0dostaneme dilezity disperzni vytah
2T 4T
w =21 -cos(ka)) =—%sin’ ka (3.4.12)
ma ma 2

Poznamenejme, Ze pro malé a respektive ka/2 s pomoci m = ap,lze psat
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uf:ﬂsilﬁ[ﬁj:ﬂ(ﬁj :Ekz (3.4.13)
ma 2 ma \ 2 Po

Dostali jsme podle o¢ekavani vztah pro spojitou strunu.
Rovnéz vyuzijeme hrani¢ni podminky W =0 pro z=0 (n=0) a z=L (n=N+1). Pro obecné feSeni

ve tvaru
A, = Asin(kna) + Bcos(kna) (3.4.14)
z=0 - A, =0 - B=0 (3.4.15)
z=L - Ay, =Asin(k(N +1)a) = Asin(kL) =0 (3.4.16)
Pak pro A # 0dostaneme podobna vybérova pravidla
k, L =nn (3.4.17)
Disperzni vztah (3.4.13) ma tvar
4T,
o = o gip2 Ka (3.4.18)
ma 2
Ten dovoli vypocitat piislusné frekvence. Je na obr.3.4.2. Poznamenejme, Ze nejveétsi k
+
Ky = @®+hn_n (3.4.19)
L a

Tvar méda je na obr. 3.1.0., pro strunu na obr. 3.2.1.

struna

Obr. 3.4.2. Disperzni vztah (3.4.18) pro soustavu s N=5
Kone¢ny rFetézec — dvoucasticovy — pri€né kmity.
Zajimavé vysledky dostaneme v analogickém ptipad¢, kdy se fetézec sklada ze stridajicich se

¢astic o riznych hmotnostech m a M — viz obr. 3.4.3. (M>m). Pro zjednoduSeni piecislujeme
jednotlivé prvky na dvojnasobek, celkovy pocet prvka je 2N.
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Obr. 3.4.3. Konecny retézec s casticemi o hmotnosti m a M.

Dostaneme dvé pohybové rovnice

. T
M, (t) = ?O(Lp a2, T W,,) (3.4.20)
. T
mQ,, ., (t) = FO(HJ sz T 2Wonn +Wy,) (3.4.20)
Reseni predpokladame ve shodé s predchazejicim piipadem ve tvaru
Y, (t) =A,, cos(wt +¢) = Asin(k2na)cos(wt + ) (3.4.21)
W, ., (t) =B, ,, cos(wt+¢) =Bsin(k(2n +1)a) cos(wt + §) (3.4.22)
a stejnym postupem dostaneme rovnice
T, T,
(Mw” —2—2)A +2B—"cos(ka) =0 (3.4.23)
a a
2 TO TO
(mw” -2—)B+2A —cos(ka) =0 (3.4.24)
a a
Tato soustava rovnic musi mit determinant rovny nule, pak
b
T T 2 )
PR TR TRRN I .
a\m M a|\lm M Mm

Dostavame dvé feSeni pro o+ a o. obr. 3.4.4.

Vétev pro w+(k) je tzv. opticka a pro w_(k) je tzv. akustickd. Diivodem k tomuto oznaceni je
velikost frekvenci. Mezera mezi obémi vétvemi je oblast zakazanych frekvenci (n€kdy tzv.
zakazany pas), ktera roste s pomérem hmotnosti M/m. Je rovnéz zajimavé vypocitat pomer
amplitud A/B, respektive B/A. Frekvence ze vztahu (3.4.25) dosadime do (3.4.23), vysledek
je na obr. 3.4.4. Pro akustickou vétev jsou obé amplitudy kladné (Castice kmitaji na stejnou
stranu) a plati A = B (t€Z8i Castice kmitaji vice nez ty leh¢i). Pro optickou vétev maji
amplitudy rizna znaménka (Céstice kmitaji v opacném smeru) a plati |A| < |B| (lehké castice
kmitaji vice nez tézké).
Vybérové pravidlo pro k je stejné jako v ptipad¢ jednocasticového fetézce (3.4.17)

k L=nn
s tim, Ze n=0,1,2....2N+1 a soucasn¢ plati L=a(2N+1). Graf na obr. 3.4.4 by mohl byt
v intervalu (0,7/a), ale je ziejmé, Ze je symetricky kolem hodnoty krajni hodnoty n/a a tedy
vSechna informace je uz v grafu v intervalu (0, n/2a). Nékdy je zvykem tento graf uvadeét
v intervalu (-n/2a, m/2a).

(3.4.26)
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Obr. 3.4.4. Zavislost frekvence na k pro dvoucasticovy retézec (m=1,M=2) a jejich pomer
amplitud.

Je vhodné explicitn¢ uvést vypocet dovolenych frekvenci pro k=0 a k=n/2a, pak pro

k=0:
2T,
w, =—2 (i+ij w. =0 (3.4.27)
a\m M
k=n/2a:
2T, 2T, 2T,
(Jo+:_0 w =2 Aw=w, —W =0 i—i (3.4.28)
am aM a\m M

kde Ao je sitka zakdzaného intervalu (pasu) frekvenci.
Konecny retézec - jednocasticovy- podélné kmity

V tomto pifipad¢ studujeme podélné kmity fetézce, viz obr. 3.4.1., ptipadné v detailu obr.
1.6.1. Znaceni zGstava stejné, jen y je podélna vychylka a pismenem K oznacime tuhost
pruzin. Analogicky k (3.4.1) plati pohybova rovnice ve tvaru

m, (1) =KW, ~0,) =KW, ~,) =KW, -2, +y, ) (3.4.29)
Je to prakticky stejna rovnice, jen velicina Ty/a je zaménéna za K. Postup je zcela podobny a
proto miizeme hned psat vysledné vztahy. Disperzni vztah bude mit tvar

o = Kgn ka (3.4.30)
m
Pro vybérové pravidlo
k L=nn (3.4.31)

je disperzni vztah
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o = K n2 Ka (3.4.32)
m 2
Jedna z moznych aplikaci jsou napt. akustické viny.

Konecny retézec — dvoucasticovy — podélné kmity.

Cely proces analogického postupu je mozné opakovat i v tomto komplikovanéjsim piipad¢.
Vysledky jsou prakticky stejné, jen je nutné opét vyraz Ty/a nahradit tuhosti pruziny K.

Retézec vazanych Kyvadel.

Studujme ptipad fetézce matematickych kyvadel (délka zavésu 1), které jsou navzajem
svazany slabymi pruzinami. Pohybova rovnice bude mit tvar

my, (t) = —m%+K(wn+l -y, )-K(Ww, —y,.)= —m%+K(wn+l —2y, +,)  (34.33)

Odvozovani je obdobné jako v ptedeslych ptipadech. Disperzni vztah dostaneme ve tvaru

=8 gk (3.4.34)
m
Pro okrajovou podminku
k, L =nn (3.4.35)
ziskame
k
W =%+4;Ksin2?a (3.4.36)

Disperzni vztah je na obr. 3.4.5.

1.4

1.2+ -

O ] | | | | | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Obr. 3.4.5. Disperzni vztah (a) (3.4.34) pro vetezec kyvadel, (b) vztah (3.4.30) pro podélné
kmity jednocasticového retézce.
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Pfipomenime si vztahy (1.4.7), kdy pro vlastni frekvenci matematického kyvadla plati

W, :% (3.4.37)
a pro kmitajici téleso na pruziné (1.2.3)
K
Wy, =— (3.4.38)
m
Pak
2 _ 2 > . 2 ka
W =Wy, +4wy, sin > (3.4.39)
a pro ka<<1
W =Wy, +up,a’k’ (3.4.40)

coz je Casty tvar disperzni vztahu (analogii lze napt. vidét v energii elektronti v kvantové
mechanice).

Uvedené piiklady fetézct jsou typické a Ize dale podobnou cestou studovat komplikovanéjsi
ptipady, jako je stfidani spiral s riznou tuhosti, stfidani hmotnosti u kyvadel atd.

4. Kmity v 3dm prostoru

4.1. Stojaté viny v dutiné

Zobecnime dosavadni ivahy na 3dm prostor. Zvolime ptiklad chovani vin v dutiné tvaru
kvédru s hranami a,b,c a ve specialnim ptipadé krychle o hrané L.
Pro 1dm plati vlnova rovnice ( 3.1.12)

2 2
0 LIJ(;i,t) _T,0 LIJ(f,t) @.1.1)
ot p, Oz
Kterou ve tiech dimenzich pro Y(x,y,z,t) napiSeme ve tvaru
2 2 2 2
py=0 ¥, 0w, 00 _ OV (4.1.2)

ox> ody’ 0z’ ot’
Kde K vystihuje objemové vlastnosti dutiny (soutasné K=v~, kde v je rychlost vinéni)
Hledame feSeni ve tvaru

Y(x,y,z,t) = A(X,y,z) cos(wt + §) (4.1.3)
Po dosazeni druhych derivaci dostaneme
) 0°A = -Kw’A (4.1.4)
Reseni hleddme pomoci separaci proménnych a predpokladame
AX,y,2) = A, (XA (YA, (2) (4.1.5)
Dosazenim druhych derivaci dostaneme
2 2 2
A A, g Az" +A A, 9 IA;y +A A 4 AZZ = _K(L)ZAXAYAZ (4.1.6)
0x dy 0z

nebo
1 0°A, 1 0°A, 1 9%A,
A, 0x* A, 0y’ A, 07’

= -Kw’ = konst (4.1.7)
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Kazdy ¢len nalevo je funkci pouze jedné soufadnice, napravo je konstanta, proto kazdy ¢len
nalevo je rovnéz roven konstanté, které jsou obecné rizné.

2
1 0°A 2 1 0°A, e 1.0°A, _—

A_x ox’ i A_y dy’ Y A, 0z° ‘

(4.1.8)

Kde
k2 +k; +k; =Kw’ (4.1.9)
Rovnice (4.1.8 ) jsou podobné rovnici oscilatoru, feSeni hledame ve tvaru
A=A sin(k, x)+B,, cos(k, x)
A, =Asin(k y)+ B cos(k,y) (4.1.10)
A, = A sin(k,z) + B, cos(k,z)
Okrajové podminky jsou obdobné jako diive. Po fadé pro x,y,z=0 a x,y,z=L musi byt
A, Ay, A=0, pak Byo, Byo, B,0=0 a konecné
k,.L=nmn  nebo k,a=nnmn
k,L=nT nebo k. b=n T (4.1.11)
k,L=n,m nebo k,c=n,m
Pak
A(X,Y,2) = A, (XA (Y)A,(2) = A A A, sin(k, x)sin(k y)sin(k,z) (4.1.12)
Kde kazdé k;, ky, k, ma svoje vybérové pravidlo (4.1.11).
Pro fyzikalni veli¢iny zavislé na celkové hodnots k, respektive k*

™
k? =ki+k§+k§=?(ni+n§+ni) (4.1.13)
Napt. energie elektronu v kvantové jamée — dutin€ je dana vztahem
21,2
E= bk (4.1.14)
2m

Jednotlivé hodnoty k” nebo energie E dostaneme volbou kombinace celych &isel ny, ny, n, —
viz tab. 4.1.1.

ny [ny|n, Zniz deg.
1 (1|1 |3

1 |1 ]2 16 3x
1 (2|1 ]6

2 /1|1 |6

1 121219 3x
2 111219

2 121119

1 (1 (3 |11 3x
1 |3 |1 |11

3 1 (1 |11

1 (2 (3|14 6x
Tab. 4.1.1.

4.2. Pocet stojatvch vin

31



Uvedena vybérova pravidla umoziuji vypocet fady diskrétnich velicin, které urcuji prislusné
mody, respektive stojaté viny. Zajimavym a dulezitym problémem je urceni celkového poctu
vin v né¢jakém intervalu nebo 1épe vypocet hustoty vin.

k, k,
k+Ak

k / Vio k Vio

Obr. 4.2.1. k — prostor, 1/8 k prostoru.

Predpokladame opét krychli o hran€ L. V k prostoru — viz obr.4.2.1., kde hodnoty k jsou
samoziejmé diskrétni, kazdy bod zaujme prostor Vio(nejmensi mozny, n,= n,=n,~1)

(Y
Vio —(L] 4.2.1)

Pak pocet bod (stavll) v kouli o poloméru k (pouze pro kladnd ky, ky, k, a tedy v osminé
koule) je

14 1 L’ A%
N(k)=—--Tk’ —=—k’ =—k’ 422

®) 83 Vv, 61 6TC #22)
Kde V je objem zvolené krychle. Pro pocet bodu (stavil) v intervalu (k, k+dk) dostaneme
dN \Y%
k)dk = —dk =| — [k*dk 423
g(k) ™ ( e ] (4.2.3)
Kde g(k) je tzv. hustota stavli. Stejny vztah dostaneme zndmou tvahou, ze je to pocet bod

(stavil) mezi dvémi koulemi o polomérech k a k+dk

g(k)dk = %41‘[1(2 Vidk = (%jkzdk (4.2.4)
kO

Pro konkrétni vypocty je nutné znat zavislost hledané veli¢iny na k, napt. disperzni vztahy
typu (3.2.7), (3.2.8) nebo jiz zminénou zavislost energie elektronu na k (4.1.14)

E=ho=K 4.2.5)
2m
Pak
N(w) = —— 2—]%& (4.2.6)
6C \ h -
%
_3(V | 2m z
g(Wdw= 2(6 =~ ( A j w2 do 4.2.7)
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3
_3(LV o 2myro )
g(E)dE—2(6 rﬁj{hzj E’2dE (4.2.8)

To jsou nepochybné diilezité vztahy udavajici pocet stavii v intervalu dw nebo dE. Dopliime
nas ptiklad o chovani elektront v krystalu. Tam vSechny elektrony pfti teploté absolutni nuly

cwwr

principu je kazdy stav obsazen dvéma elektrony (s riznymi spiny). Pak pro pocet elektronti
N dostaneme na energiovych hladinach (stavech) dostaneme

4\ B2 (4.2.9)
N (E)dE =0 E>E,

Funkce jsou na obr.4.2.2.

P
N, (E)dE = 2l[ﬂj E”dE  E<E,
b

Nu(E
o(E) i(E)

Obr. 4.2.2. a) hustota stavii v obecném pripade, b )pocet elektronii v pripade kovii.

5. Realny oscilator

5.1. Tlumeny oscilator, vvnucené kmity

Dosud jsme popisovali oscilator bez vnitiniho tfeni a bez ptisobeni dalSich vné&jsich sil, ovsem
s vyjimkou vratné sily. V redlnych piipadech tfeni nelze zanedbat, vysledkem jsou tlumené
kmity nebo dokonce neptitomnost kmitavého pohybu. Rovnéz ptisobeni vnéjsich sil a tedy
vznik vynucenych kmiti je velmi Casté.

Predpokladame pro jednoduchost t€leso o hmotnosti m, zavéSené na spirale s tuhosti K a
kmitajici ve sméru x. Pohybova rovnice pro netlumeny oscilator s vlastni frekvenci w,

mX+Kx=0 mnebo mX+muwix=0 (5.1.1)
Pohybova rovnice v obecnéj$im piipad¢ ma tvar
mX +mlx + meyx = F(t) (5.1.2)

Kde novy ¢len ml x je sila tfeni, ukazuje se v praxi, Ze je dobfe umérna rychlosti, [ je

v

v

Pro jednoduchost zvolme ptipad bez vnéjsi sily, pak
X+TX+wx =0 (5.1.3)
Predpokladejme feseni ve tvaru
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x(t) = Ae™"? cos(wt + ¢) (5.1.4)
Nazorné mizeme rovnici fesit substituci

x =ze 2 (5.1.5)
Po dosazeni a Gipravé dostaneme
r 2
7= —(wy, —T)z nebo 7=-wz (5.1.6)
Coz je rovnice podobnd netlumenému oscilatoru s frekvenci , . Po dosazeni
x(t) = Ae™"'? cos(w,t + ¢) (5.1.7)
Mame tedy kmit s tlumenou amplitudou Ae™"'? a s frekvenci
2

Misto veli¢iny I se nékdy pouziva T =1/T", coz je doba za kterou amplituda klesne e krat.
Rozlisme tii mozné ptipady:
1. Slabé tlumeny oscilator : /2 << w, ,pak

W =W, x(t) = Ae™"? cos(w,t + ) (5.1.9)
Jedna se o kmit se slab¢ klesajici amplitudou s Casem a kmitajici s frekvenci netltumeného
oscilatoru w,, viz obr.5.1.1.
2. Kriticky tlumeny oscilator : /2 = w, , pak

w =0 x(t) = Ae™""? cos(§) (5.1.10)

Pak oscilator prestava kmitat a amplituda klesa k nule, jedna se o tzv. kriticky kmit, viz obr.
Tyto podminky maji dobry smysl pro zastaveni kmitajici soustavy.
3.Silné tlumeny oscilator : [/2 >> , . Redent je v oboru komplexnich ¢&isel, ziejmé se jedna

o nekmitajici ptipad se silné tltumenou amplitudou. Z pohledu studia kmitd je to ne pfilis
zajimavy ptipad.
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0 10 20 30 40 50 60 70
t(s)

Obr. 5.1.1. Oscildtor: netlumeny w, =1s™',[ =0, slabé tlumeny T =0.1s, kriticky tlumeny
M=2s.

Kmity tlumeného elektrického obvodu

Pro jednoduchy sériovy obvod slozeny z kondenzatoru s kapacitou C a civky, induk¢nosti L a
odporem R plati podle 2. Kirchhoffova zdkona

Rj+jL+%: (5.1.11)
Analogicky ke vztahu (1.5.7) dostaneme
R 1
q+—q+—q=0 5.1..12
a+Ta* ( )
a tedy obvod bude kmitat s vlastni frekvenci  podle (5.1.8), kde
1 R
W, =— r=— 5.1.13
b =T C T ( )

Pro slabé& tlumeny obvod musi platit R<<L a pro kriticky tlumeny R*=4L/C.
Tlumené kmity plazmatu — srazky

V realném piipade vzniku plazmatu dochazi ke srazkdm predevsim elektronti s ionty. Pii
takové srazce ztrati elektron ¢ast své rychlosti. Dobu mezi dvémi srazkami oznacime t.. Pak
relativni rychlost poklesu aktivnich elektront bude
ldn _ 1
- = =T (5.1.14)
ndt T

c

Vysledna pohybova rovnice je
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74+Tz+wz=0 (5.1.15)

5.2. Energie slabé tlumeného oscilatoru

Piedpokladame, ze ¢len e *'?

energie oscilatoru

je témef konstantni béhem jednoho cyklu a pak celkova

B0 =B, (0+E,(0 = mi* - moix’ = mAwie ™ 5.2.1)

Energie oscilatoru klesa s Casem, zbytek energie se zpravidla méni tfenim v tepelnou energii.
Pak pro relativni rychlost energetickych ztrat dostaneme

_1dE _ . (5.2.2)

Pro charakterizaci tlumeného pohybu se zavadi Cinitel jakosti Q (2 1 nasobek poméru celkové
energie ke ztratam za jednu periodu T)

E
TdE/dt
ktery je nepfimo imérny koeficientu tfeni [ a pfimo tmérny frekvenci. Je vyhodny
v technické praxi.

_ _ %
Q=2m == (523)

4

5.3. Slabé tlumeny oscilator s vnéjsi silou

V dosti obecném piipad¢ uvazujeme F(t) ve tvaru Fourierovy fady
F(t) =) f(w,)cos(w,t +P) (5.3.1)
N

V nasem ptipad¢ se spokojime s fesSenim pro jednoduchou harmonicky se ménici silu
F(t) = F, cos(wt) (5.3.2)
Pak pohybova rovnice ma tvar
mX +ml X + mow;x = F, cos(wt) (5.3.3)
Hledame feSeni ustalené po dob& t >>1/I" . Vychazime ze zkuSenosti, Ze soustava bude kmitat

v

s frekvenci vnéjsi sily w a hledame fesSeni ve tvaru
x(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) (5.3.4)
Po dosazeni do (5.3.3) a z podminky, Ze feSeni musi platit v libovolném ¢ase (napf. t=0,
wt =T/2) dostaneme
F Mo

— Yo _ .=
_m[(wé—w2)2+rzw2] A

(5.3.5)

R w-w
- m [(005 —002)2 + rzwzj £ hdisp
Smysl oznaceni A=A, (absorpce), B=Agis, (disperze) se ukaze pozdé&ji pii studiu optickych
vlastnosti latek.

Rovnéz l1ze predpoklédat feseni v ekvivalentnim tvaru
x(t) = A'cos(wt + ¢) (5.3.7)

(5.3.6)

Pak plati
A” =A*+B*  tg(d)= —% (5.3.8)

Po dosazeni dostaneme
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,_& - 1 - 1/2

A wl
t =-—==- 5.3.10
g@)=-3 - ( )
Odtud snadno dostaneme vztahy pro rychlost a zrychleni
v(t) = v, sin(wt + ¢) = —wA"sin(wt + ¢) (5.3.11)

a(t) =a, cos(wt + ) = —w’ A’ cos(wt + ¢) (5.3.12)

Tvar zavislosti A, B respektive Aqps, Adisp V zavislosti na frekvenci je na obr.5.5.1. Siika
kiivky Aaps je urcena predev§im hodnotou koeficientu I . V pfipadé w = w, mluvime o

rezonanci.
Zavislosti amplitudy A’, vy, a, ¢ na frekvenci jsou na obr.5.5.2. 2 5.5.3.

V ptipad€ velmi malych frekvenci, kdy << o, plati

$00  A'OF,/mw =F,/k  x OF, /kcos(ct) (5.3.13)

kde k je ve shod¢ s (1.2.2) tuhost pruziny, tedy pohyb pfti nizkych frekvencich urcuje tuhost
pruziny a nikoliv primdrn€ hmotnost té€lesa. Zrychleni télesa je velmi malé a vétsi cast sily se
vyuzije na napindni pruziny, nikoliv na piekonavani setrvacnosti télesa.

V opacném ptipadé pro vysoké frekvence m>> wga plati
éO0-m  A'0OF,/mw =F,/k  x O-F,/mw’ cos(wt) (5.3.14)

Je vychylka zasadn€ ovlivnéna hmotnosti a sila se spotfebuje na piekonavani setrvacnosti
télesa, tomu odpovida i posuv faze o —m.

v

Poznédmka: Pohybova rovnice tlumeného oscilatoru s vnéjsi silou (5.3.2) je ptikladem linearni
nehomogenni diferencialni rovnice. V tomto ptipadé plati princip superpozice v modifikované

F»(t), pak tato rovnice pro celkovou silu
F(t) = F(t), + F(t), (5.3.15)
ma feSeni

ORI NORING) (5.3.16)

5.4 Vykon tlumeného oscilatoru

Vychylka a rychlost vychylky ma tvar
X(t) = A, sin(@wt) + A 5, cos(wt) (5.4.1)

X(t) = WA, cos(wt) —WwA ;,, sin(wt) (54.2)

o 24

disp

P(t) = F(t)x(t) (5.4.3)
Jeho stfedni hodnota
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P =(P(t)) = % j P(t)dt (5.4.4)
Protoze

(cos(wat)sin(wt)) = 0 (5.4.5)

N | —

<cos2 (oot)> =
Plati
:%FowAabs (5.4.6)

Tedy absorbovany vykon je urcen veli¢inou, kterou jsme oznacili Agps. V ustaleném stavu
musi byt absorbovany vykon roven rozptylenému vykonu vlivem tfeni P. Protoze sila tfeni je
—ml X(t) dostaneme

P, (t) = —mIx*(t) (5.4.7)
a sttedni hodnota

Pt:mr<xz(t)>=%mrw2(A2 +A2 ) (5.4.8)

abs disp

Pfimym dosazenim ze vztah ( 5.3.5, 5.3.6) se presvéd¢ime, Ze plati
P=P, (5.4.9)
v nasem piipad¢ psat
1
2

_ 1 ) 1 2 2 — 1 2 2 1 2
= m{E(O) + - m(x*(0) = Zm(@’ + @) AL+ A,) (5.4.10)
Pro pfipad W= w, srovnanim se vztahem (5.4.8) dostaneme
P =TE nebo E=T1P, (5.4.11)

5.5. Rezonance

v

V tomto piipadé¢ se frekvence vnéjsi sily rovna vlastni frekvenci netlumeného oscilatoru.
Amplituda A,ps ma maximalni hodnotu. Pro vykon obecné plati (5.4.6)

F2 2,2
P:l(")_o- 2 2r(;) 2 2-:P0- 2 rz? 2. 2] (5.5.1)
2 m[(ooo—oo)+roo] [(ooo—oo)+l'ooj
Kde Py je vykon v rezonanci
1 F,
p, =——% 552
© 2ml (5:3.2)

Zavislost vykonu na frekvenci je na obr.5.5.1. V tomto pfipadé najdeme snadno souvislost
mezi §itkou kiivky v poloviné maximalni hodnoty a parametrem I . V tomto ptipad¢ plati

W =w, xTw (5.5.3)
Vypocitame kofeny w,,w_, pro Sitku kiivky dostaneme
Aw=w, —w_ =T =1" (5.5.4)

V ptipad¢ rezonance je faze ¢=-n/2, tedy vychylka je zpozdéna proti sile o tuto hodnotu,
naopak rychlost je ve fazi s budici silou, zrychleni je rovnéz posunuto proti sile o p=-mn/2.
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Obr. 5.5.2. Amplitudy A’, vo/wo, ay/wy’ v zdvislosti na frekvenci, parametry jako na obr.
5.5.1.
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Obr. 5.532. Faze ¢ v zavislosti na frekvenci, parametry jako na obr. 5.5.1.

Poznamka: V piipadé soucasného ptisobeni vice sil nebo pusobeni neharmonické sily
vyjdeme ze vztahu (5.3.1)

F(t) =) f(w,)cos(w,t +P ) =D F, (1) (5.5.5)
N N
Pak pro kazdou silu F,, plisobici samostatn¢ hleddme feSeni ve tvaru
X, (t)=A cos(w t+d, +P ) (5.5.6)
Podle principu superpozice bude vysledné feseni
x(t) = x, (1) (5.5.7)
N

Elektricky obvod se zdrojem stfidavého napéti

Jako v predchazejicim ptipadé predpokladame sériovy RLC obvod, navic se stfidavym
zdrojem napéti Vocos(mt), které se neméni pii zméné zatéze. Pak analogicky k (1.5.11-13)
plati pro napéti na jednotlivych ¢astech obvodu
VL (0 + Ve () + Ve (1) =L +RG +C7'q =V, cos(@at)
Rovnici upravime standardnim zptisobem

o=+ T+ 0lq = cos(e)

Reseni této a predchazejici rovnice dovoluje podrobnou diskusi chovéani takového obvodu
z hlediska méfeni napéti a fazi na jednotlivych prvcich obvodu v fad¢ aplikaci.

Optické vlastnosti prostiedi

I kdyz tato problematika spada do oblasti kvantové fyziky ukazuje se, Ze v celé fad¢ pripadu
je mozné s dostatecnou piesnosti fesit ulohu klasicky a nahradit prostiedi kmitajicimi dipoly
v dopadajicim elektrickém poli Eqcos(ot) s frekvenci @=10"s. Podrobné se tomuto tématu

budeme vénovat v kapitole IV.

5.6. Tlumeny systém se dvéma stupni volnosti.

vvvvvv

matematickych kyvadel spojenych slabou pruzinou, viz. obr.5.6.1. Mizeme ptedpokladat, ze
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v kazdém modu se soustava podoba tlumenému harmonickému oscilatoru s ptislusnym
tlumenim [ . Pro jednotliva télese a, b plati

m, = —%wa ~K(@, —~W,) - mry, +F, cos(wt) (5.6.1)
—_mg
m, __Tlpb +K, —g,) —mly, (5.6.2)
Ptipomeneme diivéjsi vysledky pro Fo=0, [ =0
Lmod W=, o= W =W,y (5.6.3)
, 2K
2méd =g, @ =TT g, =, -, (5.6.4)
Rovnice pro vychylky modt dostaneme sectenim, respektive odectenim rovnic (5.6.1, 5.6.2)
my, = —%wl —mry, +F, cos(ox) (5.6.5)
m, = —m{% +2—K}L|J2 —mry, +F, cos(wt) (5.6.6)
m

............. F(t)
b a —
—> —>
\Ilb \|’a

vevrs

Ve shod¢ s (5.3.3) se chova soustava v 1. médu (amplitudy maji stejné znaménko) jako

v

tlumeny oscilator s hmotnosti m, pruznosti mey;, koeficientem tlumeni I a vngjsi silou
F, cos(wt), ve 2. modu(amplitudy maji opacnd znaménka, télesa kmitaji proti sobg)
analogicky s pruznosti mw;, oba médy maji svoje amplitudy Agps a Agisp (0br. 5.6.2.).
Pro jednotliva kyvadla a, b plati

1 1
W, =§(llJ1 +L|Jz) g, =§(lIJ1 _Lpz) (5.6.7)

vvvvvv
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Aabs
Adisp

12

Obr. 5.6.2. Amplitudy soustavy se dvéma stupni volnosti (obr.5.6.1.) s frekvencemi w;=4s™,
w>=85",I'=0.55.

5.7. Anharmonické kmity

Dosud jsme se zabyvali harmonickymi kmity, kdy vratna sila byla pfimo imérna vychylce
(F = -kx), jednalo se o linedrni systémy.

vvvvvv

nelinearni systémy. Obecné je to slozity problém, zvlasté pii pisobeni vnéjsich sil, ale
omezime se na malé kmity, na bézné pripady a vnéjsi sily neuvazujeme.

Symetricka vratna sila

Takovéa vratna sila ma napf. tvar
F=-(1+ay*)Ky (5.7.1)
Ptedpoklddame ‘O(llJz‘ <<1, tedy slabou nelinearitu, K, a jsou konstanty. Pro a > 0 se jedna o

tzv. ,tvrdnouci silu“ a pro a <0 o ,,méknouci silu*“, viz. obr.5.7.1.
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. . . v . v
o<0 “meéknouci sila” >0 “tvrdnouci sila”

Obr. 5.7.1. Symetricka vratna sila (Carkované je linearni zavislost).

Pak pohybova rovnice ma tvar

m{ = —(1+aP*)Ky (5.7.2)
Pouzijeme-li formaln& oznaceni ) =k/m , pak
P+ +wag’ =0 (5.7.3)

Ptedem lze odhadnout, ze pohyb bude periodicky a vzhledem k symetrii vratné sily i
symetricky kolem rovnovazné polohy Y = 0. Predpokladame feseni ve tvaru

P=> A, cos(nwt+d,) (5.7.4)

Kde n je celé ¢islo. Protoze sudé ndsobky frekvence nesplituji pozadavek symetrie, budou n
licha ¢isla. Lze rovnéz odhadnout, ze pro ,,tvrdnouci silu“ bude frekvence vétsi a pro
,meknouci silu® niz§i. Mozny pribéh vychylky na ¢ase je na obr.5.7.2.

Obr. 5.7.2. Prubéh vychylky pro pripad ,, symetrické* a ,, asymetrické “ vratné sily.
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Asymetricka vratna sila

Takova sila, viz. obr.5.7.3., ma napf. tvar

F = —(1+BY)KY = -Kyp - KBY> (5.7.5)

v
“méknouci sila” “tvrdnouci sila”
Obr. 5.7.3. Asymetrickad vratna sila.
Pohybova rovnice bude mit tvar
m({ = —(1+BY)KY = -KY -KBY* (5.7.6)
PouZijeme-li opét oznadeni ), = k/m, pak
P+ + By’ =0 (5.7.7)
Predpokladame feSeni ve tvaru
P=A,+> A, cos(nwt) (5.7.8)

Mozny prabéh vychylky na ¢ase je na obr.5.7.2. Lze odhadnout Ze, feSeni obsahuje sudé 1
liché frekvence, posune se rovnovazna poloha a odchylka od frekvence w,bude mal4, protoze
se ¢astecné kompenzuje vliv tvrdnouci a meknouci sily. Prikladem takové asymetrické sily je
pusobeni sil mezi atomy, viz. obr.1.5.1., pii stlatovani se jedna o ,,tvrdnouci* a pfi
roztahovani o ,,méknouci‘ silu.

Poznamka:
Nelinearni sily pfinaSeji v feSeni fadu komplikaci a novych jevii. Zminime se o dvou a to je
rezonance na subharmonickych frekvencich a rezonance na kombinacnich frekvencich.

1. Subharmonické rezonanéni frekvence.

Predpokladame slabé nelinearni pruzinu, kde celkovou vratnou silu F, lze vyjadrit ve forme
mocniné fady

F, =K P+K,p2 + K+ =Y K g (5.7.9)
Takovému ptipadu odpovidé linearni pruzina, na kterou ptisobi nelinearni sila
F,=aF+a,F’+a,F’ +.=>a F" (5.7.10)

Kde s rostoucim n koeficienty a, rychle klesaji. Dale ptedpokladame harmonicky tvar
F =F, cos(wt)
Pak
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F. =a,F, cos(wt) +a,F; [% (1 + cos(Zwt))} +a,F, {% cos(3wt) + %cos(oot)} +...= Z:an(;1 cos(nwt)

(5.7.11)
Rezonanéni podminku o=w, je mozné nahradit
w
nw=w, - wW=—"1 (5.7.12)
n
a lze tedy ocekavat slabsi rezonanci na subharmonickych frekvencich.
2. Rezonance na kombinaénich frekvencich
Opét predpokladdme slabé€ nelinedrni pruzinu a vngjsi silu ve tvaru
F =F,, cos(w,t) + F, cos(w,t) (5.7.13)
A celkovou silu ve tvaru (5.7.10) pouze pro n=1 a n=2. Tedy
F, =a, [FOl cos(w,t) + F, cos((ozt)] + az[F01 cos(wt) + F,, c:os(oozt)]2 (5.7.14)
Coz lze prepsat ve tvaru
F, =c¢, +c, cos(w,t) +c, cos(w,t) +c, cos(2w,t) + ¢, cos(2w,t) (57.15)

+ 5 cos((@ +w,)t)+c, cos((w, ~w,)t)
Objevi se tedy rezonance na zékladnich frekvencich, na subharmonickych a navic na souctu a
rozdilu obou frekvenci.

5.8. Pocatecni podminky, chaos

Vysledné chovani kmitajicich soustav siln€ zavisi na pocate¢nich podminkach. Napf. jejich
vhodnou volbou miizeme docilit toho, Ze soustava kmitéd v pfisluSném médu. V obecném
pripad¢ je to vzdy superpozice téchto modu a tvar kmith je slozity. Jsou soustavy, které jsou
extrémné zavislé na pocatecnich podminkéch a to tak, Ze prakticky nelze pfedpoveédét chovani
soustavy. Pak jejich chovani se jevi chaotické i kdyz je v zdsad¢ deterministické.

Jednoduchy experiment dobie ilustrujici takovy ptipad je na obr.5.8.1. Jedna se o Zelezné
téleso zavésené jako matematické kyvadlo. Na podlozce symetricky od rovnovazné polohy
jsou dva stejné pevné magnety (1 a 2).

y- ' 4

45



Obr. 5.8.1. Demonstrace chaotického pohybu.

Sila mezi télesem kyvadla a magnety je vyslednici obou slozek a je dobie definovana.
Vypustime-li kyvadlo z kteréhokoliv mista, pak po absolvovani slozité drahy, skon¢i
v blizkosti jednoho nebo druhého magnetu ( obr. 5.8.2. a.). Zkoumame-li systematicky vztah
mezi polohou pocatecniho bodu a vysledkem (1 nebo 2) dostaneme zajimavou mapu
schematicky znazornénou na obr.5.8.2.b. (Zelena plocha pfislusi magnetu 1 a oranzova
magnetu 2.)Ten zasadni problém nastane v ptipad¢, Ze pocatecni bod je v blizkosti rozhrani
ploch 1 a 2. Na této hranici je prakticky nemozné urcit vysledek (1 nebo 2). Z tohoto pohledu
se kyvadlo chova nepiedvidatelng, tedy chaoticky.
Aplikaci podobného typu je v piirod¢ celd fada a zkoumani jejich vlastnosti patii do studia
chaosu z teoretického 1 experimentalniho hlediska.

Obr. 5.8.2. a. Schematicky zndazornénda mozna drdha kyvadla.
b. Priblizné zobrazeni ploch s ruznymi pocdtecnimi podminkami.
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