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II. Viny

Vlnami rozumime §ifeni zmény fyzikalni veliiny v Case a prostoru. Na rozdil od kmitt, které
do jisté miry mizeme povaZovat za specidlni ptipad vin, je vlna zpravidla nelokalizovana.

V této souvislosti je mozné pfipomenout, ze za zakladni fyzikalni objekty mizeme povazovat
castice a viny. Ty se lisi zpravidla pravé predstavou, ze ¢astice je siln€ lokalizované a naopak
vina zcela delokalizovana. Ve skutecnosti mezi nimi existuje velmi tésny vztah a dokonce

v kvantové fyzice pfedstava jejich vzdjemné ekvivalence. U vin je vzdy podstatné co se vini,
muze to byt napt. intenzita elektrického pole, hustota prostiedi, poloha ¢astice atd. Tvar vin
muze byt velmi rizny, ale zpravidla se snazime vinové jevy popsat harmonickou vinou,
ptipadné sumou harmonickych vin.

V kapitole I. Kmity jsme v ptipad¢€ soustav o vice stupnich volnosti jiz zavedli pojem viny,
respektive stojaté viny. Studovali jsme vSak pfedevs§im ohranieny systém. Kmity takového
systému lze popsat jako superpozici stojatych vin. Tvar a vlastnosti takovych vin jsou
pfedevsim ur¢eny okrajovymi podminkami a disperznimi vztahy. Zakladni vlastnosti
stojatych vin je, Ze vSechny elementy soustavy kmitaji se stejnou fazi a jejich energie je
lokalizovéana uvnitt tohoto systému.

V ptipadé vin nebo piesnéji v piipadé pohybujicich se vin, pouziva se termin postupna vina,
volime zpravidla neohrani¢eny systém. Pro takové viny je typické, Ze jednotlivé elementy
soustavy maji rizné faze. Lze ukazat, Ze prislusné disperzni vztahy zlstavaji stejné pro oba
typy vin. Postupna vlna pfendsi energii a impulz v prostoru, ve kterém se Sifi.

1. Harmonické viny v 1dm

1.1. Zakladni vlastnosti harmonické viny

Harmonickou vIinou rozumime vlnu, kterou lze popsat pomoci funkci typu sin a cos. Jeji
zékladni matematicky popis v 1dm ma tvar
P(x,t) =Y, cos(wt —kx + ) (1.1.1)

Tvar velmi pfipomina funkci pfi popisu kmita.
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Obr. 1.1.1. Harmonicka vina, prostorovad a ¢asovd zavislost.

Ptislu$na fyzikalni veli¢ina ) (napt. mechanicka vychylka) je funkci dvou proménnych x a t
(viz. obr. 1.1.1.), P, je amplituda, w je Casova frekvence (tthlova frekvence) s casovou

periodou T
2n
=— 1.1.2
T (1.1.2)
a k je prostorova frekvence ( thlovy vinocet) s prostorovou periodou A (vinova délka)
2n
X (1.1.3)

¢ je posuv faze, vyraz (wt —kx + ¢) se nazyva faze viny.
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Obr.1.1.2. Posuv harmonické viny v prostoru a case.

Chceme-li ur¢it rychlost posuvu takové viny je nutné sledovat jeden bod vInéni (napf.
maximum) a pro ten plati

wt —kx + ¢ =konst (1.1.4)
Pak
wdt —kdx =0 (1.1.5)
Rychlost tohoto bodu, oznacujeme ji jako fazovou rychlost vy, je
dx
\2 ks (1.1.6)
Vlna se pohybuje touto rychlosti ve sméru osy x, pro fazi
wt +kx + ¢ =konst (1.1.7)

bude rychlost zaporna a vinéni se §ifi na opacnou stranu.
V kapitole o kmitech jsme zjistili, Ze obecné vztah mezi w a k (disperzni vztah) mtze byt
slozita funkce. Pokud plati Vztah (1. 1 .6) jedné se 0 nedisperzni Vlny, pokud j e zévislost

vvvvvv

studovane v kapitole I. Kmity nebo prostred1 kdy index lomu zavisi na vlnové délce, n(A),
protoze n=c/v, je v(A)respektive v(k)).

Podobné jako u kmitl, miize byt vinéni podélné (vychylka x je sméru $ifeni viny) nebo pticné
(vychylka x je kolmo na smér Sitfeni).
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Obr. 1.1.3. Zobrazeni harmonické viny v casoprostoru (osy hornich obrazku jsou stejné,
spodni obrazky jsou Fezy v poloviné stupnice).

1.2. Princip superpozice

Podobné¢ jako v pripad¢ kmith predpokladame platnost principu superpozice, ktery dovoluje
s¢itani jednotlivych vin. Plati

WOt = W, (5,0 + W, (x, 1) (1.2.1)
Jeho platnost je dana experimentalni zkusenosti a neplati vzdy samoziejmé. V prostoru a ¢ase,
kde se vyskytuji dvé nebo vice vin, dojde ke vzniku nové viny, jako souctu jednotlivych casti.
Velkou vyhodou, jak uvidime pozdé&ji, je moznost vyjadfit i velmi slozité formy vin pomoci
Fourierovy analyzy, jako soucet harmonickych vin o riznych amplitudach a fazich.

1.3. Interference vin

Princip superpozice dovoluje studovat se€itani — interferenci dvou a vice vin ve velmi riznych
situacich. Tento jednoduchy postup ma celou fadu vynikajicich aplikaci. Podrobné probereme
tyto jevy v akustice a optice. Pro dvé viny obecné plati

W1 = P, (5,0 + P, (x,1) = Py, cos(@it —k,x +,) + Yy, cos(w,t =k, x +¢,)  (13.1)
Pro jednoduchost se omezime na diskusi dvou specialnich, ale diilezitych ptipadu.
1. Dvé vlny se stejnymi amplitudami, frekvencemi, vinovymi délkami, liSici se pouze
fazovym posuvem.

WX, ) =P, (x, 1) + P, (X, t) = Yy, cos(wt =k, x + ) + P, cos(w,t —k,x +¢,) (1.3.2)
Pak plati

WO =, 00+ 0,000 = 20, cos PP cos(@t—kx+ 828 133)



Oznacime

A¢:¢1 _¢2 (1.3.4)
Pak vysledek siln€ zavisi na tomto rozdilt fazi viz. obr.1.3.1. Pro
AT(I) =nTt je amplituda maximalni — konstruktivni interference (1.3.5)
JAYo) 1l . . . o
— =nT+— je amplituda nulova — destruktivni interference. (1.3.6)
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2. Dvé stejné viny lisici se pouze smérem postupu. Pak analogicky k (1.3.2)
W(x, ) =P, (x, ) + P, (X, t) = Yy, cos(wt =k, x + ;) + P, cos(w,t +kx +¢,)  (1.3.7)
A po upravé
W(x, 1) = W, (x,0) + W, (x,8) = 20, cos(6, t + ¢, ) cos(k, x) (1.3.8)
Dostavame vinu, ktera se nepohybuje, tedy tzv. stojatou vinu (obr.1.3.2.), kterou jsme
podrobné studovali v kapitole o kmitech v souvislosti se strunou.
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Obr. 1.3.1. Destruktivni a konstruktivni interference.



Obr. 1.3.2. Stojaté vinéni v prostoru pro riizné casove okamziky.

1.4. Grupova rychlost

Samotna harmonicka vina nenese zaddnou informaci, protoze se stale stejné opakuje.
K ptrenosu informace je nutna jeji modulace (amplitudy, faze, frekvence... ). Velmi slozité
formy vIin mizeme dostat interferenci riiznych harmonickych vin. Pro jednoduchost zvolme
dvé vlny se stejnymi amplitudami typu (1.3.1)
B0 =, (6,0 + P, (x5,8) = Py, cos(@,t =k x +0,) + Py, cos(@,t—k,x +¢,)  (14.1)
Po bézné uprave
l'IJ(Xat) = l'pl (Xat) + l-pz (X7 t) = 2"lJOl COS((*)modt - kmodX + A_;)) COS(C\)Stt - kstX + ¢st) (142)

Kde

w -, k, -k, _Wtw, Kk =k1+k2 _0.+d,

(‘Omod - 2 mod 2 st 2 st 2 ¢st _T (143)

Miizeme tuto vlnu pfepsat do tvaru

P, t) =y, (x, tcos(w,t—k x+¢ ) (1.4.4)
Kde pro modulovanou amplitudu plati

l‘IJmod(X’t) = 2l‘IJOI cOS((*')modt _kmodX +A7¢ (145)
Ziejmée tato amplituda prenasi moznou informaci. Hleddme rychlost tohoto ptenosu, pak
analogicky k hledani fazové rychlosti (1.1) polozime

(W, qt — K, oaX + AT(I)) = konst (1.4.6)

mod

Pak po diferenciaci
W, dt—-k_ dx=0 (1.4.7)

mod mod
Pak pfislusna rychlost, nazveme ji grupova, v,
y =BGy 00, M0 do
£ odt k k, -k, Ak dk
Pro dvé viny vystacime s rozdilem frekvenci a vinoctli, v obecném ptipadé spojité disperzni
zavislosti plati

mod

(1.4.8)

mod



v, =— 1.4.9
e T g (1.4.9)
Ptipomenime, Ze pro fazovou rychlost (1.1.6) plati
w
Vv, = — 1.4.10
P ( )

A tedy pro jednoduché disperzni vztahy (w/k = konst) plati

\h (1.4.11)

g
Obecné je souvislost mezi o a k ur¢ena pfislusnym disperznim vztahem (viz [.Kmity).

1.5. VInova rovnice

Vlnovou rovnici rozumime diferencidlni rovnici jejimz feSenim je vilna.
V ptipadé¢ struny jsme odvodili tvar vinové rovnice (3.1.12), ktera dava feseni pro obecny
pohyb struny, napt. pro $ifeni jednoduchého pulzu na struné — viz obr.1.5.1.
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Obr. 1.5.1. Pohyb pulzu na struné (ve smeéru Sipky).

Ptedpoklddame, Ze tvar pulzu se neméni ani v ¢ase ani v prostoru, pouze se méni jeho poloha
s rychlosti v.
Takové obecné feSeni pro postupnou vinu, respektive pulz, ma v 1dm tvar

W(x,t) = f(vtFx) (1.5.1)
kde znaménko urcuje smer pohybu pulzu. V ptipadé¢ platnosti (1.4.10), tj. vi=0/k ma feSeni
tvar

W(x,t) = f(wt F kx) (1.5.2)
Pro harmonické viny (1.1.1) ma feSeni tvar
Y(x,t) =P, cos(wt Fkx + ) (1.5.3)

V obecném piipadé (1.5.1) budeme tuto funkci derivovat podle Casu a soutfadnice a ozna¢ime



Z=vt¥x =— " =—
0Z 0Z
W _ =v a—szrf' (1.5.4)
ot 0x
Porovnanim dostaneme rovnici platnou pro postupné viny
6_l]J =+ la_l]J (1.5.5)
ox v ot
N¢ékdy se pouziva ndzev rovnice postupné viny. Postup opakujeme pro druhou derivaci, pak
a : l«IJ 2cn a g LIJ "
=vf = 1.5.6
ot’ ox’ ( )
Podobné dostaneme
'Y _ 1 o’y
=— 1.5.7
x> v’ oot ( )

Tim spiSe ma tato rovnice stejny tvar pro (1 .5.2) nebo (1.5.3). Podobn¢ jako v ptipadé struny
tuto rovnici budeme nazyvat vinovou, ptipadné bezdisperzni vinovou rovnici.

1.6. Energie a tok energie viny

S pohybem struny, respektive s pohybem pulzu na strun¢ je spojen pfenos energie. Pro
hustotu kinetické energie Ei plati
E = 1p (aw] (1.6.1)

ot
Potenciélni energie souvisi s napétim struny T a se zménou délky elementu Ax. Tato zména

délky, viz obr.I. 3.1.1. bude
2 2 2
(ax? +ap?) " - Ax = Ax 1+(a—‘“j —Ax = Ax 1+l(a—‘“j ~Az= l(a—‘“j (1.6.2)
ox 2\ 0x 2\ 0x
oy
E = 1.6.3
P 2 [ij ( )
a hustota celkové energie w(z,t)
_1 (ow WY\ _p, (&uf z(awjz
t)=E, +E, =~ —T,| — | ==|| = | +Vv°| — 1.6.4
Wiy = p“( Otj 2 O(axj 2 e ) Y Lax (1.64)

Vzhledem k rovnosti (1.5.5) je ziejmé, ze v libovolném bod¢ struny v daném case jsou
hodnoty hustoty kinetické a potencialni energie stejné.
Podle I (3.1.10) ptisobi v kazdém bodé¢ na strunu sila
F(x,t) O-T, W _ = iT M _ =+7— o (1.6.5)
0x v 0Ot ot
kde jsme vyuzili (1.5.5), Veli¢ina Z=Ty/v se nazyva impedance. Pak vykon, pfenaseny
strunou, se bude rovnat

P(x,t) =T, a‘“ N _, (a_q;j =+ T(a‘“j (1.6.6)
ox ot ot ox

Kde jsme vyuzili vztah (1.5.5). Zcela analogické vysledky dostaneme pro podélné kmity. Jen
jako diive nahradime veli¢inu T vyrazem Ka. Vyuzitim (1.5.5) ve vztahu (1.6.4) mizeme pro
vykon ptedavany ve sméru pohybu viny dostat

1/2

Pak hustota potencidlni energie E,



P(x,t) = tvw(x,t) (1.6.7)
Znaménko + znamena, Ze pfendSeny vykon pro vinu $ifici se zleva doprava je kladny a
naopak pro vinu v opa¢ném sméru (-) je zaporny.
V konkrétnim ptipad€ postupné viny, pulzu na obr.1.5.1, je pritbéh vykonu na obr.1.6.1.

2 ‘

f(x,t)

1.5 — P& [
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Obr.1.6.1. Postup pulzu a prendseného vykonu (hodnoty jsou v relativnich jednotkach).

Pro ptipad harmonické viny

W=y, cos(wt —kx +¢) (1.6.8)
Je vykon podle (1.6.6)
P(x,t) = WkT,P; sin’ (wt —kx + §) (1.6.9)
viz obr. 1.6.2.
1.5 ‘

Obr.1.6.2. Postup harmonické viny a prenaseného vykonu (hodnoty jsou v relativnich
Jjednotkach).

Pro stojaté vinéni plati

Y=y, +P, =Y, cos(wt —kx +¢)+, cos(wt +kx +¢) (1.6.10)

A pro vykon
P(x,t) = P,(x,t) + P, (x,t) = kT, ¢ sin” (Wt —kx + ) — kT, ¢ sin” (wt + kx +$) =0 (1.6.11
)

Celkovy preneseny vykon se sklada ze dvou stejnych, které smétuji, stejné jako postupné
viny, proti sob¢ a tedy se navzdjem rusi.

1.7. Matematicka poznamka

Nékdy je vyhodné pouzit ponckud jiny tvar zépisu harmonickych funkeci.

10



1. Vyjadieni pomoci komplexnich ¢isel

Vyjdeme ze znamého tvaru komplexniho ¢isla

z=a+ib =|7(cos(®P) +isin(®))  kde |7=+a’+b’> tg(®)=b/a (1.7.1)
Pak harmonickou funkei (1.1.1) je mozné psat ve tvaru
W(x,t) =P, cos(wt —kx +¢) = Re P, e' @™ (1.7.2)

BéZné pocitame s vyrazem
W(x,t) = P e’ @ (1.7.3)
Coz ma tadu praktickych vyhod. V zavéru vypoctu prejdeme vzdy k redlné ¢asti vysledku.

2.Fazory

Pro nazorné secitani vin se pouzivaji nékdy tzv. fazorové diagramy. Fazorem viny ve tvaru
(1.1.1) se rozumi vektor o velikosti amplitudy (pro x=konst (napt. x=0) ) svirajici s osou
soufadné soustavy uhel (wt + ¢). Vektor tedy rotuje s uhlovou rychlosti w a jeho pramét do
osy je okamzita vychylka, viz. obr.1.6.1. Pak vlny typu (1.3.2) jsou zobrazeny vektory, které
trvale sviraji thel A¢ . Vysledna vina je vektorovy soucet obou slozek. Analogicky mizeme

postupovat pii se€itani vin v prostoru, kdy zvolime t=konst.

Vo

Obr. 1.7.1. Fazor harmonické viny a jejich secitani.

1.8. Tlumena harmonicka vina

V realném prostiedi vzdy dochazi ke ztraté energie vlivem napf. tfeni a vysledkem je vlna u
které klesa amplituda. Analogicky k pohybové rovnici netlumené viny I(3.1.12) mizeme
napsat pohybovou rovnici, kde k vratné sile pfidame silu, kterd zplisobuje ztraty. Stejné jako u
tlumeného oscilatoru predpokladame, ze je imérna rychlosti a koeficient utlumu oznac¢ime I'.
Pak vyslednd pohybova rovnice, kterou miizeme povazovat za vlnovou, ma tvar

2 2
Y _ o0, 20 (1.8.1)
ot ot ox
Ptedpokladame feSeni ve tvaru (1.7.3), ale budeme predpokladat, Ze k ke komplexni ¢islo ve
tvaru

k=k'—ik" (1.8.2)

11



Tedy po dosazeni do (1.7.3) dostaneme
LlJ(X, t) = Lljoei(wt—kx+¢) — LIJOe—k”xei(wt_k'X_,_q,)

(1.8.3)

Volba znaménka ve vyrazu pro k je dana pozadavkem, aby amplituda se vzdalenosti klesala

(opak je nerealisticky). Jedna se tedy o harmonickou vlnu s exponencialné klesajici

amplitudou, viz obr. 1.8.1.

1

Obr 1.8.1. Vina (1.7.3) s hodnotami (wy=1, =2s"k'=2m™", k’'=0.2m™) v case t=0,2,4 a pro

souradnici x=0,2,4.

Je vhodné obréazek srovnat s netltumenou harmonickou vinou (1.1.1).
Dosadime-li (1.7.3) do (1.8.1) dostaneme

w —iFfw=v’k’
porovndnim redlnych a imaginarnich ¢asti
W =v3 (K -Kk")  Tw=2Kk"’
odkud je mozné ziskat vztahy mezi k', k" a o, I.
Pro velmi slaby atlum (I'<<w) upravime (1.8.4)
W (1-il/w) = vk’
w(l-il /2w) C xv(k' —ik")
porovnanim ziskame
k'=xw/v k"=4I/2v

Tomu dobie odpovida obr. 1.8.1. Jedna se prakticky o plivodni harmonickou vinu

s nezménénou frekvenci, navic slabé€ tlumenou.

(1.8.4)

(1.8.5)

(1.8.6)
(1.8.7)

(1.8.8)

Pro velmi silny atlum (I™>>®), podobné jako pro tlumeny oscilator, se ztraci vinovy charakter

funkce y a vychylka rychle klesa k nulové hodnoté¢.

1.9. Podélné viny

12



Dosud jsme vychézeli z ptedstavy pti¢nych vin a to predevsim piicnych vin na struné.

Analogicky k podélnym kmitiim je mozné studovat podélné viny, kdy smér §ifeni viny a

amplitudy jsou rovnhobézné.

X+Ax

l X+y+AX+Ay

JEON

I 1
l 1

] F+AF

\

7

~

Obr. 1.9.1. Cast struny v klidu a v piipadé podélné deformace.

Predpokladame strunu ve forme tenkého dratu. Uvazujeme element struny o délce Ax , ktery
se pti deformaci posune o y a deformuje o Ay (Ay<<Ax), prufez S piedpokladame neménny.

Zrychleni elementu zptisobi sila AF. Podle Hookova zékona, pro malé deformace, plati

Ax ox
kde E je Younglv modul pruznosti a Ay/Ax relativni deformace elementu. Pak
0’y Ax
ox’
pak podle 2. Newtonova zékona a pro hmotnost elementu Am=SAxp,
0’y 0’y
SAx =SE Ax
Po a0 ox’
Po tprave dostaneme vinovou rovnici
0’y _ E o’y
>  p, 0x°
kde pro rychlost podélnych vin v
_|E
vV = -
Po

Ciselné odhady davaji dobrou shodu se skute&nosti. Napf. pro ocel je pe=800kg m™,

E=2.10""N m™ odtud v je asi 5000m s™. Pfi¢né vlny maji prakticky vzdy hodnoty niZsi.

(1.9.1)

(1.9.2)

(1.9.3)

(1.9.4)

(1.9.5)

Podobné 1ze odvodit vinovou rovnici a rychlost $ifeni vin pro akustické viny — viz ¢ast I11.

1.10. Viny v disperznim prostiedi
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Redlné prostiedi, zejména pevné latky piipadné kapaliny, pfinaseji pfi studiu §ifeni vin fadu
komplikaci. To je déno slozitym vztahem mezi deformaci a napétim ve formé tenzoru. Dosud
jsme predpokladali vesmés platnost Hookova zakona, tedy jednoduchy skalarni linearni vztah.
Rovnéz jsme dostali jednoduchy line4rni vztah mezi prostorovou frekvenci k a casovou
frekvenci o. To je tzv. nedisperzni chovani vin. Dillezitym dasledkem je, ze vSechny

tvar.

V ptipadé€ struny je detailni vypocet pomérné slozity, spokojime se s odhadem, Ze jedna

z vyznamnych slozek vratné sily souvisi s kiivosti deformované struny a nuti ji zaujmout
pvodni tvar. Kiivost je tmérna 8°)/dx” a ptisluina slozka

o'y
Af =df = 1.10.1
ox* ( )
pak pohybova, respektive vinova rovnice bude mit tvar
'Y _ ,0'y _ 9%y
— =V |—-—0a 1.10.2
ot’ ox’ ox* ( )
kde a je prislusna materialova konstanta. Pfedpokladame feseni ve tvaru harmonické viny
Y(x,t) =P, cos(wt —kx + ) (1.10.3)
Po dosazeni ziskdme disperzni vztah
w=vk(l +ak?)”’ (1.10.4)
Pro fazovou rychlost v¢
v, =%=iv(l+0(k2)”2 (1.10.5)

ktera zavisi na prostorové frekvenci k, respektive vinové délce, nelinearné. Jednim

z disledki je deformace vinového pulzu pti pohybu na struné.

Ve slab& disperznim prostedi piedpokladame ok’<<1, rovnéZ zvolime smér §ifeni (tedy
znaménko +), pak

wDVk(l+%Gk2J:Vk+Ck3 (1.10.6)
V tomto piipadé pro fazovou rychlost dostaneme
szng 1+10(k2 =v+ck’ (1.10.7)
k 2
a pro grupovou rychlost
ow
v, =— =v+3ck’ 1.10.8
¢ T3k ( )

Na rozdil od bezdisperzniho prostiedi jsou obé rychlost riizné a dojde k postupnému
rozplyvani pulzu. Obecné a, respektive ¢, miiZze nabyvat rtizné znaménko a tim se méni 1
vzdjemna velikost obou rychlosti. V pfipad€ vi>v, se nékdy hovoii o normaélni disperzi a
v opacném piipad¢ vi<v, 0 anomalni disperzi. Tyto pojmy jsou spojeny spiSe s optikou.
V piipad¢ kovovych strun je a kladné a tedy i vi<v,. Dlsledkem je posuv ,,harmonickych*
frekvenci k vysSim frekvencim proti bezdisperznimu ptipadu. Pro disperzni vztah

w, = vk, +ck’ (1.10.9)
a pro strunu uchycenou pevné v bodech x=0 a x=L plati stejné okrajové podminky jako diive
(ky=nm/L), pak

V =n—+n — (1.10.10)
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Struna jiz nevydava harmonické frekvence, tj. nasobek zékladni, ale pon¢kud frekvence vyssi,
viz obr. 1.10.1. Poznamenejme, Ze soucasné¢ amplituda vyssich harmonickych se pomérné
rychle zmensSuje a tedy rozdily v barvé tonti nemusi byt pfili§ markantni.

L 2miL 3L k47l 5L

Obr. 1.10.1. Zavislost casové frekvence w na prostorové frekvenci k pro ,, nedisperzni*“ strunu
a pro ,,disperzni “ strunu s vyznacenymi harmonickymi a posunutymi ,, harmonickymi “
frekvencemi.

V casti [.LKmity jsme fesili chovani struny 1.3.1. a 1.3.2., jedno a dvoucasticového fetézce
[.3.4., ptipadné dutiny 1.4.1. z hlediska kmitii nebo stojatého vinéni. Pouzili jsme prakticky
vzdy okrajové podminky ve formé pevné uchyceného prostiedi na zac¢atku a konci. Pfimym
disledkem byla vybérova pravidla pro prostorovou frekvenci k ( napft. k,L=nmn) a ptes
disperzni vztah rovnéz diskrétni hodnoty pro casové frekvence m,. Z hlediska Sifeni vin

v takovém prostiedi je moZné postupovat podobné, jen neuplatnime okrajové podminky.
Dostaneme stejné disperzni vztahy, tentokrat platné pro libovolné k.

2. Harmonické viny ve 3dm

2.1. Rovinna vina

Rovinnou vlnou budeme rozumét harmonickou vinu jejiz stav je stejny na roving.
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Obr.2.1.1. Rovinna vina.

Budeme ji psat ve tvaru
L|J(l’, t) - L|Joei(wt—kr+¢) — '.IJOel(w_kxx_kyy_k7Z+¢) (2 1 . 1)
Kde r(x.y,z) je polohovy vektor, k(ky.ky.k,) je vinovy vektor ve sméru Siteni vlny, plati

K| = k2 +k2 +k2 =210/A (2.1.2)

Z obr.2.1.1. je ztejmé, Ze v daném Case pro kazdy vektor r na pfislusné roviné plati
(wt —kr) = konst (2.1.3)

2.2.Kulova vina

Touto vinou rozumime harmonickou vinu, kterd ma stejny stav vinéni na kulové plose, viz
obr. . Takova vlna ma tvar

(x,y,2,t) = 20 gilamierd (2.2.1)
r

Amplituda ubyva nepfimo umérné od stiedu Sifeni viny, vektorové vyjadieni k ar je

zbytecné, protoze ve vSech smérech na kouli je stav stejny. Pro fazi na kouli plati
(wt —kr +¢) =K =konst (2.2.2)

Po umocnéni a Gpravé dostaneme

_ (ot +¢-K)’

% (2.2.3)

r’=(x=-x,) +(y-y,)’ +(z—-z,)’

Coz je rovnice koule se sttedem (Xo,Y0,2o).
Tyto dvé viny, rovinna a kulova, jsou nejjednodussi viny v 3dm a ve vétSiné€ piipadi s nimi
vystacime.

2.3. Vlnova rovnice

Uvedeme jen jednoduché zobecnéni 1dm vinové rovnice (1.5.4) ve tvaru

M=, 0w 00 _ 10y (2.3.1)

aX2+62+62:_202
Yy z vy Ot

Kde Y(x,y,z,t).
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3. Obecna vina

3.1. Priklady slozitéjSich vin

Ptikladem harmonické viny je (1.1.1), amplituda je konstanta, obé proménné x a t jsou
v intervalu (—oo,+0) . Piiklad neharmonické periodické viny je na obr.3.1.1., kde amplituda se

méni ve formé pilovych kmitli. Omezime-li harmonickou vinu v ¢ase nebo prostoru, viz.
rovnéz obr.3.1.1. dostaneme rovnéz neharmonickou vinu. Takovych ptikladi je bezpocet.
Velkou vyhodou pro zachézeni s témito vinami je moznost pomoci Fourierovy analyzy je
povazovat za nekonecné soucty harmonickych vin. Pak diky principu superpozice zistavaji
ptedchozi zavéry a postupy platné i pro tyto typy obecnéjsich vin.

Z praktického hlediska, ale i vzhledem k uziti Fourierovy analyzy, je vhodné mimo grafické
vyjadieni vychylky na €ase a soufadnici, rovnéz uvazovat spektralni slozeni vlny, respektive
zavislost amplitudy yo na frekvenci. Na obr.3.1.2. je schematicky znazornéna
monochromaticka vlna (amplituda zavisi pouze na jedné frekvenci), diskrétni spektrum
(zavislost na diskrétnich hodnotach frekvence, napft. struna), spektralni ¢ara (spojita zavislost
amplitudy na frekvenci v Uzkém intervalu, napt. spektralni ¢ara vyboje v plynu), spojité
spektrum (spojita zavislost na frekvencich v Sirokém intervalu hodnot, napt. zafeni absolutné

¢erného télesa).
1 \
f(x) /
_1 | | | | | | |
25 3 35 40 45
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20
15 20 25 30 35 40 45 50
15 20 25 30

X

0

|
35 40 45 50

Obr. 3.1.1. Priklady harmonické funkce, neharmonické (pilové kmity), neharmonické —
omezené v prostoru.
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1.5 1.5 1.5 1.5
Wo

0.5 1 0.5 0.5 1 0.5

0 0 0 ) 0

0 5 10 0 5,10 0 5 1 0 5 10

Obr. 3.1.2. Spektralni sloZeni: monochromaticka vina, diskrétni carové spektrum (struna),
spojité spektrum (Gaussova krivka- spektralni ¢ara), spojité spektrum (zareni absolutné
cerného télesa ).

3.2. Periodicka funkce

V piipad¢ periodickych funkci typu

f(s) =f(s+b) (3.2.1)
kde s, je proménnd, b perioda a za piredpokladu, ze funkce f je kvadraticky integrovatelna, t;.
7e integral

j I£(s)]ds (3.2.2)
existuje, pak tuto funkci je mozné vyjadiit ve tvaru Fourierovy fady
f(s)=> a,e™ (3.2.3)
kde Q je frekvence a m je celé Cislo
2n
Q=" 324
" (3.2.4)
am je komplexni amplituda
b
a_ = 1 [f(s)e™™ds (3.2.5)
b 0

Pro viny je bézné oznaceni sledujeme-li ¢asovou zavislost:

s=t b=T Q=w=2n/T (3.2.6)
V ptipad¢ prostorové zavislosti:

s=X b=A Q=k=2n/A (3.2.7)
Jako ptiklad uved'me zminéné pilové kmity v prostorovych soufadnicich, viz obr.3.2.1.
Zvolme b =21, pak k=1 a v kazdém intervalu plati y=x, pak

f(x) = Z:ameimx = Zam cos(mx) +1ia _ sin(mx) (3.2.8)
Kde
a, = 1 xe ™ dx = —L(—l)m+1 (3.2.9)
21 m
Pak
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f(x) = 2{sin1(x) _ sin(22x) N sin;?)x) } (3.2.10)

Na obr.3.2.1. je patrné jak s rostoucim m, je ptivodni tvar 1épe vystizen.

1 1
0 0
-1 ‘ -1 ‘
-4 -2 0 4, 2 4 -4 -2 0 2 4
1 1
m=2 m=3
0 0
-1 ] -1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1 1
m=4 m=50 /”W 1
0 0
-1 ‘ ‘ ‘ ] -1 ‘ ‘ ‘ ]
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Obr. 3.2.1. Postupna nahrada pilového kmitu cleny Fourierovy rady (3.2.10).

3.3. Neperiodické funkce

V tomto ptipadé pro funkci f(s), ktera je opét kvadraticky integrovatelnd, plati Fourierova
transformace ve tvaru

1
f(s) = o L F(u)e **du (3.3.1)
Kde pro amplitudu, ktera je spojitou funkci proménné u plati
1 +ius
F(u) N L f(s)e* ™ ds (3.3.2)
Kde pro viny je béznéjsi oznaceni v ptipad¢ Casové zavislosti:
s=t u=w (3.3.3)
A pro prostorovou zavislost
S=X u=k (3.3.4)

Uvedeme jednoduché, ale Casté piiklady (zvolime prostorovou zavislost):

1.Pravouhly puls
Ve shod¢ s obr.3.3.1. zvolime funkci ve tvaru pravouhlého pulsu s amplitudou A, Sitkou h
symetricky polozeného kolem pocatku. Pak

f(x)=A pro x D(—%ﬁ%) a f(x)=0 proostatni x. (3.3.4)

19



Pak

1 +00 .
f(x) =—— | F(k)e™™du (3.3.5
(x) EJ (k) )
A +h/2 ) Ah kh
F(k)=—— [e'™dx = ———sinc(— 3.3.6
(k) mj o ) (3.3.6)

Kde vyuzivame oznaceni sinc(x)=sin(x)/x. Funkce f a pfislusné F jsou na obr.3.3.1., dtlezita
je souvislost Sifek obou kiivek. Sitka funkce F je nepfimo imérna h, tedy Sifce funkce f, viz
rovnéz obr. 3.3.2.

) | 1
0.8 .
0.6 i

h=1
04} —> < .
0.2+ -
O | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 X 3 4 5
F(k)
041 .
2F .
0 21th 2rth 41th
0 V\
<—>
41th=12.56
_02 | | | | | | |
-40 -30 -20 -10 0 10 20 K 30 40
Obr. 3.3.1. Fourierova transformace pravouhlého pulzu.
1
f(x) - k0.4
.2
0.5
0
0 ‘ 0.2 ‘ ‘ ‘
-5 0 5 -40 -20 0 20 40
2
! F(k)
f(x)
1
0.5
0
O . . . .
-5 0 5 -40 -20 0 20 40
X k

Obr. 3.3.2. Srovnani vysledku Fourierovy transformace pro rizné siroké pulzy.
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2. Diracova & funkce.
To je predchézejici funkce fpro h — 0, tedy nekonecné tizky puls. Pak plati (zvolime

Ah/2m=1)
limF =1im, ,sinc(kh/2)=1 (3.3.7)
A tedy funkce F nezavisi na k, je to konstanta.

3. Gaussova funkce
Zvolime obvykly tvar Gaussovy funkce

f(x) =exp(—-x°/207%) (3.3.8)
Pak

F(k) = J:i:oexp(—x2 /20%)exp(ikx )dx (3.3.9)

1
Jam
Po vypoctu dostaneme

F(k) = oexp(-k*a* /2) (3.3.10)
Ob¢ funkce jsou na obr.3.3.3., opét je tfeba si v§Simnout, ze Sitka funkce f je ddna 20 a Sitka F
je uréena 20"

1 2
fx) 98 15
0.6 F(k)
1 > <«
0.4 2071=1
02 05
0 5 10 0 5 0 5 10
1 0.2
fox) 98 0.15
0.6 | Fk)
>/ < 0.1 < >
0.4 -
20 =0.4 00 26°1=10
0.2 — 05
Lo Jt Lo
0 5 0 5 10 0 5 0 5 10
. K

Obr. 3.3.3. Fourierova transformace pulzu ve tvaru Gaussovy kirivky.

3.4. Vinové klubko v ¢ase a prostoru

Velmi Casty a realisticky ptipad je vlnové klubko, které je soucasné omezeno v Case i
prostoru. Vlnovou funkci musime brat jako funkci dvou proménnych. Piedpokladame, viz
obr.3.4.1., harmonickou vinu omezenou na ¢asovy interval T a prostorovy interval L
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(L =vt, kde v je rychlost $iteni klubka). Pro jednoduchost jsme zvolili harmonickou vinu
s konstatni amplitudou, ale jsou mozné slozit¢jsi piipady.
Plati
W(x,t) = Aexp(-i(w,t —k,x)) A=1 pro tL(-1/2,t/2) x[(-L/2,L/2) (3.4.1)
Pro ostatni t a x je A=0.
Pak pro Fouerierovu, respektive Laplaceovu, transformaci obecné plati

P(x,t) = (ﬁ)2 ;Edo.)zdkF(w, k) exp(—i(wt —kx)) (34.2)
F(wk) = (ﬁ)2 Idx]jdtQJ(x, t) exp(+i(wt — kx)) (3.4.3)
Po dosazeni
F(wk) = (ﬁ)2 _J/zlx_l;lt exp(—1(w,t —k,x))exp(+i(wt — kx)) (3.4.4)
Nebo
F(wk) = (L)2 Idx exp(—i(k —k,)x) TJ‘dt exp(+i(w—w,)t)) (3.4.5)

\/E-[ -L/2 -1/2

Vysledek dostaneme ve tvaru

(k-k,L _ . C(m—mo)r

F(wk) = LLsinc— Tsin (3.4.6)
2m 2

To je Fourieriv (Laplacetiv) obraz zvolené¢ho pulzu, respektive to je funkce dvou proménnych
davajici ptedpis pro amplitudy spektra harmonickych vin, kterymi lze pulz nahradit. Grafické
zobrazeni je na obr.3.4.1., jsou to v podstat¢ funkce sinc(x) sttedované v bodech w, a ko. Opét
plati nepfimé imérnost mezi ,,Sitkami* kiivek. Podstatny ptispévek k piispévku funkce F je

z intervalu frekvenci

Aw= an (3.4.7)
T
a z intervalu vlnocta
Ak = an (3.4.8)
L 4.
Pro délku vinového klubka L plati
2
L= AT_2N (3.4.9)
Ak AN

Coz je stejny vyraz jako pro koherencni délku, kterou zavedeme pozdé&ji. Zobrazeni té¢hoz
vlnového klubka v ¢asoprostoru je na obr. 3.4.2.

22



1
f(x
) 0.5 L=6m
< >
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1
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Obr. 3.4.1. Fourieriv (Laplaceiiv) obraz vinového klubka v prostoru a case.
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Obr. 3.4.2. Zobrazeni vinového klubka v case a prostoru(viz obr. 3.4.1) ve 3dm.
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