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1

1.1

Drudeho model volnych elektront

Poissonovo rozdéleni

V Drudeho modelu je pravdépodobnost, ze se elektron srazi za elementédrni ¢asovy usek d¢, rovna dt/7.

1.

1.2
Kus

Dokazte, ze elektron libovolné vybrany v dany ¢asovy okamzik se nesrazil v pfedchozich ¢ sekundach
s pravdépodobnost{ e~%/7.

. Dokazte, ze pravdépodobnost toho, ze doba mezi dvéma nésledujicimi srdzkami je v intervalu

(t,t 4 dt), je e ¥/7dt/T.
Dokazte, ze doba od posledni srazky vystredovana pres vSechny elektrony je 7.

Dokazte, ze stfedni doba mezi dvéma srazkami pro libovolné vybrany elektron je 7.

Jouleho teplo

kovu se nachézi v homogennim elektrostatickém poli E, teplota kovu je konstantni. Vyberme

libovolny elektron z elektronového plynu a predpokladejme, ze tento elektron vykonal srazku v case
t = 0 a dalsi srazku v case t.

1.

2.

1.3

Dokaizte, Ze stfedni energie predand elektronem pii druhé uvazované srazce je (eEt)?/2m.
Dokazte, 7e stiedn{ energie predand elektronem pii libovolné srézce je (e ET)2/m.

Nechf m4 kus kovu tvar vélce s plochou podstavy S a vyskou L a necht je intenzita elektrického
pole E rovnobézna s vyskou vélce. Z vysledku édsti 2 odvod’te vztah pro elektricky odpor valce.

Najdéte tepelny vykon generovany pii pruchodu proudu a ovéfte, zda v Drudeho modelu plati
zndmy vztah P = RI?.

Elektricka vodivost kovu

. Vypoététe hustotu volnych elektronti v médi, je jeji hustota pcy = 8960kgm ™ a relativni atomova,

hmotnost 63.5.

. Médénym vodicem s pifénym pritfezem 0.2cm? prochazi proud 1A. Jakd je stiedni driftovd rychlost

elektronu?

Vypoététe pohyblivost elektronti v sodiku, je-li jeho specifickd vodivost o = 0.23-103 Q' m~! a
koncentrace nositelii ndboje 2.652 - 102 m=3.

Specificks elektricks vodivost médi je o = 6 - 107 Q! m~!. Urcete relaxacéni dobu elektronu.

. Urcete stfedni volnou drahu vodivostnich elektroni v sodiku. Jeho specifickd vodivost je o =

0.23-108Q 1 m—L



2 Sommerfeldiiv model volnych elektronu
2.1 Nizkorozmeérny elektronovy plyn
Pro jednorozmérny, dvourozmérny a trojrozmérny plyn volnych elektronu najdéte:
1. souvislost kr a Ep a hustoty elektronu n (pocet elektronu na jednotku délky, plochy resp. objemu)

2. souvislost kr a veli¢iny r, definované jako polomér koule! s objemem rovnym objemu piipadajicimu
v elektronovém plynu na jeden elektron

3. energiovou hustotu stavi g(E)

Pozn.: Vzdjemnou konzistentnost vysledku je mozné ovérit vztahem fog Fg(E)dE = n.

2.2 Betheho—Sommerfeldiv rozvoj

Ukazte, ze integral fooo H(E)frp(E)dE je mozné aproximovat rozvojem

[ e 0B = [ HE) B + T T ) + T T )+ 0

()

Pomoci Betheho-Sommerfeldova rozvoje urcete teplotni zévislost chemického potencidlu p(7T'), stfedni
hodnoty hustoty energie u(7) a tepelnou kapacitu 3D elektronového plynu. Pfedpokladejte pritom, ze
v uvazovaném intervalu teplot je T/Tr < 1 a staci tedy vzit pouze prvni opravu z piikladu 2.2.

2.3 Teplotni zavislosti v Sommerfeldové modelu

2.4 Ciselné odhady; 2D plyn volnych elektronii

1. S vyuzitim predchozich vysledku spoctéte Fermiho mez kg, Fermiho energii £, Fermiho rychlost
vp, Fermiho teplotu Tp, stiedni energii elektronu (E) a hustotu energie u v elektronovém plynu
s hustotou odpovidajici stifbru (n = 5.85 - 1028 m~3). Dale stanovte chemicky potencial a stiednf
hustotu energie pii teploté 300 K. Jaka je tepelna kapacita elektronového plynu? Porovnejte se
skute¢nou hodnotou a pokuste se vysvétlit pripadny rozdil.

2. Urcete chemicky potencidl dvourozmeérného elektronového plynu. Diky pfiznivému prubéhu hus-
toty stavil neni v tomto piipadé tieba aproximaci.
2.5 Tepelna vodivost

Spoctéte tepelnou vodivost elektronového plynu v Sommerfeldové modelu. Porovnejte vysledek s tepel-
nou vodivosti v Drudeho modelu kovu a s tabulkovymi hodnotami pro redlné kovy.

1 ’ ~ ’ . . s ’ a ’
rozumi se zobecnénd D-dimenziondln{ koule, kterd je zaddna vztahem +/z? + ... + 2% <7,



3 Krystalova struktura

3.1 Kupratové roviny

Ve vétsiné vysokoteplotnich supravodicu se lze setkat s tzv. kupratovymi rovinami, které jsou tvoreny
atomy meédi a kysliku usporddanymi jako na ndsledujicich obrézcich. Atomy meédi jsou znédzornény
plnymi krouzky, atomy kysliku prazdnymi.

1. Vyznacte bazové vektory, primitivni bunku a atomy béaze krystalové miizky z levého obrazku.

2. Ve skutecnosti lezi atomy kysliku stiidavé nad a pod kupratovou rovinou, coz je v pravém obrazku
oznaceno znaménky + a —. Vyznacte bazové vektory, primitivni buinku a atomy béze i v tomto

pripadé.
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3.2 Operace symetrie 2D krystalovych miizek

Najdéte vSechny bodové operace symetrie nasledujicich krystalovych mftizek a srovnejte je s operacemi
symetrie prosté miizky.

B o ok ok X % ¥ &+
q e ok e F P ¥
o o e X % & X
o o e F % & ¥k

3.3 Osy rotace v prostorovych miizkach

Dokazte, ze trojrozmérné prostorové miizky mohou mit pouze 2-, 3-, 4- a 6-Cetné osy symetrie.

3.4 Hustota diamantu

Spoctete hustotu diamantu, vite-li, Ze jeho mifzkovy parametr je a = 3.57 A a relativni atomova hmot-
nost uhliku je 12.

3.5 Soucinitele zaplnéni

Vypoctéte soucinitele zaplnéni pii umisténi kouli maximalniho poloméru do uzlia prostorové miizky pro
tyto miizky: prostd kubicka, kubicka plosné centrovand, kubicka prostorové centrovana a diamantova.

3.6 Hexagonalni tésné usporadana miizka

Vypoctéte pomér ¢/a pro hexagonalni tésné usporddanou miizku.



3.7 Dvourozmérné mrizky

Najdéte reciproké mfizky a nékolik prvnich Brillouinovych zén (alespon pét) pro dvourozmérnou ¢tver-
covou a hexagonalni miizku.

3.8 Reciproké mtizky a 1. Brillouinova zéna kubickych miizek

Najdéte reciproké mrizky a prvni Brillouinovu zénu pro kubické mrizky — prostou, prostorové cen-
trovanou a plosné centrovanou. Porovnejte rozméry prvni Brillouinovy zény prosté miizky s miizkovym
parametrem a = 3 A a vlnové &isla typickd pro viditelné a RTG zéfeni. Najdéte souvislost objemu
primitivn{ bunky pifimé a reciproké miizky.

Pozn.: Tato souvislost je obecna a lze ji nejsnadnéji ziskat pfimo pomoci definice reciproké mfrizky.

3.9 Mezirovinné vzdalenosti a thly

Najdéte vztahy pro mezirovinné vzdéalenosti a mezirovinné uhly pro tyto syngonie: kubickd, tetragonalni
a ortorombicka.



4 RTG difrakce na krystalech

Intenzita RTG zareni rozptyleného krystalem je imérnd kvadratu absolutni hodnoty Fourierova obrazu
elektronové hustoty s argumentem rovnym rozptylovému vektoru

I~ph Q). Q=K;-K;.

Zapisme elektronovou hustotu v krystalu ve tvaru

pel ZZP] ) )

R j=1

kde Q(7) je tvarova funkce krystalu, R znac¢i vektory poloh elementérnich bunék (tvoii prostorovou
mifzku), j indexuje atomy v elementarni burice, r; jejich polohy v ramci elementarni bunky a p;(r) je
nabojova hustota charakteristickd pro dany atom. Fourierova transformace dava

N

P (Q) = VPB ZQFT (Q-G)F(G), FG) = Ze*iG'ijj(G) o filk) = /d3r pi(r)e ik

j=1
Zde Vpp je objem primitivni buiiky, Q7 geometricky faktor, F(G) je strukturni faktor a fj je atomovy
rozptylovy faktor atomu j.
4.1 Strukturni faktor, vyhasinani difrakci
Vypoctéte strukturni faktor difrakce na krystalech s touto strukturou: kubicka plo§né centrovand mrizka,
kubickd prostorové centrovand miizka, miizka se sfaleritovou strukturou a miizka s diamantovou struk-
turou. Zjistéte, které difrakce vyhasnou.
4.2 Difrakéni dhly
Vypoctéte vSechny mozné difrakéni thly pii difrakei zafeni o vlnové délce 0.1541 nm (charakteristickd
¢éra CuKay) na krystalu Si (mfizkovy parametr 0.54309 nm).
4.3 Difrakéni efekty spojené s koneénou velikosti krystalu

Spocitejte Fourierovu transformaci ndbojové hustoty malého krystalu s prostou kubickou miizkou

per(,y, 2 Z Z Z po(x = jia,y — jaa, z — jza)

Jj1=—Ngz jo=—Ny js=—N.

a srovnejte vysledek s vyrazem pro pZT obsahujicim geometricky faktor. Odpovid4 elektronova hustota
zadand v tomto piikladu elektronové hustoté uvazované vyse, nebo je zde néjaky rozdil? Diskutujte
o souvislosti kone¢né velikosti krystalu s divergenci rozptyleného rentgenového zareni.

4.4 RTG difrakce na A,Cg

o,
s Sk 1] . P e s L . s
0;;. f.—‘b:-?.;g-}.-g‘ Experimentédlné bylo zjisténo, ze difrakéni pik (200) fcec miizky fulerenu
-hdiv';.;{t % ’if Ceo (mifzkovy parametr a = 14.11 A) je velmi slaby. Predpokladejte, ze
f_.;."; '? -qu'-'j;'t*.‘{ nébojova hustota fulerenu je reprezentoviana nabojem rovnomérné roz-
‘-;.‘}; -, .g "%r' lozenym na povrchu koule s polomérem 3.5 A. Spoéitejte strukturni faktor
-“_\..':fi’;_"-\--_.&, ) i’{. molekuly Cgp v této aproximaci a s jeho pomoci ukazte, ze difrakéni pik
i “:. "'lﬂff (200) je mnohem slabsi nez pik (111).
- ‘ '\



5 Elektron v periodickém potencialu

5.1 Jednorozmérny potencial

Metodou rozvoje do rovinnych vln najdéte vlastni energie elektronu v jednodimenzionalnim potencialu
s periodou a zadaném funkci

> xr —na)?
jehoz Fourierovy slozky jsou
2G2 9
UG:—Vo\/?Tgexp<—U ) . a=""
a 4 a

Z vlastnich energii pro dostateény pocet Blochovych vektort v 1. Brillouinové zéné sestavte pasové
schéma. PTi numerickém feSeni pouzijte nasledujici hodnoty parametri: a = 0.5nm, o = 0.1a. Srovnejte
vysledky pro Vo =2eV a Vy = 10eV s disperznimi relacemi volnych elektront.

T T
I I
0.0 0.5

X [nm]

VXNV,

-1.0 -0.5 1.0

Pozn.: Pti srovnavani je vyhodné pouzit energii vztazenou na stfedni hodnotu potencialu, tj. £ —Ug—g.

5.2 Model Kroning—Penney

Vyfeste Schrédingerovu rovnici pro elektron v jednorozmérném periodickém potencidlovém poli, které

ma tvar

U(x)
7] — M

0 aa+b z

Ukazte, Ze vlastni hodnoty energie jsou dany rovnici

1
cosk(a + b) = cosaky cosbky — = <@ + ﬂ) sin ak1 sin kg ,
2 K1 )
kde
2mE 2m(E — Up)
a Kyg=—4+—" 2
h 2 h

e

K1 =

zvolené &iselné konstanty, napr. a =4 A, b=1A a Vy =5eV.



5.3 Dvourozmérna Fermiho plocha

Na nasledujicim obrazku jsou zachyceny energiové pasy pro elektron pohybujici se v dvourozmérné
analogii potencialu z tlohy 5.1. S pouzitim téchto grafi nacrtnéte Fermiho plochu pro latku s jednim,
dvéma a tfemi elektrony v primitivni burice. Pro ilustraci je pfipojen graf piispévku jednotlivych pasu
do hustoty stavu.

Rozsahy energii prvnich étyf pédsu jsou 0.00 eV — 2.07 eV, 1.93 eV — 5.23 eV, 3.40 eV — 6.89 eV a
3.46 eV — 8.04 V.
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5.4 Pasové schéma volnych elektront
Uvazme prostou kubickou mfizku. Sestrojte redukované pasové schéma pro volné elektrony ve sméru
[100] a [111].

5.5 Odhad sitky zakazaného pasu — metoda témér volnych elektroni

Uvazme dvourozmeérnou ¢tvercovou miizku s potencidlem U(x,y) = —4U, cos(%fT“’) cos(%;Ty) . Najdéete
pribliznou velikost §itky zakdzaného pasu v bodé M = (g, %), tj. v rohu prvni Brillouinovy zény.

5.6 Metoda tésné vazby pro s—pas v fcc miizce

Odvod'te disperzni relace pasu vychdzejiciho z s-stavii atomi umisténych v uzlech kubické plosné cen-
trované miizky. Uvazujte pouze maticové elementy mezi nejblizsimi sousedy ¢ = (s|AU|s’). Piekryv
s-orbitalii na sousednich atomech zanedbejte. Vysledek zndzornéte graficky obvyklym zpusobem, tj.
podél lomené ¢ary L—-T' =X — K —T.

5.7 Metoda tésné vazby pro p—pasy ve ¢tvercové mrizce

Uvazujme o dvourozmérné ¢tvercové miizce s jednoatomovou bézi. Najdéte disperzni relace pasu odvo-
zenych z dvakrat degenerovanych p-orbitalt p, a p,. VInové funkce téchto orbitalt maji tvar ¢, (z,y) =
zf(v2?+9y?) a iy, (2,y) =y f(V/2? +y?). Pii vypoctu se omezte pouze na maticové elementy mezi
nejblizsimi sousedy a matici prekryvovych integralu aproximujte jednotkovou matici. Pasové schéma
zobrazte podél lomené ¢ary M — I' — X.



6 Kvaziklasicka aproximace

6.1 Elektrony v okoli minima pasu

Pro elektrony v okoli minima péasu plati
2 ) ) mzt 0 0
E(k)=E(ko) + —(k—ko) "M *k—ky) M*'=[ 0 mz' 0 |,
2 —1
0 0 my

kde my a myp, jsou transverzalni a longitudindlni efektivni hmotnosti. Ekvienergiové plochy maji tedy
tvar rotacnich elipsoidu.
1. Ukazte, ze cyklotronova frekvence je

wc:2 )

lezi-li homogenni magnetické pole v roviné zy.
2. Vypoctéte elektronovou tepelnou kapacitu.

6.2 Oscilace v homogennim elektrostatickém poli
Elektrony vodivostniho pasu odvozeného od s-orbitalt atomu v prosté kubické miizce maji v priblizeni

tésné vazby disperzni relaci

B(k) =

Najdéte casovy prubéh rychlosti a polohy elektronu v homogennim elektrickém poli E = (E,,0,0), je-li
toto pole zapnuto v case t = 0, kdy se elektron nachézi ve stavu s k = (0,0,0). Jaky je piispévek

Eg — 2t[cos(kza) + cos(kya) + cos(k.a)] .

elektronu do elektrické vodivosti materidlu?



7 Polovodice

7.1 Primésovy stav

Polovodi¢ InSb m4 zakdzany pés o §ifce Ey, = 0.23eV, statickou permitivitu e = 18 a efektivni hmotnost
elektrontt mey = 0.15 m,. Vypoctéte ionizacni energii donoru, polomér drahy odpovidajici zakladnimu
stavu a minimalni koncentraci donort, pfi niz se zacind projevovat prekryvani elektronovych drah
sousednich pfimésovych atomu (vznikd pfimésovy pas).

7.2 Statistika nositeli naboje v polovodici typu N

V polovodiéi je 10 donorti v cm?, které maji ionizacéni energii Ep = 1 meV a efektivni hmotnost
Mmef = 0.01m,. Zadné akceptorové atomy nejsou piitomny a polovodic je nedegenerovany, tj. £, > kpgT.
Odhadnéte koncentraci vodivostnich elektronu pfi T' = 4 K a hodnotu Hallovy konstanty.

7.3 Halliv jev pro dva typy nositeli

Predpoklddejte, ze koncentrace vodivostnich elektronu a dér v polovodici jsou n a p, relaxaéni doby 7,
a 7y, a efektivni hmotnosti m. a my. Ukazte, ze Halluv koeficient je

1 p — nb?

Ry—-+2—""_
T e (p+nb)2’

kde b = pe/pp je pomér pohyblivosti. Pfi vipoétu zanedbejte ¢leny s B2.

7.4 Intrinsicky polovodic

Germanium mé nepiimy zakdzany pés o Sitce 0.67 eV. Ve vodivostnim pasu je osm L minim ve tvaru
rotacnich elipsoidu s efektivnimi hmotnostmi mr = 1.6 m, a myr = 0.08 m.. Maximum valen¢niho
pasu se nachédzi v bodé I' a vybihaji z néj dvakrat degenerovany pas tézkych dér s izotropni efektivni
hmotnosti 0.28 m, a dvakrat degenerovany péas lehkych dér s izotropni efektivni hmotnosti 0.044 m..
Vypoctéte intrinsickou koncentraci nositeli naboje pii teploté 300 K.

N
L 45 V Ge / Q L
ev |t ev
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e "N
Iy
of 5 s T oF i
%
I 2 5 v l -2
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w b < w -b
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_8._. =
L & Gelt)-(1<H *
e Gelio0)-(24) /o
A0F L M ~t+ typ. error
A2F T by -12
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Pésové struktura germania podle ¢lanku Wachs, A. L., Miller, T., Hsieh, T. C., Shapiro, A. P., Chiang.
T. C.: Phys. Rev. B 32 (1985) 2326



8 Kmity miizky v harmonickém priblizeni
8.1 Kmity dvouatomového retézce

Uvazte normalni médy linedrniho fetézce, ve kterém jsou hmotnosti atomu stiidavé My a Ms. Silové
konstanty interakce mezi nejbliz§imi atomy jsou rovny f a tyto atomy jsou vzdéleny a/2. Najdéte
disperzni relace. Ukazte, ze pro M; = My se vysledek redukuje na disperzni relaci jednoatomového
retézce.

Pozn.: Zajimavy je graf w/wp, kde w@ = f/u, pro ménici se a = M; /My pii konstantni efektivni
hmotnosti p = My My/(My + My).

8.2 Kmity linearni miizky s dalekodosahovou interakci

Predpoklddejme jednorozmeérny krystal, v némz existuje interakce i mezi dalekymi sousedy. Harmonicky
¢len v potencidlni energii necht je tvaru

1
gharm — Z Z §Km(un - Un+m)2
n m>0

Najdéte disperzni relaci takového krystalu a jeji dlouhovlnnou limitu.

8.3 Konstantni rychlost zvuku

Jak musi byt voleny konstanty K, v predchozi tloze, aby disperzni relace byla ¢isté linedrni, w = c|k|?

8.4 Meékky fononovy maod

Uvazte linearni fetézec slozeny z iontu stejné hmotnosti, ale stfidajiciho se ndboje +e. Meziatomovy
potencidl se skladd z kratkodosahové interakce se silovou konstantou C' a z elektrostatické (daleko-
dosahové) interakce. Ukazte, Ze elektrostatickou interakci lze popsat silovou konstantou mezi n-tymi
nejblizsimi sousedy

C _ (_1)11 62

" 27meg(na)d

kde a je vzdalenost nejblizsich sousedu. Najdéte disperzni relaci a nakreslete jeji graf pro vhodné volené
parametry.

8.5 Rychlost zvuku v kifemiku

S pouzitim nésledujictho obrazku urcete rychlost zvuku v kfemiku ve smérech [100], [110] a [111].
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Fononové disperzni kiivky a hustota stavu podle ¢lanku Giannozzi, P., de Gironcoli, S., Pavone, P.,
Baroni, S.: Phys. Rev. B 43 (1991) 7231
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8.6 Tepelna kapacita jednoduché 1D a 2D miizky

Uvazujme o jednoduché jednorozmérné resp. dvourozmérné miizce s jednim atomem v primitivni buiice,
pro jejiz transverzalni kmity plati pohybové rovnice

mil; = K(Uifl — 2u; + ui+1) (1D)
miiij = K (i1 + i1 + g1 + i — 4uig) (2D)
Najdéte disperzni relace kmitu miizky a teplotni zévislost jejiho specifického tepla pifi velmi nizkych

teplotach.

8.7 Hustota stavu akustické fononové vétve

Necht je disperzni relace nékteré akustické fononové vétve ddna vztahem

Numerickym vypoctem zjistéte hustotu stavi od této akustické vétve pro dimenzi miizky D = 1,2, 3.
Tuto hustotu stavu srovnejte s Debyeovym modelem.
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