Diferencialni operatory ve valcovych souradnicich

Valcové (cylindrické) soutadnice (r, ¢, 2):

r = rcosgp
Yy = rsingp
z = z
Jednotkové vektory
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f — skalarni pole
F = F. 7o+ F, @y + F, Zy — vektorové pole
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Besselovy funkce

Reseni diferencidlni rovnice
22y + xy + (22 —n?)y =0
se hled4 ve tvaru

m .
x) =2’ Z a;x’
=0

coz vede k rovnici

ao(p® —n?) + ar(p+ 1)* —n? + i{aj—z +aj[(p+j)* —=n’]} =0

j=2
a vysledkum
p = =En
a; = 0
0 = ——a2
I (7 £2n)
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Obrazek 1: Besselovy funkce pruniho druhu Obrazek 2: Besselovy funkce druhého druhu
celociselngjch radu 0 az 4. celociselngjch radu 0 aZ 4.

Resenim rovnice (8) jsou tedy tzv. Besselovy funkce 1. druhu #4du n (obr. 1):

~ (_1)]. (%)2j+n

s vlastnostmi
Jon(z) = (—=1)"J,(x) pron € Z (10)

n

I (x) = :|:<;Jn(x)—Jni1(a:)) (11)

Dalsim fesenim rovnice (8) jsou tzv. Besselovy funkce 2. druhu fadu n (obr. 2):

Y, (z) = lim Ju(x)cos(vm) — J_,(2)

v—n sin(v)

(12)

Kombinaci J,,(x) a Y, () vznikaji Besselovy funkce tfettho druhu (Hankelovy funkce):

HY = J.(2) +1iY,(z) (13)
H® = J.(z) —iY.(2) (14)

Jejich vyznam spoc¢iva v limitnim chovani pro komplexni argument z:

|llim HY(z) = 0 pro Im (z) >0
|l|im H?(z) = 0 proIm (z) <0

Vyrazy i"' HY (iz) a i~ H®) (—ix) jsou redlné pro redlna kladnd x.
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Obrazek 3: Modifikované Besselovy funkce Obrazek 4: Modifikované Besselovy funkce
proniho druhu celoc¢iselnych tadu 0 az /. druhého druhu celoéiselnych tdadu 0 aZ 4.

Modifikované Besselovy funkce

prvniho druhu (I,,, obr. 3) a druhého druhu (K, obr. 4) jsou feSenim diferencidlni rovnice

22y 4wy — (22 +n?)y =0 (15)

Pro redlna x > 0 plati
L, = i"J,(iz) (16)
Ki(e) = S HY () (17)

Limitni chovani I,, a K,, popisuji vztahy

L,(x e’
(z) T=00 /2
T
K, —e 7
(z) — 2z
V optoelektronice maji vyznam rovnice
K (2) = %= Kn(z) = Knii(2) (18)
x
Koo(z) = Ka(a) (19)
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Obrézek 5: Odraz a lom na rozhrant

Fresnelovy koeficienty odrazu a lomu

Pro amplitudy viny dopadajici z prostfedi o indexu lomu n; na optické rozhrani (Ey) pod
thlem «q, vlny odrazené (E;) a lomené (E3) pod thlem «s (viz obr. 5) plati v piipadé

viny s vektorem elektrické intenzity polarizovanym

1. kolmo k roviné dopadu:

B, sin(ag — )
(_)l sin(ag + 1)

Es 2 cos oy sin ap
( )l sin(ae + a1)
sin?(a; — aw)

sin? (o + ay)

2. v roviné dopadu:

<E1) tg(on — an)
[

Eqo tg(ar + az)
<E2) B 2 cos o sin ap
Ey/  sin(a; + a) cos(a; — ay)

tg? (o — o)
tg?(ay + ag)

(23)
(24)

(25)

(R jsou koeficienty odrazivosti). Pro koeficienty propustnosti 7" plati R, + 7 =1, R +

Iy=1



