Diferencialni rovnice a jejich uziti I
1. cviéna pisemka

I. cast T

1. Najdéte obecné feSeni rovnice tx’ — x = ttg T

2. Rozhodnéte, zda pocéatecni tloha ' = —t /x, 2(0) = 0 je jednoznacné Fesitelna. Odpoved
zdivodnéte.

3. Najdéte prvni tfi ¢leny Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci feseni tlohy
" —2' =0, 2(0) =0, 2/(0) = 1.
4. Odhadnéte feSeni problému

/
4
x +1+:c2’

tj. najdéte funkce ¢, 1 takové, ze p(t) < x(t) < ¥(t) pro v8echna t > 0 z defini¢niho oboru
feseni .
5. Zjistéte, zda autonomni systém
= 2r— Y,
y = —x+2
ma nekonstantni periodické fesSeni.
6. Urcete, pro které hodnoty parametru a je FeSeni x(t) = ¢ rovnice 2’ = a(x —t)+1 stejnomérné
asymptoticky stabilni.
I1. cast

1. Najdéte feseni pocatecniho problému

" 2"+ 22+ 20 =3,  x(0)=1, 2/(0) ==, 2"(0) = —=.

2. Vyvoj dvou populaci o velikostech z = z(t), y = y(t) je modelovan systémem rovnic

/

—ay + k(z — k)y;

/
parametry a, k, x jsou kladné. Urcete, o jaky typ interakce (vztahu populaci) jde, najdéte
rovnovazné velikosti populaci a vysettete jejich stabilitu.

3. Sestavte model epidemie SEI bez vitalni dynamiky. Nacrtnéte fazové portréty a popiste vyvoj
epidemie v pfipadé, ze na pocatku je jeden infekéni jedinec a zadny nakazeny v latentnim stadiu.

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.

II. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Vysledky:

I1. z(t) = tarcsin Ct

I2. Ano; feSeni je x = 0 a FeSeni jednoznacéné Fesitelné tlohy s pocateéni podminkou z(to) = a # 0 pro to # 0 neni

feSenim zadané ulohy.

13. l’o(t) =0, $1(t) =t wz(t) =t+
t? t?

M5 —t<a) < 5 +t

I5. Redlné c¢asti vlastnich ¢isel matice jsou nenulové, imaginarni nulové; proto nestaciondrni periodické feseni nemiize

existovat.
16. a < 0.

o

1. 3 (3—e").

2
I12. Dravec-korist; tzivnost prostiedi pro populaci kofisti je neomezena a obsahuje tkryt, ktery pojme populaci kofisti
o velikosti k a ochrani ji pfed dravcem; koeficient imrtnosti dravce bez potravy je a, efektivita, s niz pfeméni znicenou

kofist na rast své populace je k. Stacionarni feseni z = k + 2, y =1+ il je asymptoticky stabilni. (Pro sk <
a
1 1

2a? <1 +4/14 E) se jedné o ohnisko, pro kk > 2a* <1 +4/1+ E) se jedna o uzel.)

113.
S = -pIS,
E' = pIS—JE,
I' = JF,

S(0) =N —1, BE(0) =0, I(0) = 1.

(N oznacuje velikost populace). Pocet zdravych jedinci monotonné klesa k nule, podet infekénich monotonné roste k N,
pocet nakazenych v latentnim stadiu nejdfive roste a po dosazeni jistého maxima klesa k nule.



Diferencialni rovnice a jejich uziti I
2. cvi¢na pisemka

I. ¢ast
. Najdéte obecné feseni rovnice y'sinz = ylny.
2. Zjistéte, zda je lokalné jednoznacné resitelna pocatecni tloha

—

x
2 +a'sin2t+ ——— =0, z(0)=1, 2/(0)=0.
— 0) =1, 2(0)
3. Ukazte, ze funkce x1(t) =t a xo(t) = €' tvori fundamentalni systém FeSeni homogenni rovnice
pridruzené k rovnici
(t—1a" —ta' +x = (t—1)°
Pak najdéte FeSeni této nehomogenni rovnice s po¢ateénimi podminkami z(0) = 0, 2/(0) = 0.
x

4. Najdéte maximalni a minimalni feseni tlohy 2’ = n z(0) = 0.
5. Urcete parametr a tak, aby autonomni systém

¥ = 2x—5y

/

= r+ay

meél periodické reseni.
6. Zjistéte, zda feSeni = 3 rovnice 2’ = 23 — 27 je stabilni nebo asymptoticky stabilni.

II. cast
1. Najdéte feseni pocatecniho problému
1

2™ + 82" 4+ 162 = cost, 2(0) = <, 2/(0) =0, 2”(0) = g z"(0) = 0.

2. Uvazujte model konkurence dvou populaci takovych, ze pro druhou z nich je kapacita pro-

stfedi neomezena:

% = 1NV <1 - & - CL12N2) )
dNs
dr

Najdéte nezaporna stacionarni feseni a urcete jejich typ a stabilitu. Urcete podminky, za kterych

miize druha populace vyhynout.

3. Sestavte model epidemie SIS s vitalni dynamikou za predpokladt: Potomky mé pouze zdrava
¢ast (S) populace; timrtnosti ve zdravé (S) a infekéni (I) ¢asti populace mohou byt rozdilné;
omezenost zdroju (vnitrodruhové konkurence) se neprojevuje, tj. zdravid populace by rostla
neomezené (exponencialné).

Miize epidemie tohoto typu stabilizovat populaci? Jakd musi byt Gmrtnost infikovanych
jedinci, aby se rist populace zastavil?

Cas na vypracovani: I. ¢ast 90 minut, II. ¢ast 60 minut.
Bodovani: I. ¢ast 6 x 1 bod, II. ¢ast 3 x 2 body.
Hodnoceni: 1. ¢ast: dosdhnout vice nez 3 bodt.

II. ¢ast: [5,6]=A, [4,5)=B, [3,4)=C, [2,3)=D, (0,2)=E.




Vysledky:

x
I1. y = exp {Ctgi}.
12. Ano. Jedna se o linearni rovnici se spojitymi koeficienty.
I3.e' —t*—t—1.
I4. Maximalni ani minimalni feSeni neexistuje.
I5. Systém ma vzdy feSeni x = 0, y = 0, tj. feSeni konstantni tedy periodické s libovolnou periodou. Pro a = —2 mé
nekonstantni periodické feseni.
16. Regeni je nestabilni.

II1. z(t) = § cost.
I12. Pokud a21K:1 < 1, existuje jediné stacionarni feseni: sedlo (K1,0) a druba populace nemize vymfit, roste nade
1 K, -1
vSechny meze. Pokud a21 K1 > 1, existuji dvé stacionarni feseni: stabilni uzel (K1, 0) a sedlo <—, L) ; v tomto
a2’ ai2a21K1
ptipadé tedy mize druhé populace vymfit, pokud jeji poc¢atecni velikost je ,dostatecné mald“ a pocatecni velikost prvni
populace je ,dostatecné blizko“ kapacité prostiedi K.

113.

S = mS—diS—pBIS+AI,
I' = BIS—~I—dal.

Vsechny parametry jsou kladné, m > d;.
Systém ma jediny rovnovéazny bod

(7 +d2 (m—di)(y+ d2))
B Bd2 ’
ktery je pro ,
m—d; > <%) (v +d2)
Y
stabilnim uzlem a pro
2d2 \”
m—d; < <T) (v +d2)
stabilnim ohniskem. Epidemie, kterd potlacuje plodnost, tedy muze zastavit rist malthusovské populace bez ohledu na
to, jaky vliv ma na tmrtnost.



