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Nésledujici text je zapisem c¢asti prednasky predmetu M5858 Diferencialni rovnice a jejich uziti.
M3 slouzit predevsim k tomu, aby studentky /studenti nebyly/i nuceny /i si béhem piednésky délat
podrobné pisemné poznamky, ale radéji se sousttedily/i na pochopeni vykladu. Déle mize byt po-
miickou k rychlému pfipomenuti toho, co ¢lovék jiz zna. V zadném piipadé nemutize byt povazovan
za zakladni zdroj nahrazujici standardni ucebni texty, z néhoz by bylo mozné se problematice
diferencidlnich rovnic naucit; sdm o sobé bez komentara béhem prednasky je malo srozumitelny
az nesrozumitelny (aby byl s komentafi srozumitelny, je mym p¥énim a bude mou snahou).

V soucasné chvili se stale jedna o polotovar; urcité obsahuje i néjaké nedtslednosti, formulac¢ni
nedostatky, preklepy nebo dokonce chyby. Budu vdéény kazdému, kdo mé na né upozorni.

Zdenék Pospisil
prosinec 2009

Za zékladni ucebni texty k predmétu M5858 lze povazovat:

1. J. Kalas, M. Rab: Obyéejné diferencidlng rovnice. MU, Brno 2001 (druhé vydani), 212 stran.
Teorie obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic probrand dukladnéji, nez je v sylabu predmétu
M5858.

2. J. Kalas, Z. Pospisil: Spojité modely v biologii. MU, Brno 2001, 265 stran.
Dopliiky k teorii autonomnich systémii, aplikace diferencidlnich rovnic predevsim v populacéni
dynamice a teorii Sifeni epidemii.

3. M. Rab: Metody teseni obycejnych diferencidlnich rovnic. MU, Brno 1998, 96 stran.
Popis zakladnich elementarnich metod feseni explicitnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

4. R. Plch: Priklady z matematické analyzy. Diferencidlni rovnice. MU, Brno 1995, 29 stran.
Sbirka tloh z elementarnich metod FeSeni explicitnich i implicitnich obycejnych diferencial-
nich rovnic. Je doplnéna stru¢nym popisem potiebnych metod.
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e P. Hartman: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-Sydney,
1964.
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Dukladna prirucka vsech rovnic fesitelnych elementarnimi metodami.
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CSAV, Praha 1952.
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e N. F. Britton: FEssential Mathematical Biology. Springer, London-Berlin-Heidelberg-New
York-Hong Kong-Milan-Paris-Tokio, 2003 (second printing).
Ucebnice deterministickych modelt v biologii; prvni tii kapitoly obsahuji aplikace probirané
v ramci predmétu M5858.

e R. J. Barro, X. Sala-i-Martin: Economic growth. The MIT Press, Cambridge, Massachusetts-
London, England, 1999.
Obsahuje aplikace oby¢ejnych diferencialnich rovnic v ekonomii.
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Kapitola 1
Zakladni pojmy

1.0.1 Definice

Bud G C R? mnozina s neprazdnym vnittkem, f : G — R. Rovnice

2 = f(t,x) (1.1)

se nazyva obycejnd diferencialni rovnice proniho tadu rozieSend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi diferencovatelna funkce x : J — R, kde J C R je interval, kterd
spliiuje podminky

(t,z(t)) € G, 2/(t) = f(t,x(t)) pro kazdé t € J.

Graf feSeni rovnice (1.1) se nazyva integrdini krivka.

1.0.2 Priklad
G={(t,x) eR2: t >0}, f(t,z) = %
Funkce z(t) = kt, kde k € R je FeSenim rovnice 2’ = % na intervalu J = (0, 00).

Diferencialni rovnice mize mit vice reseni.

1.0.3 Definice

Necht G, f maji stejny vyznam jako v 1.0.1 a necht (ty,z9) € G je libovolny bod. Uloha najit
feSeni rovnice (1.1), které spliiuje podminku

$(ﬁ0) = X0 (1'2)

se nazyva pocdtecni nebo Cauchyova iloha, podminka (1.2) se nazyvéa pocdtecni nebo Cauchyova
podminka.

1.0.4 Priklad

Necht ¢y > 0, z¢ € R. Funkce z(t) = %t je TeSenim ulohy
0

2 = %, x(to) = zo

na intervalu J = (0, 00).



1.0.5 Definice

Necht z = z(t) je feSenim tlohy (1.1), (1.2) na intervalu J a & = Z(t) je FeSenim tlohy (1.1),
(1.2) na intervalu .J, to € J N .J. Jestlize J C J a pro kazdé t € J je x(t) = i(t), fekneme, 7Ze
feSeni © = x(t) je prodlouZenim feseni & = Z(t) a ze FeSeni & = Z(t) je zuZenim feseni x = x(t).
Jestlize feSeni x = x(t) tlohy (1.1), (1.2) neni ztiZenim zéddného jiného FeSeni této ulohy, Fekneme,
7e x = x(t) je uplngm (neprodluZitelnym) Fesenim lohy (1.1), (1.2).

V dalsim budeme pod pojmem ,feseni“ rozumét uplné feseni.

1.0.6 Priklad
0, T <a
(x—a) z>a’

kde a > 0 je libovolné ¢islo, jsou tfi riizna uplné feSeni pocatecni tlohy

x' =3Vx2, 2(0) = 0.

1.0.7 Definice

Bud g funkce dvou proménnych. Rekneme, 7ze g je obecnym fesenim rovnice (1.1), jestlize ke
kazdému (to,zo) € G existuje Cy € R takové, ze x = x(t) = g(t, Cp) je FeSenim tlohy (1.1), (1.2).
Resen{ tdlohy (1.1) (1.2) se nazyva partikuldrni feseni rovnice (1.1).

1.0.8 Priklad

x = Ct je obecnym fesenim rovnice z prikladu 1.0.2.
Rovnice z prikladu 1.0.2 nema obecné feseni.

1.0.9 Geometricka interpretace

Rovnice (1.1) pfifazuje kazdému bodu z G pravé jednu hodnotu 2’ = f(¢, x), tedy kazdému bodu
(to, o) € G lze piifadit smérovy vektor teény k integralni kiivce v bodé (to,x0), tj. piimky
x— =z = f(to, w0)(t — to). Tento vektor ma souradnice (1, f(to,2¢)). To znamen4, ze rovnice (1.1)
definuje na G vektorové pole. Toto pole se nazyvéa smérové pole rovnice (1.1).

Kazd4 integralni k¥ivka rovnice (1.1) je vektorovou édrou smérového pole. Smérové pole tedy
poskytuje predstavu o pribéhu feseni rovnice (1.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. k¥ivky zadané rovnici f(¢,z) = ¢) se nazyvaji izokliny rovnice (1.1).
Jsou to krivky, na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smeér.

1.0.10 Definice

Bud G C R"! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R™. Rovnice

' = f(t,x), kde ' = (2}, 25,...,2)) (1.3)

n
se nazyva system n obycejnych diferencidlnich rovnic pruvniho Fddu nebo n-vektorovd obycejnd

diferencidlni rovnice prvniho tadu.

Pocéateéni podminku k rovnici (1.3) 1ze zadat:

x(ty) = 2° = (29,23, ...,20). (1.4)

Pojmy Feseni, obecné reseni, partikularni feSeni, iplné feseni rovnice (1.3) jsou analogiemi téchto
b b) b
pojmu z jednorozmérného pripadu. Obecné feseni zavisi na n parametrech.



1.0.11 Definice

Bud G C R"*! mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
2 =f (t, x, 2, 2", .. ,x(”fl)) (1.5)

se nazyva obycejnd diferencialni rovnice n-tého ridu rozresend vzhledem k nejuyssi derivaci.
Resenim této rovnice se rozumi n-krat diferencovatelné funkce = : J — R, kde J C R je interval,
ktera splnuje podminky

(L@, 2 (), 2" (1), e D)) € G, o) = £ (L),2/ (), 2" )., 2D ()
pro kazdé t € J.
Poédtecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (1.5) zaddvame ve tvaru
a(to) = o, '(to) = x5, 2" (to) = a3, ...,V (ko) = 2§, (1.6)

1.2 n—1
kde (to, g, 25, ..., x5 ) € G.
Uplné feSeni, obecné fedeni, partikularni feseni rovnice (1.5) definujeme analogicky jako u rovnic
prvniho fadu. Obecné feSeni zavisi na n parametrech.

1.0.12 Poznamka

Reseni poc¢atecni tlohy (1.5), (1.6) je ekvivalentni s Fesenim poc¢ateéniho problému pro systém n
diferencidlnich rovnic prvniho fadu:

Ty = X9

xh = 3
(1.7)

Th_1 = Ty

xl, = f(t,x1,29,...,2,)

1'1(150) = X, Z'Q(to) = 56(2), ey IEn(to) = SCg_l, (18)
v tomto smyslu: Je-li @ = xz(t) FeSenim tulohy (1.5), (1.6), pak n-tice funkci 1 = z,20 =
w3 = 2", ... x, = 2"V je feSenim tlohy (1.7), (1.8) a je-li n-tice funkci 1 = x1(t), 20 =

x2(t),...,xy = x,(t) FeSenim tlohy (1.7), (1.8), pak je funkce 2 = x(t) = x1(¢) FeSenim tlohy
(1.5), (1.6).






Kapitola 2

Elementarni metody reseni

2.1 Rovnice typu z' = f(t)

Jedna se v podstaté o rovnost, jiz je definovana primitivni funkce k dané funkci f. Obecné feseni
této rovnice tedy je

() = / F(t)dt

a partikuldrni feSeni spliiujici poc¢éteéni podminku (1.2) je

x(t) = xo +/f(T)dT;

samoziejme za predpokladu, ze pfislusna primitivni funkce nebo urcity integral existuji.
Priklady na uziti rovnice tohoto typu jsou 6.1.1 a 6.1.2.

2.2 Exaktni rovnice

de  f(t,x)

Tuto rovnici lze prepsat na tvar — =
prep dt  g(t,z)

0= f(t,x)dt — g(t,x)dx.

, neboli

Za uvedenych podminek je f(t,x)dt — g(t,x)da totdlnim diferencidlem néjaké funkce F dvou
proménnych (sr. napt. Z. Dogla, O. Dosly: Diferencidalni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno
1999, kap. 4), pticemz plati dF(¢,2) = 0. Obecné FeSeni dané rovnice je tedy implicitné zadano
rovnosti F'(t,x) = C, kde C je redlné konstanta.

2.3 Rovnice se separovanymi proménnymi z' = f(t)g(z)

Rovnosti g(x) = 0 je implicitné zaddno singuldrni (konstantni) feSeni. Poznamenejme, ze singolarni
feSeni muze, ale nemusi, byt zahrnuto v feSeni obecném pro néjakou volbu integracni konstanty.

Rovnosti 4
x
[y = [0
5



je implicitné zadano obecné feseni dané rovnice.

Rovnosti
x t
e
/g(é) B t/f(T)dT

Zo

je implicitné zadéno partikulérni feseni této rovnice, které splituje poc¢ateéni podminku (1.2) ta-
kovou, ze g(z¢) # 0. Pokud g(xg) = 0, pak feSenim dané rovnice s poc¢atecni podminku (1.2) je
konstantni funkce z(t) = xg.

Poznamenejme, ze rovnici typu 2.1 lze povazovat za zvlastni pripad rovnice se separovanymi
proménnymi pro g(z) = 1.

2.4 Homogenni rovnice =’ = f (%)

t
Zavedeme funkci u = u(t) = # Pak x(t) = tu(t), ' = u+ tu’. Dosazenim do ptivodni rovnice
dostaneme
o = f(u)t —u ,

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznamou funkci w.

at + bx + ¢
at + Bx + v

2.5 Rovnice typu 2’ = f

at + bx a+b%
1. c=~=0. Pak — | = L} a dan4 rovnice je homogenni.
7 f<at+ﬁx> f<a+ﬁ%> ) &

2. 2 +~2 40, gzﬂzk.
a b

Zavedeme funkci v = u(t) = at + bx. Pak v/ = a + ba’ a tedy 2/ = “ ;a. Dosazenim do

+c
/: b U
oo ar f<’<fﬂ+7)’

ptvodni rovnice dostaneme

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro neznadmou funkci u.

3. 2 +9%2#£0, aff # ba.

Necht m a n jsou feSenim soustavy linearnich algebraickych rovnic

am+bn = -—c

am+fn = —7v.

Zavedeme funkce u = u(t) =t —m
v=uv(t) =z —n.
Pak dt = du, dz = dv,
at+bx+c=alu+m)+blv+n)+c=au+bv+ (am+bn)+c=au-+ bv,
at+Br+vy=alu+m)+Fv+n)+y=au+Pv+ (am+bn)+v=au+fv
Dana rovnice prejde na tvar
dv f(au—l—bv)

du au + (v

coz je rovnice typu 1. pro nezndmou funkei v = v(u).



2.6 Linearni rovnice x’' = a(t)x + b(t)

1. b(t) = 0 (homogenni rovnice)
Je to rovnice se separovanymi proménnymi. Partikuldrni feseni po¢ateéniho problému (s pod-
minkou (1.2)) je:

x t
z % = /a(T)dT

t

/ a(r)dr

to

Inz —Inxzg

t

x = xoexp/a(T)dT

to

Obecné feseni homogenni linearni rovnice lze tedy zapsat
t

x = Cexp / a(t)dr .
to

2. b(t) # 0 (nehomogenni rovnice)
Reseni hleddme ve tvaru

x(t) = C(t) exp/a(T)dT

t

(metoda variace konstanty). Pak x' = (C'(t) + a(t)C(t)) exp [ a(7)dr. Dosazenim do dané
to

rovnice dostaneme

t t

(C'(t) + a(t)C(t)) exp/a(T)dT = a(t)C(t) eXp/a(T)dT + b(t)

to to
to

b(t) exp / a(r)dr

t
t to

/ b(o) exp / a(r)dr | do

to o

C'(t)

C(t) = C(to)

Obecné feseni nehomogenni rovnice tedy je

t to

x(t) = const+/ b(o) eXp/a(T)dT do exp/ta(T)dT.

to o to
Partikularni feseni spliiujici poc¢ateéni podminku (1.2) je

t to t

o) = |wo+ / b(o) exp / a(r)dr | do| exp / a(r)dr .

to o to



Jsou-li koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, pak

B B
z(t) = (zo + Z) eAlt—to) _ =

Jiny postup pfi feSeni nehomogenni rovnice:

2 —alt)z = b(t) /e Ja®dt
x/e—fa(t)dt _ a(t)xe_ Jat)dt  _ b(t) a(t)dt
d
Bl —Ja®)dt) _ a(t)dt
gr (J:e ) b(t)e™
Te— Sa(t)dt  _ / Ja(t) dt g4
O f (t)dt / ( ) 7fa(t)dtdt

2.7 Bernoulliova rovnice 2’ = a(t)x + b(t)z", r € R

1

Zavedeme funkci u = u(t) = z(t)}~". Pak x = utr, @l = . u™= "'/, Dosadime do dané
—r
rovnice:
1 r r r
7 uT=ru a(t)ulflr +b(t)ut—r /(1 —r)jur—r
-
u’ (I—=r)a(t)u+ (1 —r)b(t),

Coz je linearni rovnice pro neznamou funkci u.
Jsou-1i koeficienty konstantni, a(t) = A, b(t) = B, lze pouzit substituci

pak

a tedy

1 A Ay — B
_rfly/ - A+BAyB) yA
1, A%y — AB+ AB Ay — B
1—+7 = Ay — B A
y = (1-n)Ay,

coz je linearni homogenni rovnice.
Priklad na uziti Bernoulliovy rovnice je 6.1.5.

2.8 Rovnice neroziesena vzhledem k derivaci F(t,z,2') =0
(implicitni rovnice)

Zavedeme funkci p = p(t) = 2/(t).



1. Rovnice autonomni  F(z,z') =0
Rovnici F(z,p) = 0 mize byt implicitné zadédna funkce p = p(x). Rovnici F(x,p(x)) = 0
derivujeme podle proménné x:

Sep+ S enE = 0
oF
dp B %(xap)
dx OF ’
8_p($’p)

coz je rovnice pro neznamou funkci p nezavisle proménné x roziesena vzhledem k derivaci.
Je-li p = p(x) feSenim posledni rovnice, pak rovnice se separovanymi proménnymi =’ = p(x)
je fesenim piivodni rovnice; jeji obecné feSeni je tedy implicitné zadano rovnici

/ dx
—— = t+ const.
p(z)

2. Rovnice nezavisejici na nezndmé funkci  F(¢,2’) = 0.
Rovnici F(t,p) = 0 derivujeme podle proménné ¢:

OF oF  dp
E(t,P)Jra—p(t,P)a = 0
oF
dp E(ﬁp)
a@* oF, ¢
a—p(t,l?)

coz je rovnice pro nezndmou funkci p = p(t) roziesend vzhledem k derivaci. Je-li p = p(t)
feSenim posledni rovnice, je funkce z = z(t) = [ p(t)dt obecnym FesSenim dané rovnice.

3. Clairautova rovnice z = ta' + g(a’).
Rovnici & = tp + g(p) derivujeme podle proménné ¢:
dp dp
= +t— +q¢'(p)—
p Pt +g )y,

0 = (t+4(p) %

d
Musi tedy byt d_ztj =0 nebo t = —¢'(p).
7 prvni rovnosti a dané rovnice dostaneme obecné feseni
z(t) = ct+g(o),
kde ¢ € R je libovolna konstanta; z druhé rovnice dostaneme parametrické vyjadieni singu-
larniho feseni
—4'(p)

z = —pg(p)+9(p),

kde p je parametr.

4. Lagrangeova rovnice x =tf(z') + g(a’).
Rovnici = tf(p) + g(p) derivujeme podle proménné ¢:

po= I+ OE 0L
P10 = (tF0) o)L



M4-1i rovnice p — f(p) = 0 FeSeni p = ¢, pak z(t) = ct + ¢ je singuldrnim FeSenim dané
rovnice. Konstantu ¢; uréime dosazenim do dané rovnice:
ct+c = tf(e)+g(c)
¢ = t(f(c) — C) + g(c)
a ponévadz f(c) = ¢, je c1 = g(c). Singularni Feseni Lagrangeovy rovnice tedy je
z(t) = ct+g(c),
kde ¢ je feSenim rovnice ¢ = f(c) (je pevnym bodem funkce f).

Pro p # f(p) dostaneme
dt_ tf'(p) +9'(p)

dp — p—f
coz je linearni rovnice pro neznamou funkci ¢ nezavisle proménné p. Oznacime-li jeji feseni
t =t(p) = ®(p), pak

t = 2(p)
z = f(p)2(p)+9(p)

je parametrickym vyjadrenim obecného feseni Lagrangeovy rovnice.

2.9 Rovnice druhého fadu typu 2z’ = f(x)

Rovnici vynasobime 2z’:

20'2" = 22 f(w)
d 2 - dx
at (x ) = 2/
Polozime-li p = 2/, mame
d , dz
P = QEf(x)
dp? dz dx
wa - Mg
dp?
w 2f(z)

p? = 2/f(x)dx.

Polozime déle F(z) =2 [ f(z)dz a dostaneme

p = =/F(z)
v _ @
dt ’

coz je rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi.

2.10 Rovnice typu F(t,z® oF+) 20y =0 ke {l,...,n—
1}
Polozime y = y(t) = 2*)(t) a dostaneme rovnici

Flty vy, ...,y ) = o0,

coz je rovnice fadu o k nizsiho, nez dana rovnice.
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2.11 Autonomni rovnice typu F (:1:, A A :U(")) =0

Polozime p = p(t) = 2/(t). Pak

g W dpde
dt dx dt dx

g = A (A A (dpyde (0dp\T L dp)
dt \" da de \"dz /) dt dz dz? '

Postupujeme-li tak dale, vidime, ze

dp d*1p
(k) — = Rl 4
* T (p, dz’ 7 dgkt

pro kazdé k € N. (f je néjaké funkce k proménnych.) Dosazenim do ptvodni rovnice tedy dosta-

neme P 1
dp dp d?p dp d"~'p
F @ i BN T T i U I R
(zapvpdxv.]% <p7 de’ dx2 )’ 7f p dx dgn—1 0

d dnfl
G<zap7_p —p> = 07

neboli

dz’ " dant

coz je rovnice fadu o jedna nizsiho, nez dana rovnice.

2.12 Rovnice homogenni v z, 2/, 2", ..., ™
Necht F' je funkce n + 1 proménnych spliujici podminku
F(z0,cz1,¢22,...,¢zn) = cF(z0,21,22,...,2n) *)
pro kazdé ¢ € R a kazdé (29, 21, 22, ..., 2n) € Dom F.
Reseni rovnice
F(t,z,z/,z” e ,x(”)) =0

Ize hledat ve tvaru z(t) = e/ ¥4 kde y = y(t) je nové neznamé funkce. Je totiz

- yef y(t)dt
2 = y'ef y(t)dt + erf y(t)dt _ (y/ + y2)ef y(t)dt
- (y// + ny/)efy(t)dt + (y/ + y2)y efy(t)dt _ (y// + 3yy/ + yB)efy(t)dt

Dosadime-li z téchto rovnic do dané rovnice, vypadne vzhledem k podmince (*) faktor e/ ()4t 5
dostaneme rovnici fadu o 1 nizsiho, nez byla dana rovnice.

2.13 Ekvidimensionalni rovnice

Rekneme, Ze rovnice
F(t,z,z/,...,x(”)) =0

je ekvidimensiondlni v nezdvisle promenné, jestlize zména métitka nezavisle proménné t — at
pro kazdé a € R\ {0} nezméni jeji tvar. Transformace ¢ = e” pievede danou rovnici na rovnici
autonomni (typ 2.11).
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2.14 Cviceni

Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)
dx

1) 2t(2x — 3)dt + (t* + 1)dz =0 2) = el
2 +1
3) te*dx + + dt=0 4)V1+12dz +V22 —1dt =0
dt t+z

5) t3d ?—ta)dt =0 — =

) t*dx + (z x) dg p—
7) (tsin%fxcos%)dtthcos%dz:O 8) 2<% gy =etl?
9) tdx + xdt = sintdt 10) (t — 132" +4(t — 1)z =t+1
11) e**dt + 2(te** — z)dz =0 12) (2% + 1)dt + (2tz + 1)dz =0
13) (t + x)dt + (t + 2?)dz =0 14) tdz — zdt + t3dt =0
15) (2 +t—2)dt +tdr =0 16) (cost + zcost)dt +dax =0; x(w/2) =0
17) o' +2z=1t; 2(0) =2 18) (t +2z)dt + (z 4+ 2t)dz = 0; z(1) =1

19) Urcete konstanty a, b, c tak, aby rovnice (at? + bx?)dt + ctx dz = 0 byla exaktni a vyieste ji.

20) Reste pocatecni tilohu pro implicitni rovnici druhého fadu

Vysledky:

3 c t2
1 C t+C C - t
5)x = YIEYe 6)5 1n(t2+$2)+arctg% =CTax= tarcsin? 8)x = ——; et/? 9)x = 7;08
3 —3t+C 2 +C C-=x 2 z3 t3
100)r = ——— 1)t ="——e 2 12)t = —— 13)— + ¢ — =C14)x = Ct — —
)* = = Y ¢ W=y Byttt ) 2

. t 1

15)z = Ct — 2 — tln|t| 16)x = el™st — 1 17)z 5+ %e*” -1 18)t? + 4tz + 2% = 6

at? 1—t
19)c = 2b; — + bta? = C 20)x = ex 2 arctg ——
) 3 ) p(f gﬁ)
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Kapitola 3

Obecné vlastnosti obycejnych
diferencialnich rovnic

3.1 Vektorové a maticové funkce

3.1.1 Normy vektort a matic

L1
i) n
Normu vektoru © = ) definujeme predpisem |z| = > |z;].
In
ail a12 ce QA1n
) agl a9 N A2n, . . . n o n
Normu matice A = ) . . definujeme predpisem |[A| = > > |aijl.
SV i=1j=1
an1 Qp2 ... Apm
Na mnoziné vektori zavddime metriku p(z,y) = |z — y|, na mnoZiné matic zaviddime metriku

p(A,B) = |A — BJ|. Jedna se o souctovou neboli taxikaiskou metrika, sr. Z. Dosla, O. Dosly:
Metricke prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iii.

e Plati: |A - x| < |A||x|. Této vlastnosti se fika, ze maticovd norma je souhlasnd s vektorovou
normou.

D.: Pro libovolné i,k € {1,2,...,n} je |ai| < > |ai;|. Odtud plyne

j=1
|Ax| = <Zazkl’k)‘ Z Zaikl’k < ZZlaikHwkl =
k=1 =1 k=1 1=1 k=1
z(wzmzu) z(wzzw) - (zw) (zzw).
k=1 1 =1 j=1 k=1 =1 j=1
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3.1.2 Spojitost, derivace a integral vektorovych a maticovych funkci

1:123 a11g; a12§3 a1n§3
s)=| =@, An=| 0 T T = (a)
Zn(t) an1(t)  apa(t) ... anpn(t)

Vektorova funkce @ (resp. maticova funkce A) je spojitd v bodé to svého defini¢niho oboru, jestlize
ke kazdému kladnému déislu € existuje kladné ¢islo 0 tak, Ze pro vSechna t z definiéniho oboru
funkce @ z nerovnosti |t — tg| < § plyne nerovnost |x(t) — x(tp)| < & (resp. |A(t) — A(to)| < €).
Vektorova (resp. maticovd) funkce je spojita pravé tehdy, kdyz vSechny jeji slozky jsou spojité.

lim z(t) = (hm xi(t)) : i—f(t) = a'(t) = (1)), j a(s)ds = j wi(s)ds

t—to t—to
t() tO
dA t t
Jim A = (Jim () . GO =0 = @,0). A= | [
to to

3.2 Existence a jednoznacnost feseni systému ODR
Budeme se zabyvat tlohou (1.3), (1.4).

3.2.1 Lemma

Bud f spojitd na G C R""1. Funkce & = z(t) je feSenim tlohy (1.3), (1.4) na intervalu J prave
tehdy, kdyz pro kazdé ¢ € J je (t,z(t)) € G a

() = m°+/f(s,:c(s))ds. (3.1)

D.: ,=“ Necht ¢ = x(t) je FeSenim ulohy (1.3), (1.4) na J. Pak

d
am(s) = f(s, a:(s))

na J. Integraci této rovnosti podle s v mezich [to, ] dostaneme:
e, = [ f(salo)ds

x(t) —x(ty) = /f(s,m(s))ds

a vzhledem k (1.4) funkce & = x(t) spliuje (3.1).

to
,<* Necht funkce & = x(t) spliuje (3.1). Pak (o) = x° + [ f(s,z(s))ds = 2, tedy je splnéna
to

podminka (1.4). Derivovanim (3.1) podle ¢ dostaneme (1.3). O
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Necht C'(J) je mnoZina (vektorovych) funkci & = x(t) diferencovatelnjch na uzavieném in-
tervalu J takovych, Ze x(tg) = °. Na této mnoziné zavedeme metriku

ple,y) = max{|z(t) —y(1)|: t € J}

(metrika stejnomérné konvergence). Prostor (C*(J), p) je plny (sr. Z. Doglé, O. Dosly: Metrické
prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iv a I11.1.3.6.i). Dale definujme zobrazeni F : C*(J) — C(J)
predpisem:

F(x)(t) = a:OJr/f(s,a:(s))ds.

Reseni tlohy (1.3), (1.4), tedy funkce, ktera spliiuje (3.1), je zfejmé pevnym bodem zobrazeni F'.
Podari-li se tedy ukazat, ze F' je kontrakce iplného metrického prostoru (CI(J ), p) , z Banachovy
véty vyplyne, Ze existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni, tedy Ze existuje jediné diferencova-
telné feSeni ulohy (1.3), (1.4) (sr. Z. Dosla, O. Dosly: Metrické prostory. MU, Brno 1996, IV.2. a
V.1.).

3.2.2 Véta (Picard [1856-1941]-Lindelsf [1870-1946])

Budte a,b € R, a,b> 0, ty € R, 2° € R". Ozna¢me J = [to,to+a], D = {x € R" : |x —x°| < b},
. b .
m = max{|f(t,x)| : (t,x) € J x D}, d = min{a, — +. Necht funkce f : J x D — R" je spojitd
m
a vzhledem k x Lipschitzovska (tj. existuje L € R tak, ze plati |f(t,z) — f(t,y)| < L|x — y|
pro vSechna ¢t € J, @,y € D). Pak existuje pravé jedno feseni poc¢atecniho problému (1.3), (1.4)

definované na intervalu J = [to, to + J].
Toto FeSeni je (stejnomérnou) limitou posloupnosti funkei {x,,(¢)}52, kde

rp = 0

x
t

Tyl = a:0+/f(s,m(s))ds, k=1,2,3,...
to

D.: Funkce y(t) = F(x)(t) je diferencovatelnd, y'(t) = f(t,x(t)) (sr. V Novak: Integrdini pocet
v R., MU, Brno 2001, 2.4, véta 4.2). To znamen4, %e zobrazeni F' definované pfed vétou
zobrazuje C1(J) do sebe. Bud K > L. Na C'(J) zavedeme metriku p* vztahem

p*(x,y) = max {e_K(t_tU)kc(t) —yt)|: te J} .

Tato metrika je na C*(J) ekvivalentni s metrikou stejnomérné konvergence p, nebot

e 0p(a,y) < p*(z.y) < pla.y).
Prostor (C*(J), p*) je tedy tplny.
Polozme P = {x € C'(J) : |x(t) — 2°| < b pro kazdé t € J}. Ponévadz P je uzaviena
podmnozina C1(.J), je prostor (P, p*) tplny (sr. Z. Dosla, O. Dosly: Metrické prostory. MU,
Brno 1996, I11.1.3.3). Zobrazeni F zobrazuje mnozinu P do sebe, nebot pro kazdou funkci
x € P plati

F(2)(t) — 29| = /f(s,:v(s))ds < /\f(s,m(s))\ds < (t—to)ym < om <b.
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Ukézeme, 7e F je kontrakei prostoru (P, p*): Pro kazdé t € J plati

pr(F(@),Fly) < e FUIF@)(t) - Fy)(t)| =

oKttt / £ (s,2()ds - / £(s,9(s))ds| <

to

IA
»

<

o
val
A

e_K(t—to)/|f(s,a:(s)) - f( ) (5))

< e KO0 [ La(s) - ylolds -
to
t
= L [ e Kt=s)e=K(s—t)|p(s) — y(s)|ds <
to
t
< L/e*K“*S)p*(w,y)ds =
to
L ks’
_ Lp*(:n,'y) [_eK ts:| —
K s=to
L
= Zp@y) (1-e W) <
< Py

L
Ponévadz L < K, je 7 < 1, coz znamena, ze F' je kontrakce. [

3.2.3 Poznamky

1.

2.

Posloupnost funkci zavedena v 3.2.2 se nazyva Picardova posloupnost postupnych aproximact.

Analogické tvrzeni plati, nahradime-li v 3.2.2 interval J = [to, to 4 a] intervalem [to — a, to]
nebo intervalem [ty — a, to + a].

fl(t;zlazQa . '7xn)
. Fat, 21,22, 2n) RPN
Ma-li funkee f(t,x) = . ohrani¢ené parcidlni derivace vSech slozek
fn(t; L1, T2, .. 7xn)
podle kazdé z proménnych x1,zs,...,z, na mnoziné J x D (zavedené v 3.2.2), pak jsou

predpoklady Picardovy-Lindeltfovy véty splnény.

D.: Mnozina J x D jako#to uzaviens a ohranicens podmnozina prostoru R”+1 je kompaktni
(sr. Z. Doglé, O. Dosly: Metrické prostory. MU, Brno 1996, I11.3.3.16). Z ohranicenosti
parcidlnich derivaci funkce f plyne existence ¢isla

afi(t -
M:max{M Ci=1,2,...,n,5=1,2...,n, (tx) € JxD} .
aSCj
Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych (sr. Z. Dosla, O. Dosly:
Diferencidlni pocet funkci vice proménnych. MU, Brno 1999, 3.4) pro vSechna t € J
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ax = (x1,29,...,2,),y = (Y1,Y2,.-.,Yn) € D existuji ¢isla & lezici mezi xy a y,
k=1,2,...,n takova, ze

|f(t,$)—f(t,’y)| = Z|fi(tam)_fi(tay)| =

= Z Za l(tazlv'r?v"'7xk*17§k7yk+17"'7yn)(xk7yk) <
. Tk
i=1 k=1
K3
< Z Z 6—m(t, L1, X2, - 7xk*17§k7yk+17 s 7yn) |$k - yk| <
i=1 k=1
n n n
< YD Mlzk—y| = Y Mlz—y| = nMlz -y,
i=1 k=1 i=1
takze funkce f je vzhledem k a Lipschitzovska s konstantou nM. [
3.2.4 Dusledky
filt, v, 22,00 )
. , Fa(t, 21,22, ., Tn) NN
1. Ma-li (vektorova) funkce f(t,x) = . ohrani¢ené parcidlni derivace
fn(t; L1, 22, 7xn)
viech slozek podle kazdé z proménnych 1, x2,...,z, v jistém okoli bodu (t,z°), pak po-
¢atecni problém (1.3), (1.4) mé v okoli ¢y jediné FeSeni.
2. Mé&-li (skaldrni) funkce f(t,z1,x2,...,2,) v jistém okoli bodu (to,xo,z}, 23, ..., x§) ohra-
ni¢ené parcialni derivace podle kazdé z proménnych x1,xo,...,x,, pak pocateéni problém

(1.5), (1.6) ma v okoli o jediné FeSeni.

3.2.5 Véta (Peano [1890])

Budte a,b € R, a,b> 0, ty € R, 2° € R”. Ozna¢me J = [to,to+a], D = {x € R" : |x —x°| < b},
m = max{|f(t,x)| : (t,x) € J x D}, § = min{a,a . Necht funkce f : J x D — R” je
spojita. Pak existuje alespoii jedno feseni poc¢éateéniho problému (1.3), (1.4) definované na intervalu
J = [to, to + 0].

D.: Viz Kalas, Rab: Obycejné diferencialni rovnice, str. 67-70. O

3.3 Globalni vlastnosti reseni systému ODR

3.3.1 Véta (o existenci iiplného Feseni)

Necht funkce f : G — R™ je spojitd na oteviené mnoziné G C R™*!. Je-li & = x(¢) feSeni rovnice

(1.3), pak je toto TeSeni bud uplné, nebo existuje tplné feseni y = y(t), které je prodlouzenim

feseni x.

D.: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidalni rovnice. MU, Brno 2001, str. 73-76. Dikaz
vyuziva véty 3.2.5.0J

3.3.2 Definice

Bud G C R"*!. Rekneme, 7e funkce f : G — R" je lokdiné lipschitzovskd v G vzhledem k x,
jestlize ke kazdému (7,a) € G existuje okoli O, 4 C G a ¢islo L, 4 € R tak, ze pro vSechna
(t, ), (t,y) € Ora plati [f(t,x) — f(t,y)| < Lralz —y|.
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3.3.3 Véta (o globalni jednoznac¢nosti)

Necht funkce f : G — R™ je spojitd a lokalné lipschitzovskd v G vzhledem k @ a nechf funkce
x =x(t), y = y(t) jsou dvé feseni rovnice (1.3). Jestlize existuje to takové, ze x(ty) = y(to), pak
x(t) = y(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou feSeni x, y definovana.

D.: Pripustme, Ze existuje b > ty takové, ze x(b) # y(b). Oznac¢me ¢ = inf{t : x(t) # y(¢)}.
Funkce x, y jsou spojité (ponévadz jsou diferencovatelné).
Ukéazeme, ze z(c) = y(c):
Piipustme, ze x(c) # y(c). Polozme ¢ = |x(c) — y(c)|.
K Z > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé t € (c—0,¢) je |y(t)—y(c)] < Z alz(t)—z(c)] < Z
Ponévadz pro t € (¢ — d,¢) je (t) = y(t), plati pro t € (¢ — 0, ¢) nerovnost

e =lz(c) —y(o)| = [&(c) —z(t) + y(t) — y(c)| <|z(c) —z(®)] + |y(t) —y(c)| <

=~ ™
>~ ™

coz je spor, nebot € > 0, a tedy x(c) = y(c).
Podle 3.2.2 nyni existuje « takové, Ze pro t € [¢,c+ ] je x(t) = y(t), coz je spor.
Analogicky vylouc¢ime moznost existence b < to takového, ze x(b) # y(b). O

3.3.4 Definice

Bud @ = x(t) Gplné feseni rovnice (1.3) definované na intervalu (5,7, kde —00o < S < T < 0.
Rekneme, ze € € R” je w-limitni bod veseni x, jestlize existuje posloupnost {tr}2, takov, ze
tr < T pro vSechna k € N, klirn t,=T a klirn x(ty) = &.

— 00 —00

Rekneme, 7e & € R" je a-limitni bod TeSeni x, jestlize existuje posloupnost {t;}?°, takovd, Ze
ty > S pro vSechna k € N, klirn ty, =S5 a klim x(ty) = €.
— 00 — 0

Rekneme, ze &€ € R™ je limitni bod Teseni x, jestlize je w-limitnim bodem nebo a-limitnim bodem.
Mnozina vSech w-limitnich bodu feseni x se nazyva w-limitni mnoZina feseni &, mnozina vsech
a-limitnich bodt feSeni @ se nazyva a-limitni mnozina TesSeni &, mnozina vsech limitnich bodu
feSeni  se nazyva limitni mnoZina reseni x.

3.3.5 Priklady

1. x = e* je Giplné FeSeni rovnice 2’ = ax definované na intervalu (—oco, ). Je-li a > 0, je 0 a-
limitnim bodem tohoto feseni a w-limitni body toto feSeni nema. Je-li a < 0, je 0 w-limitnim
bodem tohoto feseni a a-limitni body toto feseni nemé. Je-li a = 0, je 1 a- i w-limitnim
bodem tohoto feseni.

1 cos
2. v = sin; je uplné TfeSeni rovnice =’ = — t2t definované na intervalu (—oo,0). Interval
[—1,1] je w-limitni mnozinou tohoto Feseni.
, __Y
tgt) . PV . 2 . .
3. (%) = (8 je uplné feSeni soustavy rovnic ) = €0s°t | definované na inter-
Y sintg? Y T
o cos? t
valu (75, 5) Limitni mnoZina tohoto feseni je {(x,y) € R? : 22 + y? = 1}.

3.3.6 Véta

Necht funkce f : G — R" je spojitd na oteviené mnozingé G C R"*! a = x(t) je Gplné Teseni
rovnice (1.3) definované na intervalu (S, 7). Pak plati:

T = 0o nebo kazdy w-limitni bod feSeni x lezi na hranici G.

S = —o0o nebo kazdy a-limitni bod feseni « lezi na hranici G.
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D.: Bud x = x(t) tplné feSeni rovnice (1.3) definované na intervalu (S,7), T < oo a bud &
jeho w-limitni bod. Kdyby (T, &) € G, pak by existovalo okoli Or ¢ bodu (T, &) takové, ze
Ore C G, nebot G je oteviena. Podle 3.2.5 by existovalo feSeni y = y(t) rovnice (1.3)
s pocateéni podminkou y(7T') = £ definované na [T,T + 6], kde ¢ je vhodné (malé) ¢islo.

Funkce
t), S<t<T
z=2z(t) = 2(t)
yt), T+
by byla fesenim rovnice (1.3), které by bylo prodlouZenim feSeni «, coZ by byl spor s tiplnosti
feseni .
Pro a-limitni bod se ditkaz provede analogicky s vyuzitim ,levostranné varianty®“ véty 3.2.5.
O

3.3.7 Dusledek

Necht J = [tg,0), D ={x € R": |z| < a}, kde tg € R a 0 < a < co a necht funkce f:J x D —
R™ je spojité. Jestlize existuje spojitd funkce g : J — R takové, ze iplné feSeni & = x(t) rovnice
(1.3) definované na (S, T') spliiuje pro kazdé ¢ € [ty,T) podminku |x(t)| < g(t) < a, pak T = 0.

3.3.8 Dusledek

Necht J = [tg,00) a funkce f : J x R™ — R" je spojitd. Jestlize existuje m € R takové, Ze pro
kazdé (t,x) € J x R™ — R" plati | f (¢, )| < m, pak kazdé tplné FeSeni rovnice (1.3) je definovano
pro vSechna t > tg.

D.: Bud x = x(t) uplné feseni rovnice (1.3). Podle 3.2.1 je

x(t) = x(to) —l—/f(s,:c(s))ds.

Pro kazdé ¢, pro néz je x(t) definovano, plati

t t
(o) = [otto) + [ F(sa(e)ds | < folta)| + [ If(a(s)lds <
to to
< Ja(to)| + mlt — to).
Tvrzeni tedy plyne z 3.3.7, polozime-li g(t) = |x(to)| + m(t — to). O

Toto tvrzeni umoziuje rozhodnout, zda lze kazdé feseni rovnice (1.3) prodlouzit do nekoneéna,
aniz bychom toto feseni znali.

3.3.9 Véta (o spojité zavislosti feSeni na pocatecnich podminkach a pa-
rametrech)

Bud € oteviend mnozina v R1T"*+™ a necht funkce g :  — R” je takovd, Ze pro vSechna 7 € R,
& € R", X € R™ spliwyjici podminku (7,&, A) € Q, ma pocateéni problém

' = gtz A), z(r) = ¢
pravé jedno uplné feSeni © = x(t) = x(t; 7, &, A). Pak toto FeSeni, chdpané jako zobrazeni

R1+1+n+m N Rn,
je spojité.
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D.: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 82-83. J

Tato véta Fika, Ze zméni-li se mélo funkce f v rovnici (1.3) a malo se zméni po¢ateéni podminka
(1.4), pak se feseni nového — zménéného — problému lisi na koneéném intervalu malo od Feseni
ptvodniho problému.

3.4 Odhady reseni

3.4.1 Definice

Resen{ 2* = z*(t) tlohy (1.
této tlohy platl x(t) < a*(
Reseni{ x, = . (t) tlohy (1.
této ulohy plati x. (t) < x(

), (1.2) se nazyva maximdlni feSent, jestlize pro kazdé feseni x = z(t)
pro vsechna ¢, v nichz jsou obé feseni definovana.
), (1.2) se nazyva minimdlni vesent, jestlize pro kazdé feseni = = x(t)
pro vSechna t, v nichz jsou obé feseni definovana.

t

N A

t

3.4.2 Véta (srovnavaci)
Necht tp € R, 0 < a < o0, J = [tg,00), G = {(t,z) € R""! : t € J |z| < a}. Necht dale
f: G — R™ jespojitd funkce a g : Jx[0,a) — [0, 00) je spojita funkce takova, ze | f (¢, x)| < g(t, |x|)
pro (t,x) € G. Bud ug > |z°| a u* = u*(t) maximaln{ feseni tlohy
u' =gt u), u(to)=uo
na intervalu J. Pak kazdé uplné feseni tlohy (1.3), (1.4) je definovano pro vSechna t € J a plati
le(t)] <u'(t) proteJ.

D.: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 91. [J

3.4.3 Dausledek

Necht symboly tg, a, J, G maji stejny vyznam jako v 3.4.2. Nechf funkce f : G — R"™ je spojita
a necht existuje spojita funkce ¢ : J — [0, 00) takovéa, ze

|f(t. )| < e(t)|z] pro (t,z) € G.
Pak pro kazdé 0 € R” takové, ze
t
X exp/cp(T)dT < a pro vsechna t € J,
to
jsou uplnd Feseni tlohy (1.3), (1.4) definovdna na celém intervalu J a plati

t
lz(t)] < |:B0|exp/<p(7)d7' prote J.

to
D.: Plyne z 3.4.2 volbou g(t,u) = ¢(t)u, up = |x°|.
Jediné uplné (tedy maximalni) feseni tlohy v’ = ¢(t)u, u(to) = uo je podle 2.6

u(t) = wuo exp/cp(T)dT.
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Kapitola 4

Linearni rovnice

4.1 Systémy linearnich ODR

Systém linedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic je tvaru

() = ano + an®rs + ...+ aw(Oze + bi(d)
) = an(er + am®rs + ...+ ase()z, + bolt)
D) = anm + amlE - e+ ez + ba(l)
P11 oznaceni
) ) ) )
A =| S R B B O
an(t) ana(t) .. amn() ba(t) 2 (t)

lze tento systém zapsat v maticovém tvaru
' = A@l) -z +bt). (4.1)

Tuto rovnici nazyvame nehomogenni linedrni rovnice. Spolu s rovnici (4.1) budeme uvazovat po-
¢atecni podminku

x(ty) = . (4.2)
Rovnici
' = Al) =z (4.3)

nazyvame linedrni homogenni rovnici piidruZenou k rovnici (4.1).

4.1.1 Véta o existenci a jednoznac¢nosti feseni

Necht maticova funkce A = A(t) a vektorova funkce b = b(t) jsou spojité na intervalu J C R. Pak
mé pocatecni problém (4.1), (4.2) pravé jedno feSeni, které existuje na celém intervalu J.

D.: Vzhledem k 3.2.2 a 3.3.3 staci ukazat, ze ke kazdému 7 € J existuje okoli O, C J takové, ze
funkce A(t)x + b(t) je Lipschitzovskéd vzhledem k x na R™ x O,.
Je-li 7 vnitini bod intervalu J, existuje a € R, a > 0 takové, ze [t —a,7 + a] C J.
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Polozme L, = max{|A(t)| : t € [T — a,7 + a]} (toto maximum existuje podle druhé Weier-
strassovy véty), Or = (7 — a, 7 + a). Pak pro kazdé t € O, a kazdé dva vektory x,y € R"
plati podle tvrzeni v 3.1.1

Az +b(t) — (At)y + b(t))| = [A(t)z—A(t)y| = [A(t)(z—y)| < [A®t)| [z —y| < L |z—y|.
Je-li 7 pravy krajni bod intervalu J, polozime
Ly =max{|A(t)|: T—a <t <7}, Or =(T—a,r7]

a provedeme analogickou tvahu.
Pro levy krajni bod intervalu J provedeme ditkaz podobné. [

4.1.2 Poznamka

Reseni problému (4.1), (4.2) Ize hledat jako limitu Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci.
Zejména pro A(t) = A = (a;;) (konstantni matice) a b(t) = 0 je (oznacime-li E jednotkovou matici):
2(t) = 2% = (7)
t

t n
:Bl(t) = 1:0_|_/A 20ds = x?—l—/ Zaijx(; ds = |z +Za” ﬁ—t()
j=1

to

z2(t) = 2%+ Z aip | 9 + Z ak;T; (s —to) ds =
to
0 S t0)2
= x + alkxk t—to —|— ZZ“Zkak] =
k=1 k=1 j=1

— x0+A~m0(t—to)+(A~A)~m0@ = <E+A(tt0)+%2(tto)2>'m0

8
ol
—~
~+
~

A? k
(E—FA(t—to)—f—?(t—to) ++_'(t_t0)k) 'CBO

Pokud bychom A povaZovali za konstantu a E za jednicku (tj. pro n = 1), je vyraz v zavorce k-tym
&asteénym souétem Taylorovy fady funkce eA(*~%) Regeni tlohy
' =A-x x(ty)=2a°

Alt—to) . 220 Matice eA(!=%0) je dana nekone¢nou fadou

0 k
eA(tftg) _ Z (t — tO) Ak

k!
k=0

lze proto zapsat ve tvaru x(t) = e

Lze ukazat, ze tato fada konverguje pro kazdé t € R a tato konvergence je stejnomérna.

4.1.3 Véta (princip superpozice)

Jsou-li @ = x(t), y = y(t) TeSeni rovnice (4.3), pak také c1x(t) + coy(t), kde c1, ca jsou konstanty,
je TeSenim rovnice (4.3).
d
D.: E(clm—i—ch) = 1@’ ey = a1 A(t)-x+caA(t)-y = At)-(crx)+A(E) - (cay) = A(t)-(crx+cay)
]

22



4.1.4 Véta

Je-li maticova funkce A = A(t) = (ay; (t))n ._, Spojitd na intervalu J, pak mnoZzina vSech feSeni

i=
rovnice (4.3) tvofi n-rozmérny vektorovy prjostor.
D.: x(t) = o je FeSenim rovnice (4.3).
Podle 4.1.3 je libovolna linedrni kombinace FeSeni rovnice (4.3) také FeSenim této rovnice.
Budte x!, 22, ..., 2" baze n-rozmérného vektorového prostoru a y* = y*(t) feseni rovnice
(4.3) s pocateénimi podminkami y*(tg) = ¥, k=1,2,...,n.
Vektory y(t),y?(t),...,y"(t) jsou linedrné nezavislé pro kazdé t € J:

Kdyby existovalo t; € J a konstanty ¢y, co, ..., ¢y, ne vSechny rovny nule, takové,
ze c1yt(t1) + coy®(t1) + -+ + c,y™(t1) = o, pak by podle 4.1.3 také funkce

z=2(t) = ay'(t) + ey’ )+ +cy"(t)
byla FeSenim rovnice (4.3) s po¢ateéni podminkou z(t1) = o. Ponévadz ale x(t) =
je TeSenim rovnice (4.3), vzhledem k jednoznacnosti feseni (sr. 4.1.1) by z(¢t) =
Zejména tedy
c1yt(to) + cay®(to) + -+ + cay™(to) = crx’ + cox® + -+ + c,x™ = 2(ty) = o,
2 n

coz by byl spor s linedrni nezavislosti vektort !, z2,..., ™.

Dimense prostoru vSech feseni je tedy alespon n.
Bud ¢ = y(t) libovolné feseni rovnice (4.3). Pak

y(to) = ' + kox? + - + Kpa™
pro vhodné konstanty k1, ko, . .., kn, nebot &', 22, ... x" je baze. To znamena, ze
Y(to) = r1y' (to) + Kkay(to) + -+ - + K y" (to).
Podle principu superpozice je
w(t) = G(t) — kay' () — w2y?(t) — - — kay"(t)

také FeSenim rovnice (4.3); pfitom w(ty) = o. Vzhledem k jednoznac¢nosti feSeni rovnice
(4.3) je w(t) = o pro v8echna t € J a tedy

Y(t) = ray' () + r2y?(t) + - + Ky (1)

pro vSechna t € J. To znamend, Ze funkce

tvori bazi prostoru vsech FeSeni rovnice (4.3). O

4.1.5 Definice

Libovolna béze prostoru vSech feseni rovnice (4.3) se nazyvé fundamentdini systém Fesent rovnice
(4.3).

n

Necht y! = y'(t),y? = y2(t),...,y™ = y"(t) je fundamentalni systém feseni rovnice (4.3).
Obecné Teseni této rovnice je

y=yt) =y’ (t) + coy®(t) + -+ cry" (1) .
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Oznac¢me

yi(t) yit) ... wi@) o
Y=Y(t) = y%(t) y%.(t) . yg.(t) = C2
O RO . Cn

Matice Y = Y(¢) se nazyvé fundamentdlni matice Tesent systému (4.3). Tato matice je v disledku
linedrni nezavislosti sloupcti regularni, det Y(¢) # 0 pro kazdé ¢t € J. Obecné feseni rovnice (4.3)
lze zapsat
y=y)=Y()-c.
Partikularni feseni poc¢ate¢niho problému (4.1), (4.2) jey = y(t) = Y(t)-c%, kde c® = Y(to) ! - x°.
Tedy
y=y(t)=Y(t) Y(to) " -2’

Pro fundamentélni matici feSeni systému (4.3) Y = Y(¢) zfejmé plati Y'(¢) = A(t) - Y(¢).

4.1.6 Véta

Obecné feseni rovnice (systému) (4.1) je souc¢tem obecného FeSeni pfidruzené homogenni rovnice
(4.3) a néjakého partikuldrniho FeSeni rovnice (4.1):

xz(t) =Y(t) - c+ x(t),
kde Y(t) je fundamentdlni matice feSeni rovnice (4.3) a &(¢) je libovolné feseni rovnice (4.1).

D.: x(t) = Y(t) - c+ x(t) je fesenim rovnice (4.1), nebot ' =Y'-c+ &' =A-Y-c+A-Z+b=
A-(Y-c+&) +b.
PHmym vypocétem ovéiime, ze x(t) = Y(t) - ¢ + &(t), kde c® = Y(to)~!(z° — &(to)) je
FeSenim problému (4.1), (4.2). O

4.1.7 Nalezeni partikularniho feSeni rovnice (4.1) — metoda variace
konstant

Reseni rovnice (4.1) hleddme ve tvaru & = &(t) = Y(t) - ¢(t), kde ¢ = c(t) je né&jaké vektorova
funkce. Pak

~

Y. -c+Y-¢d = A-Y-c+Y- -

fé =

g = A-2+b=A-Y-c+b
Odtud

Y(t)-(t) = b(t)

kde m je konstantni vektor.

Obecnym Fesenim rovnice (4.1) je tedy

t

x(t) = Y(t) -n+/Y(t)-Y(s)—1-b(s)ds.

to
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Aby toto Feseni spliiovalo pocateéni podminku (4.2), musi platit 0 = Y(tg)-n, tj. n = Y(to) "1 -x°.
Reseni poc¢ateéniho problému (4.1), (4.2) je tedy

x(t) = Y(t)~Y(t0)’1-m0+/Y(t) Y(s)7t - b(s)ds.

to

4.1.8 Reseni linearni homogenni rovnice s konstatntni matici

Reseni rovnice

r=A-zx (4.4)

budeme hledat ve tvaru x(t) = &e*, kde & € R" je konstantni vektor. Hodnota A musi spliiovat
rovnosti

x'(t) =exeM, A-x=A-geM

takze vzhledem k tomu, Ze e’ # 0, musi platit
A- €= )E.
To znamena, ze A je vlastni hodnotou matice A a & je prislusny vlastni vektor.

e Jsou-li A, A2 rzné vlastni hodnoty matice A a &, &, jsou pfislusné vlastni vektory, pak
g,eMt, €,eM2 jsou linearné nezavisla feseni rovnice (4.4).

D.: Tvrzeni plyne z predchoziho vypoctu a faktu, ze vlastni vektory prislusné k riznym
vlastnim hodnotam jsou linearné nezavislé.[]

e M&-li rovnice (4.4) komplexni feSeni x(t) = a(t) + i8(t), kde a a 3 jsou redlné vektorové
funkce, a feSeni @ je linedrné nezavislé na libovolném nenulovém realném reseni této rovnice,
pak a a 3 jsou linedrné nezavislymi redlnymi feSenimi rovnice (4.4).

D.: Plati

& () +if(t) = (a(t) +iB1) = A- (a(t) +i8(t)) = A - a(t) +iA - B(1).

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti této rovnosti dostaneme, ze funkce o a (3
jsou FeSenimi rovnice (4.4).
Kdyby vektorové funkce av a B byly linearné zavislé, tj. a = ¢, pak by a + i3 =
(c+1)B afeSeni a+18 by bylo nasobkem realného nenulového feseni 3. To by byl spor
s predpokladem tvrzeni. [J

e Je-li ) vlastni hodnota matice A, £ pfislusny vlastni vektor, pficemz A je k-nasobnym kofenem
charakteristického polynomu det(A — AE), pak funkce

At At AL At AL k=1 A\t
et my g€ My ate” M1 08" Mg te” Mg T e

jsou pro vhodné vektory 1m0y g, M1 15+ Mh—1.0> Me—1.1 - - - » Mie—1.5—1 FeSenim rovnice (4.4).

v

D.: Dukaz ukazeme pro k = 2. V pripadé vyssi nasobnosti kofene charakteristické rovnice
lze postupovat analogicky.
Necht A je dvojnésobny kofen charakteristického polynomu. Bud B = B(s) diferenco-
vatelnd (a tedy spojitd) maticova funkce definovand na okoli nuly takova, ze B(0) = A,
A je pro kazdé s z defini¢niho oboru funkce B jednoduchym kofenem charakteristického
polynomu matice B(s) a existuje jednoduchy kofen u(s) charakteristického polynomu,
pro nd&jz plati 21_% wu(s) = A. (Matici A nepatrné porusime tak, aby se dvojnasobny kotfen
rozdélil na dva rizné jednoduché.)
Oznacme ¢, (s) (resp. €, (s)) vlastni vektor matice B(s) pfislusny k vlastni hodnoté u(s)
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(resp. \). Z diferencovatelnosti funkce B plyne podle véty o diferencovatelnosti impli-
citné zadané funkce (sr. Z. Dosl4, O. Dosly: Diferencidlni pocet funkci vice proménniych.
MU, Brno 1999, 8.1) diferencovatelnost funkei ¢ x @ Gy, zejména tedy existence limit

lim C3(5) = Caor I CL(s) = Cup-

Rovnice ' = B(s) - £ méa podle piedchozi tivahy feseni ¢, (s)e’ a Cu(s)e“(s)t a podle
principu superpozice 4.1.3 také feseni
Cals)er — ¢ (s)er !
A= p(s) '

Ponévadz lim B(s) = A, plyne z véty o spojité zavislosti feSeni na parametrech 3.3.9,

s—0

Ze rovnice (4.4) mé FeSeni

G = GOt ()M — () — ¢ () (s)e !

1. — 1' =
20 A — u(s) ) —p'(s)
Cx0—Cuo A
— 5 s 0)t t;
(gt +cuon)
pri vypoctu limity bylo vyuzito de I’'Hospitalovo pravidlo. Oznac¢ime-li nyni
Cuo—Cxo
Mo = TO)’ ma1= CH(0)7

dostaneme tvrzeni. [

4.1.9 Prevedeni systému linearnich diferencialnich rovnic na rovnici
vyssiho fadu
Uvazujme systém dvou rovnic
' = a(t)z+b(t)y+c(t),
y' = a)z+Bt)y+(t);
o funkcich a,b,c, a, 3, predpokldadame, ze jsou definovany na néjakém intervalu J a jsou na

ném diferencovatelné. V pripadé, ze existuje tg € J takové, ze b(tg) # 0, je funkce b na néjakém
podintervalu [ intervalu J nenulova. Pro ¢ € I z prvni rovnice vyjadiime druhou slozku

(4.5)

1
y=7 (2" —ax — ) (4.6)
a dosadime ji do druhé rovnice:
/ B
y:aaz—l—g(ac—ax—c)—l—v. (4.7)

Prvni z rovnic (4.5) zderivujeme
' =dz+ar’ +by+by +,
za y dosadime (4.6) a za y’ dosadime (4.7). Dostaneme

b/
:E”:a/z+ax’+3(z/—azfc)eroeerB(z/—a:rfc)+b’y+c/:
v b —a'b b
= (a+ﬁ+3)x’—(aﬁ—ba—i—%)x—kbv#—c’—cﬁ—%.
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Prvni slozka FeSeni systému (4.5) je tedy na intervalu I feSenim rovnice druhého fadu

v b —a'b b’
x”—(a—f—ﬁ-i-g)f—(aﬁ—baﬁ-%)m:b’Y‘f’Cl—Cﬁ_%a

jeho druhd slozka je pak déna rovnosti (4.6).
V piipadé konstantnich funkci a, b, a, 8 a funkci ¢, v identicky rovnych nule (homogenniho
systému s konstantni matici), dostaneme rovnici

2" — (a+ B)x + (aff — ba)z = 0. (4.8)

S . o , . b\ .
Povsimnéme si, ze charakteristicky polynom konstantni matice <Z 5) je

det (a;)\ BE)\) =X\~ (a+ B)A+ap - ba.

jeho koeficienty jsou tedy shodné s koeficienty na levé strané rovnice (4.8).
Analogicky lze postupovat u systému n rovnic.

4.2 Linearni diferencialni rovnice vyssiho radu

Jedné se o rovnici tvaru

2™ 4 a, ()Y fa, o)™ 4 pa ()2 +ao(t)r = f(t), (4.9)
kde funkce ap—1,an—2,...,a1, a9, f jsou definované na néjakém intervalu J C R.
Je-li f(t) =0, rovnice se nazyva homogenni, v opa¢ném piipadé nehomogennd.
Rovnice
2™ 4 a, ()" an_o(D)z" 2+ a2 +ao(t)r = 0 (4.10)

se nazyva pridruend homogenni rovnice k rovnici (4.9).
Spolu s rovnici (4.9) uvazujeme pocéateéni podminky

z(to) = xo, 2'(to) = a3, ..., 2V (tg) = 2B~ 1. (4.11)

Podle 1.0.12 je rovnice (4.9) ekvivalentni s vektorovou rovnici (se systémem rovnic)

Ty = X2
1"2 = I3
Ty = T
v, = —an_1()Tn —an_ot)ry_1 — - —a1(t)xe — ao(t)ry + f(t)

Odtud a z 4.1.1, 4.1.3 a 4.1.4 plynou nasledujici ti tvrzeni:

4.2.1 Véta (o existenci a jednoznacénosti FeSeni)

Jsou-li v8echny funkce ag,a1,...,a,—1, f spojité na intervalu J C R a ty € J, pak mé pocatecni
problém (4.9), (4.11) pravé jedno FeSeni, které existuje na celém intervalu J.

4.2.2 Véta (princip superpozice)

Jsou-li * = z(t), y = y(t) FeSenim homogenni linedrni rovnice (4.10) a ¢1, c2 jsou libovolné
konstanty, pak také z = z(t) = c12(t) + coy(t) je FeSenim této rovnice.
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4.2.3 Véta

Jsou-li vsechny funkce ag,ai,...,a,—1 spojité na intervalu J C R, pak mnozina vsech feseni
rovnice (4.10) tvori n-rozmérny vektorovy prostor.

4.2.4 Definice

Béze x1 = x1(t),x2 = x2(t),...,xn = xn(t) vektorového prostoru vsech feseni rovnice (4.10) se
nazyva fundamentdlni systém tesent rovnice (4.10).

Reseni 71 = x1(t), 72 = 22(t), ..., = 21 (t) rovnice (4.9) jsou linedrné nezévisl4 na intervalu
J, jsou-li vektory

1 (1) (1) k(1)
1 (t) 5(t) 2 (1)
a0 700 7w
linedrné nezavislé pro kazdé t € J.
Tvoii-li funkce 21 = x1(t),x2 = xa(t),..., T, = x,(t) fundamentdlni systém Feseni rovnice
(4.10), pak obecné Feseni této rovnice je x = x(t) = c1a1(t)+coxa(t)+ - +enzn(t), kde ci, oy ..., cn

jsou konstanty.

4.2.5 Definice
Budte o1, 2, ..., @m funkce. Funkce

p1(t) pa(t) m (1)
e1(t) pa(t) P (t)
W =W(t) = W(t;p1,02,...,0m) = det . : .
m—1 m—1 m—1
AV @) w )
se nazyva wronskidn funkci @1, @2, ..., ©Pm.
4.2.6 Véta
Funkce z1 = z1(t),x2 = x2(t),...,xyn = x,(t) tvori fundamentalni systém FeSeni rovnice (4.10)

pravé tehdy, kdyz kazdé z nich je fesenim této rovnice a jejich wronskian je v néjakém bodé
intervalu J nenulovy.

D.: plyne z poznamek za 4.1.5. [

Z jednoznaé¢nosti feseni rovnice (4.10) také plyne, Ze je-li wronskidn feseni rovnice 4.10 nenulovy
v jednom bodé intervalu J, pak je nenulovy ve vSech bodech intervalu J.

4.2.7 Véta

Bud x1, 29, ..., x, fundamentilni systém feseni rovnice (4.10). Obecné FeSeni rovnice (4.9) je
x=x(t) = crz1(t) + cama(t) + - - - + cpapn(t) + Z(t),

kde ¢1, ¢, ..., ¢, jsou konstanty a &, je libovolné partikularni feseni rovnice (4.9).

D.: plynez 4.1.6. O
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4.2.8 Metoda variace konstant

Reseni rovnice (4.9) hleddme ve tvaru

T =2(t) = c1(t)x1(t) + ca(t)x2(t) + -+ + cn(t)zn(t),

kde ¢1(t), ca(t), ..., cn(t) jsou funkce a x1(t), z2(t) . .., x,(t) je fundamentalni systém feseni rovnice
(4.10).
O funkcich ¢y, co, ..., ¢, budeme pifedpokladat, ze splnuji systém rovnic
Ary+dhas+ -+ cx, = 0
Ary + b+ 4+, = 0
(4.12)
c’lxgnd) + c’zxénd) 4+ c%x%"iz) = 0
Pak
i = dmtoari++cr, tenzl, = ari+ o+ e,
~1 _ /] 1 / / "o 1 1!
= crtar; +---+c,x, ey, = cixy + -+ T,
Fn=1 = clacgnil) 4+ angln_l)
i,(n) _ Cllxgnfl) + Clxgn) NS C;lxgln—l) + an(n)

Soucasné ale plati

i = g, ()E"Y —a, ()2 — ()T — ao()E + f(t) =
= —ap_1(c2" V.
...+Cn$§ln—1)) — (@ + - Fenxl) —ag(crxt o Fepzn) + f =

(n—1)
= ci(—an—173 -

o —axh —agzy) + -+ en(—an_ 120D — o —aga!, —apx,) + f =

= c1x§") + o tepz™ 4 f.

(Posledni rovnost plyne z toho, Ze x1, 2, ..., z, jsou FeSenimi pfidruzené homogenni rovnice.)
Celkem tedy dostaneme

Gaf" Vbt = f (4.13)
Systém rovnic (4.12) a (4.13) je soustava n linedrnich rovnic pro n neznamych ¢, c, ..., c,. De-

terminant této soustavy je wronskidn fundamentdlniho systému feSeni rovnice (4.10), je tedy
podle 4.2.6 rtizny od 0 a systém rovnic (4.12), (4.13) mé jediné feSeni ¢} (t) = i(t),ch(t) =

/

w2(t),...,ch(t) = on(t). Integraci téchto rovnic uréime ¢y (t), ca(t),. .., cn(t).
4.2.9 Homogenni linearni rovnice s konstatntnimi koeficienty

2 a2 4 a, 02D 4ot a2 agr = 0. (4.14)

Reseni predpokladdme ve tvaru z(t) = e*'. Pak

2 (t) = XeM, 2 (t) = XM, L 2 (1) = AmeM
a tedy
)\ne)\t + an_l)\n—le)\t + an_2)\n—2ekt I al)\e)\t + aoe)\t - 0
A" b AN Py A2 Nt ae = 0.
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Posledni rovnice se nazyva charakteristickd rovnice linedrni diferencidlni rovnice (4.14)

(i) Jsou-li A1, A2 dva riizné kofeny charakteristické rovnice, pak x1(t) = e*?, z(t) = e*2! jsou
linedrné nezéavisla fesSeni rovnice (4.14).

to jsou feSeni, je vidét z predchozi ivahy, linearné nezavislé jsou proto, ze vektory
1
A2

D.: Ze
1
A
2 2
A a A3 jsou pro A1 # Ao linearné nezavislé. [J
1 1
AT Ay

(ii) Je-li A\gp k-nasobny kofen charakteristické rovnice, pak funkce

z1(t) = et o(t) = te™l, x3(t) = t2eMt, .., x(t) = thleto!
jsou linedrné nezéavisla fesSeni rovnice (4.14).

D.: 7Z ekvivalence rovnice (4.14) s vektorovou linedrni rovnici s konstantni matici a z avah pro-
vedenych v 4.1.8 plyne, Ze uvedené funkce jsou vskutku feSenimi rovnice (4.14).

Dale je
W(O;ekot,te/\ot,lge/\ot,...,tk_lekot) —
1 0 0 0 0
Ao 1 0 0 0
A2 2X0 2 0 0
= det . R . . . . . =
k-1 k-2 k—1 k—1 k—t—1
AL (g — 1A 2( ) ) e!( . ))\0 (k=)
= 2624 (k—1)!#0,
takze funkce x1(t) = e of, ao(t) = te?of, a3(t) = t2eMt, ..., zp(t) = tF~Le ot jsou linearné

nezavislé. [J

(iii) Jsou-li \y = a+ i3, A2 = « — 18 k-ndsobné komplexné sdruzené kofeny charakteristické
rovnice, pak

x1(t) = e cos Bt, xo(t) = te® cos ft, w3(t) = t2e cos Bt, ..., xp(t) = tF1e® cos fAt,
Tpi1(t) = et sin ft, xpi0(t) = te® sin Bt, x4 3(t) = t2e sinft, ..., xop(t) = tF e sin St
jsou linedrné nezéavisla feSeni rovnice (4.14).

D.: tlelatif)t tlela=ift (< ¢ < k jsou linedrn& nezévisla feseni rovnice (4.14) podle (ii). Tedy

také
1 . .
xep1(t) = 5 (tee(o‘“ﬁ)t + tee(o‘ﬂﬁ)t) = t'e® cos Bt
1 ) )
Z'k+l+1(t) _ 5 (tée(a-i-lﬁ)t - tée(a—lﬁ)t) _ téeat sin 3t

jsou TeSeni rovnice (4.14) a tato Fe$ni jsou linedrné nezévisla, nebot funkce cos a sin jsou
nezavislé. [

4.2.10 Partikularni feSeni nehomogenni linearni rovnice s konstantnimi
koeficienty a se specialni pravou stranou

2™ 4 a, 12D pa, oz 4 paa dagr = f(t). (4.15)
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e f(t) = P, (t), kde P, je polynom stupné m.
Je-li nula k-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice (samoziejmé pfipoustime i k = 0),
Ize partikularni feseni hledat ve tvaru #(t) = t*Q,,(t), kde Q,, je polynom stejného stupné
jako P,.

o f(1)=ePy,(t).
Substituce x(t) = e*'y(t) pievede rovnici na linearni rovnici n-tého fadu s pravou stranou
P,, (ptedchozi pfipad).

e f(t) = cos(at)P,,(t) nebo f(t) = sin(at) Py, (t).

Najdeme partikularni feSeni rovnice
2 a2 4 a, 02 4 g 4 agr = eio‘th(t).

Jeho realna c¢ast je partikularnim fesenim uvazované rovnice v prvnim pfipadé, imaginarni
¢ast ve druhém.

o f(t) =g(t) + h(t).

Partikularni feseni je souc¢tem partikularnich feseni rovnic
(n) (n=1) 4 ... / — (n) (n=1) 4 ... / —
" +ap_1x +-tar’ +ax=gt) a 2" 4a, 12 + -4 a1z’ +apx = h(t).
4.2.11 Nalezeni fundamentalniho systému feSeni rovnice
"+ Pt)x' + Q(t)x =0
v pripadé, Ze jedno feSeni je znamé
Piedpokladejme, Ze zndme jedno nekonstantni feSeni 1 = 21 (¢) dané rovnice. Zavedeme substituci

x(t) = z1()y(t).

Pak o' = 2ly + 219/, o’ = 2y + 221y + 219", tedy

ay + 221y +a1y” + Pryy + Pry +Qriy = 0
21y + (221 + Pr1)y’ + (27 + P2y + Qu1)y = 0
/
y'+ (P+2ﬁ) y =0,
€1

coz je rovnice typu 2.10 pro nezndmou funkei y = y(t).
Polozime z(t) = y'(t). Pak

- (P(t)+2xl1(t)>z

.Z‘1(1f)
e — % _ / <P(t)+2;i§3)dt _ / P(t)dt — In(z1 (£))2
2(t) = L - rrwar,



Ponévadz plati

1 [P
1 xlfm—%e ! — [ P(t)dt
W(t,x1,22) = =e/ > 0,
T x'lfx—lfe_fp—i—z—lle_fp

tak x1 = x1(t), x2 = x2(t) tvori fundamentalni systém feSeni dané rovnice.

4.3 Eulerova a Riccatiho diferencialni rovnice
4.3.1 FEulerova rovnice
2™ 4 " ot 22 b agta’ + agr = (1)

Zavedeme substituci ¢t = e7, tj. 7 = Int. Pak

dx dx ﬁ 1dx

/

YOS % T @ iar
” d /1dx 1 dx n 1d%xdr 1 (d%r dx
2 = (=) = ==, _ (= _ ==
dt \ tdr t2dr  tdr2 dt t2 \dr?2 dr
" d /1 /d’z dx 2 (d?z dzx n 1 (d3z d2z)\ dr
x —_ — — _— — = —— _— — — _— — — =
dt \t2 \dr2 dr t3 \dr?z dr t2 \dr3 dr?2 )/ dt
1 /d3x d%z dx
= —-|—-3—+2—
t3 (d7'3 dr2 + dT)
Dosadime-li do dané rovnice, vypadnou faktory ¢, ¢2, ..., t", takZe dostaneme rovnici s konstant-

nimi koeficienty.

4.3.2 Riccatiho rovnice
2’ = P(t)2® + Q(t)z + R(t)

12

/ t P " Pl P ! ! 11 Pl !/
Zavedeme substituci z(t) = —yi(). Pak o/ = ——24 ( 2y2+ y)y =L 2y J 5
. P(t)y(t) P2y Py P Py
a tedy
1 Py 2 2 2 /
Yy’ v oy~ _ Py Qu LR
Py P2y  Py? P2y2 Py
yll 1 P/ ,
-+ — (= -R =0
Py + Py ( 2 Qly
P/
y' - <7+Q) y+PRy = 0,
coz je linearni homogenni rovnice druhého radu.
4.4 Cviceni
Reét% rovnice
d d
Ferd_?:O 2) 2" +ta' =0 3) ta" — 22" =0
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Ukazte, ze = u(t) je TeSenim dané rovnice a rovnici vyfeste.

4) u=1% 22" — 20 =0 5)u=\/f;:c”+%:0(t>0)
Reste rovnice (Cauchyovy tlohy)

6) 2" +2x=0 7) 2" 4 62" +5x =0
8) " +62' +92=0 9) 2" —22' +4x =0
10) 2’ — 2 =0; 2(0) =1, 2/(0) = -2 11) 2’ + 42 =0; 2(0) = 0, 2/(0) = 2
12) 2" + 2’ =t 13) 2" + x = sint
14) 2" —x =¢€' 15) 2 — 32’ — 10z = —3
16) =’/ — 2’ =sint 17) 2" — 32’ = &3 — 12t
18) 2" + x = cotgt 19) 2" — 82’ = &%
20) 2" + 22 =2 —e! 21) 22" —ta' +x =t
22) 122" — ta' + 2z = (Int)? 23) 32’ —tta? — 20 =2
Reste systémy rovnic
24) o' =-2zx+y 25) o/ =-—x—2y+ 3¢
y =3r—4y y’fgzqty—t
26) '+ 3z + 2y =>5sint 27) 42’ + 9y + 2z +3ly=¢'
y' — 2z + Ty = 8cost 32+ Ty +x+24y =3
Vysledky:

1)z:Cle*t+C’2 2)x:01fe*t2/2dt+02 3)1':Clt4+02t+03 4)1':%+Czt2

5) 2 =Vt(C1In|t| + C2) 6) 2 =C; + Coe™ 2 7) 2 = Cre t + Coe ™ 8) x = (C) + Cyt)e™
3=t —el t2

9) 2 = e!(Cy cosy/3t + Cysiny/3¢) 10) x = — 11 2 =sin2t 12) x = C; + Coe™t + 5 —t
13) 2z = Cy cost + Cosint — Leost 14) x = Cret + Coe™t + % 15) = Cre® + Che 2! + 13—0
16)x:Cl+C2et+%ismt 17):u:C'lJFC'2e3t+2t2+M

18) x = Cicost + Cysint — sintIn l%r(i:s‘t 19) 2 =C1 + <Cz + é) o8t
20)3c=01+02e—2‘f+§—§+£—E 21) z =t (Alnt+ B + 1(Int)?)

22) Atsin(B +1Int) + (1 +1nt)? 23) z = t22((]?t70t) 24) 2 = Ae™' + Be ™ y = Ae™t — 3Be™5!

25) z = Ae'/3 + Be™t/3 —6t,y = —24e"/> — Be t/? + 9t + Let + 9

26) x = Ae 5" + Bte " + 3% sint — ggg cost,y = 248 ’5t + Bte ' + L2 sint + gg; cost

27) z = ’4t(Acost+Bs1nt)+ﬂetf1—7,yfe’4t((B A)cost — (B + A)sint) — e’ + =
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Kapitola 5

Autonomni systémy

Budeme uvazovat systém rovnic
= f(x), (5.1)

kde f = (f1, fo,---, fn) : @ = R™, Q C R" je oteviend mnozina. Systém (5.1) se nazyva autonomni
systém obycejnijch diferencialnich rovnic, definicni obor pravych stran 2 se nazyva fazovy prostor.
V celé kapitole budeme ptredpoklédat, ze f je spojitd funkce takovd, ze poc¢éteéni problém: (5.1)
s podminkou

x(t)) = z° (5.2)

mé jediné feseni pro kazdé to € R, a° € Q.

5.1 Fazovy prostor, trajektorie, stacionarni body

5.1.1 Véta

Je-li © = x(t) feSenim tlohy (5.1), (5.2), pak pro kazdé 7 € R je y = y(t) = x(t + 7) FeSenim
rovnice (5.1) s poc¢ateéni podminkou y(tg — 7) = x°. Je-li  definovano na intervalu (t1,t2), je y
definovano na intervalu (t1 — 7,t2 — 7).
d

D y/(t) = Lalt+7)= Flalt+7) = F(y(t). O

Tato véta ukazuje, ze autonomni systémy popisuji déje invariantni vzhledem k posunuti v case.

Bez jmy na obecnosti se tedy u autonomnich systémi mtizeme omezit na pocate¢nimi pro-
blémy s pocatecni podminkou

z(0) = zcq. (5.3)

Reseni = z(t) problému (5.1), (5.3) lze interpretovat budto jako graf zobrazeni = : R — Q,
nebo jako kiivku C' = {z(t) : t € R} ve fazovém prostoru 2 zadanou parametricky. Tuto kiivku
nazveme trajektorii resent x.

Kiivku C* = {z(t) : ¢t > 0}, resp. C~ = {x(t) : t <0}, nazveme pozitivni, resp. negativni,
polotrajektorii systému 5.1.

Priklad: Systém

ma FeSeni

x(t) = rcos(t — ) Yo Zo
. , kder =y/22 + 12, tgo = = nebo cotgyp = —.
y(t) = ~rsin(t - ¢) VT BT S

Ponévadz x(t)? + y(t)? = r?, jsou trajektorie feseni kruznice se stfedem v po¢atku.
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5.1.2 Véta

Jsou-li ¢ = x(t), y = y(t) FeSeni systému (5.1), pak jejich trajektorie budto splyvaji, nebo nemaji
zadny spolecny bod.

D.: Necht x(t1) = y(t2) pro n&jaka t1,t2 > 0. Podle 5.1.1 je z = z(t) = x(t + ({1 — t2))
FeSenim rovnice (5.1) s poc¢ateéni podminkou z(t2) = x(t1). Trajektorie FeSeni z a x zfejmé
splyvaji. Soucasné ale z je feSenim rovnice (5.1) s pocateéni podminkou z(t2) = y(t2) a
z predpokladané jednoznacéné fesitelnosti problému (5.1) s libovolnou pocéateéni podminkou
plyne z = y. J

5.1.3 Definice

Bod x* € Q se nazyva staciondrni bod (rovnovdzny bod, ekvilibrium, kriticky bod, singuldrni bod,
degenerovand trajektorie) rovnice (5.1), jestlize f(x*) = 0.
Trajektorie rovnice (5.1) se nazyva cyklus, je-li uzavienou kfivkou.
Trajektorie {@(t) : t € R} rovnice (5.1) se nazyva homoklinickd, jestlize existuje staciondrni bod
x* € Q takovy, ze lim x(t) = lim «(t) = x*.

t—oo t——oo
Trajektorie {x(t) : t € R} rovnice (5.1) se nazyva heteroklinickd, jestlize existuji stacionarni body
z* € Q, 20 € Q takové, ze tlggo x(t) =x* a tiimoom(t) =z,

5.1.4 Véta

Trajektorie FeSeni autonomniho systému (5.1) jsou jednoho z typi:
— Stacionarni body (odpovidaji konstantnim fesenim);
— Cykly (odpovidaji nekonstantnim periodickym Fesenim);
— Trajektorie, které samy sebe neprotinaji.

D.: Plyne z 5.1.2. I

5.1.5 Definice
Neprazdna podmnozina A fazového prostoru Q systému (5.1) se nazyva

— pozitivné invariantni (invariantni vpred, forward invariant), jestlize pro kazdé FeSeni x(-)
systému (5.1) s po¢atecni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t > 0;

— negativné invariantni (invariantnd vzad, backward invariant), jestlize pro kazdé feSeni x(-)
systému (5.1) s pocateéni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t < 0;

— invariantni, je-li soucasné pozitivné i negativné invariantni.

5.1.6 Poznamky

1. Jsou-li mnoziny A, B € ) pozitivné (resp. negativné) invariantni, pak také mnoziny A N B
a AU B jsou pozitivné (resp. negativné) invariantni.

2. Libovoln4 trajektorie C' systému (5.1) je invariantni mnozinou tohoto systému.

5.1.7 Definice
Necht A, B C Q, B # () a 0 je néjaké metrika na € ekvivalentni s euklidovskou. Rekneme, ze

— mnoZina A atrahuje (pFitahuje) mnoZinu B (mnoZina A je atraktorem mnoZiny B), jestlize
pro kazdé feSeni systému (5.1) s poc¢éatecni hodnotou x(0) € B plati, ze tlim o(z(t), A) = 0;
— 00

— mnoZina A je (globdlnt) atraktor, jestlize A ptitahuje Q;
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— mnoZina A absorbuje mnoZinu B, jestlize A je pozitivné invariantni a ke kazdému feSeni x
systému (5.1) s pocatecni hodnotou x(0) € B existuje T' > 0 takové, ze x(T) € A;

— mnozina A je globalné absorbujici, jestlize absorbuje mnozinu 2.

5.1.8 Poznamky

1. Nechf () je fesenim systému (5.1) s po¢ate¢ni podminkou z(0) = z° € Q. Pokud mnoZina
A je w-limitni mnoZinou feSeni x(-), pak je pozitivné invariantnim atraktorem mmnoZiny

{zo}-

2. Trajektorii C' systému (5.1) nazveme limitni trajektorii, jestlize existuje mnozina B C )
takova, ze BN (Q\ C) # 0 a C atrahuje mnozinu B. Je-li C navic cyklem, nazveme ho
limitnim cyklem.

3. Bud i € {1,2,...,n}. Jestlize existuji kladné konstanty K, ¢ takové, ze pro kazdy bod
x = (x1,22,...,2,) € Q spliujici podminku |z;| > K plati

sgnz; fi(x) < 0|xil,

pak mnozina A; = {& = (z1,22,...,2,) € Q: |z;] < K} je globalné absorbujici mnozinou
systému (5.1).

D.: Nejprve ukdzeme, ze kazda trajektorie protind mmnozinu A;. Pfipustme, Ze existuje
feseni x(-) = (21(-),z2(-),...,2,(+)) systému (5.1) takové, Ze pro vechna t > 0 je
|z;(t)| > K. Polozme u(t) = |z;(t)|. Pak pro vSechna t > 0 je

(1) = Shai)] = seu () fi(w(1)) < Sla(e) = —ou(r)

neboli
< —94.

Integraci této nerovnosti v mezich od 0 po t dostaneme Inu(t) — Inwu(0) < —dt, tj.
i ()] = u(t) = u(0)e™® = |z;(0)]e~*"

pro libovolné ¢ > 0. Odtud plyne, Ze tlirn |z;(t)] = 0, coz je ve sporu s predpokladem
— 00

|z ()] > K > 0.
Mnozina A; ma neprazdny prunik s libovolnou trajektorii, je tedy neprazdna. Ukédzeme,
7e je navic pozitivné invariantni. Pfipustme, Ze existuje Feseni

z(-) = (21(-),22(+), -, 2n(+))

systému (5.1) s poc¢éateéni hodnotou x(0) € A; takové, Ze pro jisté t; > 0 je x(t1) € A;,
tj. |xi(t1)| > K. Polozme

M={teR: 0<t<ty,|m(t) < K}.

Pak 0 € M, takze M je neprazdna shora ohrani¢end mnozina redlnych cisel. Existuje
tedy T = sup M. Ze spojitosti funkce x;(-) a z vlastnosti suprema plyne, ze T < t1,
2;(T) = K a funkce z;(+) je v bodé T rostouci. Avsak

%|xl(t)| =sgnz;(T)f;(x(T)) < —d|z;(t)| = —6K <0,
t=T

coz je spor s faktem, ze funkce z;(-) je v T rostouci.l
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5.1.9 Definice

Systém (5.1) se nazyva dissipativni, jestlize existuje ohrani¢end globalné atrahujici mnozina.

5.1.10 Poznamky

1.
2.

Je-1i systém (5.1) dissipativni, pak kazdé jeho FeSeni je ohranifené.

Jestlize existuji kladné konstanty K, § takové, ze pro vSechna i € {1,2,...,n} a vSechna
x € Q) takovd, ze || > K plati

sgnz; fi(x) < =0,

pak je systém (5.1) dissipativni a globalné absorbujici je mnozina A = {x € Q: |z| < K}.

D.:

Nejprve ukézeme, ze kazda trajektorie protind mnozinu A. P¥ipustme, Ze existuje Feseni
x(-) systému (5.1) takové, ze x(t) ¢ A pro vSechna t > 0. Pak |x(t)| > K pro vSechna
t > 0, a tedy pro libovolné ¢ > 0 plati

n

§|w<>|—zdt|xz |—ngnxl zsgnxl Vi@(0) < (=) = —n.

i=1

[2(0)] - K

Integraci této nerovnosti dostaneme |z (t)| < |z(0)| — ndt, takze pro t > ———— je
lx(t)| < K, coz je spor. Kazda trajektorie mé tedy s mnozinou A neprézdny prunik,
coz také znamend, ze mnozina A je neprazdnd.

Ukéazeme, 7e mnozina A je navic pozitivné invariantni. Necht @(-) je FeSenim systému
(5.1) s po¢ateéni podminkou x(0) € A. Pfipustme, Ze existuje t; > 0, pro néz x(t;) ¢ A.
Pak |x(t1)| > K. Polozme

M={tcR:0<t<ty,|z(t)<K}.

Pak 0 € M, takze M je neprazdna shora ohrani¢end mnozina redlnych cisel. Existuje
tedy T = sup M. Ze spojitosti funkce |x( - )| a z vlastnosti suprema plyne, ze |x(T)| = K
a funkce |x(-)| je v bodé T rostouci. Avsak

d

— (1)

" ngnzz ngnzz fi (T)) < —nd <0,

t=

coz je spor s tim, ze funkce |x( )| je v bodé T rostouci. Pro vSechna t > 0 je tedy « € A
a mnozina A je invariantni. OJ

3. Necht ke kazdému i € {1,2,...,n} existuji kladné konstanty K;, d; takové, ze pro vSechna
x = (r1,22,...,2,) € Q z nerovnosti |x;| > K plyne nerovnost

sgnw; fi(x) < —d;|xil.

Pak je systém (5.1) dissipativni s globalné absorbujici mnozinou

A={x=(x1,29,...,2,) € Q: |21] < Ky, |22| < Ka,...,|zn| < Kp}.

Polozme A; = {x € Q: |z;| < K;}. Pak kazda z mnozin A; je podle tietiho z tvrzeni
5.1.8 globalné absorbujici mnozinou a A = A; N As N---N A,. Podle 5.1.6 je mnozina
A pozitivné invariantni. Ukézeme, Ze je také globalné absorbujici.

Bud x(t) libovolné feseni systému (5.1). Podle tf¥etiho z tvrzeni 5.1.8 existuje t; > 0
takové, ze |x1(t1)| < K1 pro vechna t > t;. Déle existuje t2 > t; takové, ze pro vSechna
t > tg je |z2(t2)] < K, atd. Nakonec existuje t,, > t,—1 takové, zZe |z, (t)] < K, pro
vechna t > t,,. TakZe pro vSechnat > t,, je |z1(t)| < K1, [x2(t)| < Ka, ..., |z, (t)] < K,
tj. z(t) € A. O
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5.1.11 Véta (Poincaré [1854-1912]-Bendixson [1861-1935])

Jestlize rovnice (5.1) ma trajektorii C* = {x(t) : t > 0}, ktera je ohranicend a jeji uzivér neob-
sahuje staciondrni body rovnice (5.1), pak existuje cyklus rovnice (5.1), ktery lezi v C+.

D.: P. Hartman: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-Sydney,
1964, kap. VII. O

5.2 Autonomni systémy v roviné

V tomto oddilu se budeme zabyvat systémem (5.1) pro n = 2, tedy systémem

o = f(z,y)
Y= gl (5.4)
5.2.1 Definice

Kiivka zadand implicitné rovnici f(z,y) = 0 (resp. g(x,y) = 0) se nazyva xz-nulklina (resp. y-
nulklina) rovnice (5.4).

Pruisec¢ik nulklin je stacionarni bod, tecna k trajektorii v jejim priseéiku s z-nulklinou (resp.
y-nulklinou) je rovnobézné s osou y (resp. ).
5.2.2 Definice (typy stacionirnich bodu v roving)
Stacionarni bod (x*,y*) systému (5.4) se nazyva
bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici (z*,y*) ve svém vnitiku;

stred, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze kazdé trajektorie s (x(0),4(0)) € U je cyklem
obsahujicim (2*, y*) ve svém vnittku (stfed je specidlnim pfipadem bodu rotace);

ohmisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze pro kazdou trajektorii s (2(0),y(0)) € U
plati

lim (2(t),y(t)) = (z*,y") nebo lim (z(t),y(t)) = (z*,y")

t—o0 t——o0

a pro orientovany thel ¢(t), ktery svird vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s néjakym pevnym
vektorem plati

lim ¢ (t) = oo nebo tlim ¥ (t) = —oo nebo , lim 4)(t) = oo nebo . lim () = —o0

t—o0 — 00
(trajektorie se pfiblizuje ke staciondrnimu bodu (nebo se od ného vzdaluje) po spirale);

uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (z(0),y(0)) € U plati

lim (x(t),y(t)) = (z*,y") nebo lim (z(t),y(t)) = (2, y")

t—o0 t——o0

a pro orientovany thel ¢(t), ktery svira vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s n&jakym pevnym
vektorem existuje vlastni tlim 1 (t) nebo . lim 4(¢);
— 00 — —00

sedlo, jestlize existuje jen konecny pocet trajektorii (z,y) = (x(t),y(t)) takovych, ze

lim (x(t),y(t)) = (2", y") nebo tlim (x(t),y(t)) = (", y").

t—o0 ——00
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5.2.3 Stacionarni body linearniho homogenniho autonomniho systému

' =ax + by
y' =cx + dy.

a b
A- (C d) |
Pokud det A = ad — be # 0, mé systém (5.5) jediny stacionarni bod (0,0). Vlastni ¢isla matice A
jsou koteny charakteristické rovnice

(5.5)

Oznacme

a— A b
c d— A

‘:)\2—(a+d))\+ad—cd:)\2—(trA))\—i—detA:O, (5.6)

(trA i\/f)

1
tedy pii oznadeni D = (tr A)> — 4det A je A\j 2> = 5

(i) detA <0

V tomto piipadé je D > (tr A)®> > 0, co# znamena, ze rovnice (5.6) mé dva realné riizné koreny
A1, Ao. Ponévadzv/ D > [tr A|, maji tyto kofeny opa¢nd znaménka. Necht pro uréitost Ay < 0 < As.
Oznacme vq, resp. vs, vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté \i, resp. A2. Obecné
feSeni systému (5.5) je podle 4.1.8

z() A1t Aot
= avie’t" 4 Puvge™?,
(y(t)) 1 ﬁ 2

kde «, (8 jsou néjaké konstanty. Pro a =0 # 0 je

lim ‘ <.Z‘(t)>‘ _ |6’U2| ) lim ekzt _ 0,

t——o0

pro a # 0 = [ je
lim ’(;(t))’ = |aw,]| tlim Mt =0

aproa#0#£0je

lim Kz(t))‘ = |aw | . lim M+ | By , lim eM! = 00 4 0 = oo,

y()

lim 2B ] lavy| lim Mt 4 |Bus| lim e*2f = 0 + 0o = oo,
y(t) t—oo t—o0

To znamend, ze stacionarni bod (0, 0) je sedlo.

(ii) detA >0

(ii.1) tr A # 0
Necht (z(t), y(t)) je fesenim systému (5.5) a oznacme ¢(t) thel, ktery svira piimka prochézejici
body (0,0), (z(t),y(t)) s vodorovnou osou. Plati
y(t) (1)

tgu(t) = gy pokud a(t) 20, cotg(t) = % pokud y(t) # 0.

(ii.1.a) detA < 1 (tr A)°.

V tomto piipadé je D > 0 av/ D < |tr A|. Charakteristickd rovnice (5.6) mé dva realné rizné
kofeny A1, A2 takové, Ze oba maji stejné znaménko jako tr A. Necht pro urcitost \; < A2 a

U1 U1
u = , resp. v = ,
U2 V2
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je vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté A\, resp. As. Alespon jedna ze soufadnic kazdého
z vlastnich vektori je nenulové. Obecné feseni systému (5.5) s pocateéni podminkou ((0),y(0)) #

(0,0) je .
(i) =2 () e ()

pfitom alespon jedna z konstant «, [ je nenulova.
Je-litrA>0,pak 0 < A1 < X2 a

i (50) = (o () e () ) = (o (2)o- 3)

jerlitrA <0, pak Ay <Xy <0a

b (49) 2 o () +5(2) ) =2+ (o= )
Pokud «a # 0 # uq, pak

.oyt aueM? + Bugerzt . aug + BrgePrem At gy
lim =% = lim v 7 =, lim svesvardtbe
t——co x(t)  t——oc0 auieM?t + Bue2 t=—oo auy + PuieP2=A)t gy

~—

a pokud «a # 0 # vy, pak

i YO _ o uee 4 Bupet L aupe™ T 4 By vy
m —— = 11 = 11m = —.
t—oo z(t)  t—oo quieMt 4 Buier2t  t——oco quie(M1—A)t 4 By g

Analogicky, pokud « # 0, pak

.oox(t) w . ozt u .
1 —= =— kd 0 lim —= = — kd 0.
Py Twe YTRT0 B Ty MR
Pokud o = 0, pak
Cy(t) v y _ox(t) v .
tl}lzl?oo SO kdyz v1 # 0, tl}gloo O kdyz ve # 0.

Stacionarni bod (0,0) je v tomto p¥ipadé uzel. Smérovy vektor poloteény k trajektorii ve stacio-
narnim bodé je vlastnim vektorem matice A.

(ii.1.b) det A = L (tr A)?
V tomto pfipadé je tr A # 0, nebot det A # 0, charakteristickd rovnice (5.6) méa dvojnasobny
kofen i tr A a systém (5.5) s pocétecni podminkou (z(0),y(0)) # (0,0) mé Feseni

() - () oo

kde «, 3,7, d jsou né&jaké konstnty, z nichz aspon dvé jsou nenulové. Proto plati

ylt) 0 _oa(t) B _oylt) v
= =— 0 1 — == 0#0 1 =L = =0=
e a(t) 5 DO p#£0, m yt) 8 P 70, lim = H - a P g
Je-li tr A < 0, pak
1
lim e(3 trA) = 0, lim te(2 T A) — Jim ————— = lim S =0
t—o0 t—00 t—o00 e—(i trA)t t—o00 (_l tr A) e—(i trA)t

. )\ (0 . . . xz(t)) (0
a tedy tlirgo <y(t)> = (0) . Je-li tr A > 0 pak analogicky ti}l}loo (y(t) =10/
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Stacionarni bod (0, 0) je v tomto ptipadé uzel. Nyni vSak jiz obecné neplati, ze smérovy vektor
polotecny k trajektorii ve stacionarnim bodé je vlastnim vektorem matice A; v pfipadé 8 =0= 4
(tj. pokud vlastni hodnoté A matice A piislusi dva linedrné nezévislé vlastni vektory) je kazd4d
pfimka prochézejici bodem (0, 0) poloteénou néjaké trajektorie.

(ii.1.c) detA > 1 (trA)?

V tomto piipadé je D < 0, charakteristickd rovnice (5.6) ma dva rtzné komplexné sdruzené

kofeny 1 (trA+iv/=D) a systém (5.5) s pocatecni podminkou (2(0),y(0)) # (0,0) ma Feseni

v—D
z(t)) _ o < 2 - SD) o(FtrA)
y(t) c . —-D - ’
—/—7 sin| ——t—@p—¢
| ;o (t-e-9)

kde o, ¢, ¢ jsou vhodné konstanty, pricemz

d—a 2k+1
0, tep=—2 gl . rezl.
0F 8e=7p ¢ ¢ { 5 }
Jedna se o parametrické vyjadieni spirdly, kterd se ,naviji“ na stacionarni bod (0, 0) nebo se z ného
Lodvijic.

. z()\ (0 . z(t)\ (0
Pokud tr A > 0, pak tln}loo <y(t)> = (0) , pokud tr A < 0, pak tlggo <y(t) =10
(ii.2) trA=0
V tomto pfipadé je D = —4detA < 0 a kofeny charakteristické rovnice (5.6) jsou ryze
imagindrni, A\; = iWdetA, Ay = —ivVdet A, takze FeSeni systému (5.5) s pocateéni podminkou
((0),¥(0)) # (0,0) je

cos (\/Mt — <p)

(58) - \/72 sin (\/Mt— <p+¢)

pro vhodné konstanty g, ¢, pfi¢emz

s a . 2k +1
0#0, tgsﬁzm, w%{ 5 ﬂ:kGZ}-

Jedna se o parametrické vyjadieni elips se stfedem (0,0), kazda trajektorie je tedy cyklem se
stacionarnim bodem (0, 0) ve svém vnitiku. To znamend, Ze stacionarni bod (0,0) je stfed.

5.2.4 Véta

Uvazujme autonomni systém
2 = ax+by+ P(x,y)
y = crt+dy+Q(z,y),
kde P, @ jsou funkce dvou proménnych spojité v okoli poc¢atku. Necht ad —be # 0 a necht existuje
e > 0 takové, ze

(5.7)

PG|+ Q)
im T
@u)—00) (=] +1yl)
Je-1i bod (0,0) uzlem nebo ohniskem pro systém (5.5), pak je stejného typu i pro systém (5.7).
Je-1i bod (0,0) stfedem pro systém (5.5), pak je bodem rotace nebo ohniskem pro systém (5.7).
Je-li bod (0,0) sedlem pro systém (5.5) a funkce P, @ maji spojité parcialni derivace podle obou
proménnych v okoli pocétku, pak je (0,0) sedlem i pro systém (5.7).

=0.

D.: P. Hartman: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-Sydney,
1964, kap. VIII. O
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5.2.5 Dusledek

Necht (z*,y*) je staciondrnim bodem systému (5.4) (tj. f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0) a funkce f, g
maji spojité druhé parcidlni derivace podle obou proménnych v okoli bodu (z*,y*). Oznac¢me

flza_i(l‘*;y*)y f2:6_£(x*,y*)7 glza_i(x*7y*), 92:8_‘?];(55*’?]*)

a necht fi1g9o — fag1 # 0.
Pak je bod (2*,y*) uzlem, ohniskem nebo sedlem pro systém (5.4), je-li poc¢éatek staciondrnim
bodem stejného typu pro linearni homogenni systém

¥ = fiz+ foy

5.8
Yy = q1v+g2y. (5:8)
Je-1li pocatek stiedem pro systém (5.8), je bod (z*,y*) budto ohniskem nebo bodem rotace pro
systém (5.4).

D.: Plyne z 5.2.4 a z Taylorovy véty pro funkce vice proménnych (sr. Z. Dosla, O. Dosly: Dife-
rencidlng pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 5.2) O

5.2.6 Véta (Dulacovo kritérium)

Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné a existuje funkce ¢ : Q — R, kterd je rovnéz spojité
diferencovatelna a takova, ze vyraz

A(q(z,y) f(z,)) N d(q(z,9)g(x,y))
ox dy

je v néjaké jednoduse souvislé oblasti B C 2 stale nezaporny nebo nekladny, pfic¢emz neni identicky
roven nule v zadné oteviené podmnoziné mnoziny B, pak v mnoziné B neexistuje cyklus systému

(5.4).

D.: J. Kalas, Z. Pospisil: Spojité modely v biologii. MU, Brno 2001, str. 9-10. O

5.3 Stabilita

5.3.1 Definice (Persidskij [1903—-1970])

Necht xo = xo(t) je feseni systému (5.1) definované na intervalu [0, o0). ReSeni x¢ se nazyva
stejnomeérné stabilni, jestlize ke kazdému e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé ty > 0 vSechna
feSeni & = x(t) systému (5.1) spliiujici podminku |x(tg) — xo(to)| < d existuji pro vSechna t > tg
a splituji pro né nerovnost |x(t) — xo(t)| < .

Neni-li feSeni &g = @ (t) systému (5.1) stejnomérné stabilni, nazyva se nestabilni.

5.3.2 Definice (Ljapunov [1857-1918])

Necht xo = o(t) je feseni systému (5.1) definované na intervalu [0, o0). ReSeni x¢ se nazyva
stejnomeérné asymptoticky stabilni, je-li stejnomérné stabilni a existuje d > 0 tak, ze pro kazdé
t1 > 0 a vSechna feSeni x = x(t) systému (5.1) splitujici podminku |z(t1) — xo(t1)| < & plati
tlggo |z (t) — xo(t)] = 0.

Ze struktury prostoru feSeni linedrniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty (sr.
4.1.8) plynou nésledujici tfi véty.
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5.3.3 Véta

Bud A konstantni matice. Jestlize vSechny kofeny jeji charakteristické rovnice det(A — AE) = 0
(vlastni ¢isla matice A) maji nekladnou redlnou ¢ast a ty s nulovou redlnou ¢asti jsou jednoduché,
pak TeSeni &y = xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému

T =A-=z (5.9)

je stejnomérné stabilni.

5.3.4 Véta

Jestlize alesponl jedno vlastni ¢islo matice A mé kladnou redlnou éast, pak feSeni g = x(t) =0
linedrniho autonomniho systému (5.9) je nestabilni.

5.3.5 Véta

Reseni ¢ = zo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému (5.9) je stejnomérné asymptoticky stabilni
pravé tehdy, kdyz kazdé vlastni ¢islo matice A mé zapornou redlnou c¢ast.

Uvazujme nyni perturbovany linedrni systém s konstantnimi koeficienty

=A-xz+g(x). (5.10)

5.3.6 Véta

Bud Y = Y(¢) fundamentalni matice feSeni systému (5.9). Jestlize existuji konstanty K > 0 a

v < e takové, ze
t
/|Y(t)v(s)*1|ds < K prot>0 (5.11)
0

a |g(x)] < v]x| pro x € Q, pak feSeni &g = xo(t) = 0 systému (5.10) je stejnomérné asymptoticky
stabilni.

D.: J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice. MU, Brno 2001, str. 130-131. OJ

Poznamka: Podminka (5.11) zarudi stejnomérnou asymptotickou stabilitu nulového feSeni
systému (5.9). Véta ik, ze je-li perturbace g v jistém smyslu dostateéné mald, zlistava zachovana
stejnomérna asymptotickd stabilita nulového feSeni rovnice (5.10).

7 hlediska aplikaci je dtlezité vySettovani stejnomérné asymptotické stability konstantnich
FeSeni (stacionarnich bodi) rovnice (5.1).

Je-li funkce f dvakrat spojité diferencovatelnd a f(x*) = o, pak podle Taylorovy véty pro
funkce vice proménnych plati

fl@)=A-(z—a") +r(zz),

kde A = (a;;) = <§£
J

tické stability konstantnich feseni rovnice (5.1) lze transformaci y = & — x* pfevést na vySetfovani
stejnomérné asymptotické stability nulového feseni rovnice

(m*)> a 11 je prislusny Tayloruv zbytek. VysSetfovani stejnomérné asympto-

/

y = A-y+g(y),

kde g(y) = r1(y + «*, x*) a tu vysetfit podle véty 5.3.6.
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5.3.7 Definice

Bud «* stacionarni bod systému (5.1). Jacobiho matice zobrazeni f = (fi, fo,..., fn) v bodé x*
ofr, . o, .
e () D, (z7)
J(z") = : : :
Ofn, Ofn , .
8—301($ ) oz, ()

se nazyva variacni matice systému (5.1) ve staciondrnim bodé x* a homogenni linedrni autonomni
systém

se nazyva variacni rovnice systému (5.1).

5.3.8 Véta

Bud x* stacionarni bod systému (5.1) a necht zobrazeni f je spojité diferencovatelné.

Maji-li vSechna vlastni ¢isla varia¢ni matice J(x*) zdporné redlné ¢asti, pak konstantni feseni
x(t) = x* systému (5.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo variaéni matice J(x*) s kladnou redlnou ¢asti, pak je konstantni
feSeni x(t) = «* systému (5.1) nestabilni.

D.: J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 137-138. O

5.3.9 Kyvalitativni vlastnosti feSeni dvourozmérného autonomniho sys-
tému (5.4)

Necht (z*,y*) je staciondrni bod systému (5.4), funkce f, g jsou dvakrat spojité diferencovatelné
a J(x*,y*) je varia¢ni matice tohoto systému v bodé («*,y*). Spojenim vysledkt z 5.2.2, 5.2.5 a
5.3.8 dostaneme dostateéné podminky pro to, aby staciondrni bod (x*,y*) byl sedlem, stabilnim
nebo nestabilnim uzlem a ohniskem; tyto podminky jsou shrnuty v tabulce 5.1.

det J(z*,y*) <0 sedlo

nestabilni uzel

tr (2%, 5%) > 0

det J(z*,y*) > 0
stabilni uzel

trJ(z*,y*) <0

(tr(=*,y")) (", y")
(trJ(z*,y*))” < 4detJ(z*,y*) | nestabilni ohnisko
(trd@@*,y")) (=", y")
(tr(z*,y")) (z",y")

stabilni ohnisko

Tabulka 5.1: Klasifikace stacionarnich bodu systému (5.4). Uvedené podminky jsou dostateéné
pro to, aby staciondrni bod (z*,y*) byl typu uvedeného v poslednim sloupci tabulky; J(z*, y*)
oznacuje varia¢ni matici systému (5.4) ve staciondrnim bodé (x*, y*).

Do konce tohoto odstavce budeme symbolem ¢(t;x%) = (p1(t;x°), ..., ¢n(t;2°)) oznacovat
feSeni pocateéni tlohy (5.1), (5.2).

5.3.10 Definice

Bud z* € Q a G okoli bodu x* ve fadzovém prostoru 2. Spojitéd funkce V : G — R se nazyvéa
lapunovskd funkce systému (5.1) v bodé x*, jestlize
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(i) V(z*) =0a V(x) > 0 pro kazdé x € G \ {z*}.

(ii) Prokazdé n € G je slozend funkce V (¢(t; 1)) (chédpan jako funkce jedné realné proménné t)
nerostouci pro vSechna ¢ > 0.

5.3.11 Véta (Pfima Ljapunova metoda)

Existuje-li ljapunovskd funkce systému (5.1) v bodé x*, pak x* je staciondrnim bodem systému
(5.1) a konstantni feseni (t) = x* tohoto systému je stejnomérné stabilni.
Pokud navic podminku (ii) z definice 5.3.10 1ze nahradit silnéjsi podminkou

(ii*) Prokazdém € G je slozend funkce V((p(t; 77)) (chapana jako funkce jedné redlné proménné t)
klesajici pro vsechna t > 0,

pak je konstantni feseni x(t) = x* systému (5.1) stejnomérné asymptoticky stabilni.

D.: Pokud by existovalo 7 > 0 takové, ze o (;2*) # =*, pak by V (p(m;2*)) > 0=V (¢(0;z*))
a funkce V(cp(~;a:*)) by nebyla nerostouci. Bod x* je tedy staciondrnim bodem systému
(5.1).

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze * = o. V opa¢ném pripadé bychom totiz mohli
systém (5.1) substituci y = & — x* transformovat na systém y’ = f(y + x*), pro ktery je o
stacionarnim bodem.

Bud € > 0 libovolné ¢islo takové, ze {x € R™ : |z| < e} C G a oznatme
v=min{V(x): || =c}.

Pak v > 0 a V(x) > v pro kazdé x takové, ze |x| = . Ze spojitosti funkce V plyne, ze
existuje § > 0 takové, ze |V (x) — 0] = V(x) < 7y pro vSechna x takovd, Ze || < . Zfejmé je
0 <e.

Bud dale £ € Q takové, Ze |£| < 4. Pak V(¢(0;€)) < v a ponévadz funkce V (p(-;€)) je
nerostouci, plati

V(e(t;€)) <~y pro viechna t > 0 z definiéniho oboru funkce ¢(-;£). (5.12)

Kdyby nyni existovalo t1 > 0 takové, Ze |¢(t1,&)| > €, pak by ze spojitosti funkce |¢(-;&)]
a z Bolzanovy véty plynula existence tg € (0,¢1) takového, Ze |p(to;&)| = ¢ a platilo by
V(¢(to; €)) = v, coz by byl spor s (5.12).

Pro vSechna ¢t > 0 z defini¢niho oboru funkce ( -; &) tedy plati |p(t;€)| < e. Odtud navic
podle 3.3.7 plyne, 7e ¢( -; &) je definovana pro vSechna ¢t > 0. Tvrzeni o stejnomérné stabilité
je tedy dokéazano.

V piipadsé, ze & = *, plati: p(t; &) = p(t; x*) = x* pro kazdé ¢t > 0, takze tlim p(t; &) = x*.
Necht € # x* = o0 a funkce V(cp( . ;5)) je klesajici. Ponévadz funkce V(cp( . ;5)) je mono-

tonni, existuje

tlim V(et;€) =a€eR (5.13)
a z nezapornosti funkce V' plyne a > 0. Pfipustme o > 0. Z toho, Ze

lim V(x)=V(z*)=0,

T—x*

plyne existence to > 0 a § > 0 takovych, ze |p(t;€)| > S pro vSechna t > to. Pro vSechna
t >ty je tedy

B<let; € <e.
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Polozme v(z) = V(cp(l;z)) — V(cp(O;z)). Funkce v je podle 3.3.9 spojitd na kompaktni
mnoziné {z € R" : 3 < |z| < e} a je zde zdpornd. Podle Weierstrassovych vét existuje

A =max{v(z): 8<|z| <e};

je A <0 aprok e N plati

V(p(tz + k;€)) = V(p(t2 + k;€)) = V(ep(tz + k —1:6)) + V(p(t2 + k — 1;€)) =
=v(plta+ k- 1) +V(pltz + k- 1)) = ...

=) (et +i - 15€)) + V(p(ts£)) < kA +V (p(t23€)).

i=1

Ponévady klim kA = —oo0, je také klim V(p(tz + k;€)) = —o0, coz je spor s (5.13). Tento
spor dokazuje, ze o = 0. Ze spojitosti funkce V, z faktu op(t;€) # «* prot > 0 a & # ™,
z podminky (i) v definici 5.3.10 a ze vztahu (5.13) nyni plyne tlim p(t;€) = x*. Tim je

dokazano i tvrzeni o stejnomérné asymptotické stabilité. [J

5.3.12 Dusledek

Bud V : G — R diferencovatelnd funkce, kterd splituje podminku (i) z definice 5.3.10. Jestlize pro
kazdé x € G plati

V()= oV(z) fi(z) <0, (5.14)

7
i=1 z;

*

pak funkce V je ljapunovskou funkci systému (5.1) v bodé x* a tedy konstantni feSeni x(t) = x
tohoto systému je stejnomérné stabilni.

Jestlize pro kazdé « € G\ {x*} plati V(x*) < 0, pak funkce V spliuje podminku (ii*) z véty
5.3.11 a tedy konstantni feSeni x(t) = x* tohoto systému je stejnomérné asymptoticky stabilni.

D.: Prokazdém € G akazdét > 0 je x = ¢(t,) € G a podle véty o derivaci slozené funkce
plati

%V(sa(t; n) = 2 g—;(sa(t; "»W = ; gﬂ‘; (e(t;m) file(t;m) =

= 2 ) = Vi(a),

Odtud a ze znamych vét o vysetfovani priubéhu funkce jedné proménné pomoci derivace
plynou obé tvrzeni. [

Je-li U diferencovatelné funkce definovana na G' C €, pak vyraz U(zx) definovany vztahem

() =3 0@ )

7
i=1 Oz;

se nazyva derivace funkce U vzhledem k systému (5.1).
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Kapitola 6

Aplikace

6.1 Neékteré klasické elementarni tlohy

V tomto oddilu je uvedeno nékolik uloh vedoucich na obycejné diferencidlni rovnice, které lze
vyfesit elementarnimi metodami z kapitoly 2. Ulohy vychazi z rtiznych oborti — kinematiky (6.1.1,
6.1.4), geometrické optiky (6.1.3), dynamiky (6.1.2), makroekonomie (6.1.5).

6.1.1 Traktrisa

Po stole tdhneme hodinky na napjatém fetizku délky ¢ tak, ze koncem fetizku sledujeme hranu
stolu. Na po¢atku svird fetizek a hrana stolu thel o € (0, 27]. Ukolem je ur¢it drahu hodinek.

Zvolime orthonormalni soufadnou soustavu tak, ze svisla osa splyva s hranou stolu a je sou-
hlasné orientovana se smérem pohybu konce fetizku, viz obr. 6.1. Pfi této volbé budou hodinky
na poc¢atku v bodé (—£sin «, 0). Drahu hodinek vyjadiime jako graf funkce y = y(x). Hodinky se
pohybuji ve sméru piisobici sily, sila ptisobi ve sméru fetizku. To znamend, ze pfimka incidentni s
fetizkem je tecnou ke grafu funkce y v kazdém bodé. Smérnice této tecny je tedy rovna

Y@y =Y (6.1)

—x
Hledana funkce je fesenim této obycejné diferencialni rovnice s poc¢ate¢ni podminkou
y(—Lsina) = 0. (6.2)

Na pravé strané rovnice (6.1) se nevyskytuje hledané funkce y, proto mizeme feseni tlohy (6.1),
(6.2) bezprostiedné psat ve tvaru uréitého integralu

2 _ €2 ¥
Ve —E e =

|€| E=—{sina

2 {402 — 22 sina
=/{|cosaa—/1——= +1n .
02 —x 1+ cosa

Ulohu o draze hodinek tazenych na fetizku po stole jako prvni fesil Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716). Kiivku podrobné studoval v roce 1692 Christiaan Huygens, ktery ji také dal jméno tractrix
(z latinského trahere, tdhnout).

e
o) = [

—/{sin «
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02 — 2

Obrézek 6.1: Traktrisa

6.1.2 Ciolkovského rovnice

Pohyb rakety budeme popisovat v soutfadné soustavé takové, aby na raketu neptisobily zadné
vnéjsi sily (tedy ve stavu beztize). Necht v ¢ase ¢ty = 0 se raketa pohybuje rychlosti vg. V ¢ase tg se
zazehne palivo, které rovnomérné shofi za ¢as T a v podobé plynt proudi z trysky na zadi rakety
rychlosti u vzhledem k raketé. Ulohou je uréit rychlost rakety po provedeni popsaného manévru,
tedy jeji rychlost v case T'.

Ozna¢me M ... hmotnost rakety na poc¢atku (v case to = 0),
I ... hmotnost paliva vyhotelého za ¢as T,
m = m(t) ... hmotnost rakety (s dosud nevyhofelym palivem) v ¢ase t,
v=wo(t) ... rychlost rakety v case t.
Predpoklad o rovnomérném hofeni paliva zapiSeme rovnosti
W MT — ut
m(t) =M — —t = —— (6.3)

Rychlost v nezname. Budeme vSak o ni predpokladat, ze je spojité diferencovatelnou funkci svého
argumentu (¢asu). Hybnost rakety se zbyvajicim palivem v case t je

p(t) = m(t)u(t). (6.4)

Uvazujme kratky casovy interval [¢,¢ + At] C [0,7]. Béhem ného shofi palivo o hmotnosti

1
Ap = EAt 6.5
n= (6.5)

Rychlost vytékajicich plyni v soufadné soustavé, v niz pohyb popisujeme, je v ¢ase ¢ rovna v(t) —u
a v pribéhu intervalu se méni v rozmezi od této hodnoty po hodnotu v(t + At) — u. Hybnost
vyhotelého paliva vytrysklého v uvazovaném casovém intervalu proto vyjadiime jako

pp(t, At) = w(t, At)Ap, (6.6)
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kde w(t, At) je integralni pramér vytékajicich plyni v ¢asovém intervalu délky At, tj.

. t+AL . t+At
w(t, At) = A7 / (v(r) — u)dr = AL / o(r)dT — u.
t t

Podle prvni véty o stiedni hodnoté integralniho poctu existuje ¢islo n € (0,1) takové, ze
t+At
v(1)dr = v(t + nAt)At,

t

takze w(t, At) = v(t+nAt) —u. S vyuzitim této rovnosti a rovnosti (6.5) vyjadiime hybnost (6.6)
vytékajicitho plynu vyrazem

pp(t, At) = (v(t + nAt) — u) %At. (6.7)
Hybnost rakety v ¢ase t + At je vzhledem k (6.3) rovna
_ _ K _ H
pr(t+ At) = m(t + At)o(t + At) = (M — L+ At)) ot + At) = (m(t) - TAt) u(t + At).
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plati
o(t + At) = v(t) + ' (t + VAL)At,

kde ¢ € (0,1). Dosazenim této rovnosti do pfedchozi dostaneme

pr(t + At) = (m(t) - ;At) (v(t) +0'(t + IAL)AL) =
= m(t)u(t) — (%v(t) — () (t + Mt)) A(t) — %U/(t L IAL) (AN (6.8)
Souhrnné hybnost rakety a vyhorelého paliva je v ¢ase t + At rovna
p(t + At) = pr(t + At) + pp(t, At).
Odtud a z (6.7), (6.8) dostaneme

pt + At) — p(t)
At

Limitnim prechodem At — 0 a jednoduchou tpravou vyjadiime derivaci hybnosti soustavy rakety
s palivem ve tvaru

= (v(t+nAt) —u— v(t))% +m(t) (¢ + VAL) — %v’(t + 9AAL.

p'(t) =m(t)v'(t) — u%

Podle zdkona o zachovani hybnosti je p’(t) = 0, takze s vyuzitim rovnosti (6.3) dostaneme dife-
rencialni rovnici pro neznamou funkci v ve tvaru

'(4) = Hu -
v = S

Na jeji pravé strané se nevyskytuje hledanad funkce v, sta¢i tedy integrovat obé strany rovnice
v mezich od 0 po t. S vyuzitim pocéateéni podminky v(0) = vy dostaneme

t

MT
’U(t):’l)o+ #ﬁm—dT:’Uo*u[lr”MT*‘UT”i:O:’Uo+ulnm:
0
ut
vo +u n( + MT/Lt)

51



y=y(z)
p
q Zo T
[0) 5 /
Yo P r

Obrazek 6.2: K Archimédové tloze: y = y(x) — zrcadlo, p — pFichazejici paprsek, ¢ — odrazeny
paprsek, P — bod dopadu a odrazu paprsku, O — ohnisko, 7 — te¢na k zrcadlu v bodé dopadu
prichézejiciho paprsku, ¥ — normaéla k zrcadlu, ¢ —thel odrazu.

Zejména pro t = T mame

o(T) = vy + uln (1 + M’i u) . (6.9)

Tato formule se nazyva Ciolkovského rovnice.

Rovnici (6.9) odvodil William Moore ve vyzkumné zpravé A Treatise on the Motion of Rockets pro
Royal Military Academy, Woolwich, England, v roce 1813. Tato prace byla zapomenuta a nezavisle na ni
rovnici objevil roku 1898 Konstantin Eduardovi¢ Ciolkovskij. S jeji pomoci v ¢lanku

ITnonkoBckuii, K. E. M3cnenosanne MAPOBBIX IPOCTPAHCTB PEAKTUBHBIMUI IPHAOOPAMMU.
Hayunoe obospsrue. 1903, rons X, No. 5

zdtvodnil, ze rakety mohou létat naprosto nezavisle na okolnim prostiedi, a proto mohou byt vhodnym
prostfedkem pro lety do vesmiru.

6.1.3 Archimédova uloha

Uréete tvar zrcadla, které odrézi rovnobézné svételné paprsky do jediného bodu (ohniska).

Zvolime soufadnou soustavu tak, aby ohnisko bylo v jejim pocatku O, prichazejici paprsky
byly rovnobézné se svislou osou a sméfovaly proti jeji orientaci (kreslete si obrazek 6.2). Uvazujme
prichazejici paprsek p, ktery se od zrcadla odrazi v libovolném, ale pevné zvoleném bodé P =
(20,Y0), To > 0, yo < 0. Necht tvar zrcadla je v okoli tohoto bodu popséan funkei y = y(z); pfitom
samoziejmé y(xo) = yo.

Oznacme 7, resp. v, tecnu, resp. normalu, k zrcadlu v bodé P, ¢ pfimku incidentni s odrazenym
paprskem PO, r vodorovnou piimku prochézejici bodem P. Necht dale ¢ = <wvq je tuhel, ktery
svira odrazeny paprsek s normalou v. Uhel odrazu se rovna tthlu dopadu a tedy <t(pr = ¢. Odtud
plyne, ze <pr = +7 — . Dale plati <rm = %w — <pT = . Ponévadz 7 je tecnou ke kfivce o rovnici

2
y = y(z), plati
dy
7, (o) = tg(wrT) =tgp. (6.10)

Ponévadz primky p a r jsou kolmé, je <tqr = %7‘( — v — g = %7‘( — 2p a tedy

1 (tgyp)”

6.11
2tg e ( )

tg(<qr) = tg (g - 2@) = cotg(2¢p) =

Soucasné

Y Y
tg(ar) = 12l = 0. (6.12)
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Spojenim (6.10), (6.11) a (6.12) dostaneme rovnost

Ponévadz bod P = (z9, yo) byl libovolny, dostdvame pro tvar zrcadla diferencidlni rovnici

2

dy\"__ydy

dz xdz
To je rovnice neroziesena vzhledem k derivaci. Jedna se vsak o jednoduchou kvadratickou rovnici
pro neznamou derivaci, takze ji muzeme vyjadrit ve tvaru

d
Proy<0azxz >0 je d—y > 0, viz obrazek 6.2. Znaménko pfed odmocninou tedy musi byt +.
x

Dostavame tak diferencialni rovnici pro tvar pozadovaného zrcadla

-ty

d d
To je rovnice homogenni. Substituci v = u(zr) = M, tedy y(z) = zu(x), d—y = u+ xd—u
x x x

dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feseni v implicitnim tvaru je

[=-1%
u? +1 x’

tedy In |u +v/u? + 1| = In|z| + const. Odtud

kde C' je integracni konstanta. V pavodnich proménnych dostaneme rovnost

vo -3 (5-¢).

neboli 22 = C(C + 2y). To je rovnice paraboly s ohniskem (0, 0) a f{dici pfimkou z = —C.

Nazev ,,Archimédova tloha“ vychéazi z tradované historky, podle niz Archimédes pii obléhani Syra-
kus armadou fimského vojevidce Marcella v letech 214-212 pf. n. 1. z vylesténych $tith obranci mésta
sestavoval zrcadla, kterymi soustredil sluneéni paprsky a tak zapaloval prosmolené lodé obléhateli.

6.1.4 ,Psi kfivka“

Pes pronasleduje zajice. Zajic se pohybuje rovnomérné primocare rychlosti u, pes bézi ve sméru
k zajici rovnomérnou rychlosti v, v > u. Urcete tvar drahy psa a cas T, za ktery pes zajice dohoni.

Zvolime orthonormalni souradnou soustavu tak, aby se zajic pohyboval po druhé ose souhlasné
s jeji orientaci a na pocatku, tj. v ¢ase to = 0, se zajic nachazel v bodé (0,b) a pes v bodé (—a, 0).
Necht pro ur¢itost je a > 0; pfipad a = 0 je trividlni a v pfipadé a < 0 bude tvar drahy zfejmé
obrazem tvaru pro a > 0 v osové symetrii kolem druhé souradné osy.
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c) d)

Obrézek 6.3: a) K odvozeni rovnice ,,psi kiivky“. Vektor rychlosti zajice u ma v kazdém okamziku
soutadnice (0,u), vektor rychlosti psa v ma v kazdém okamziku velikost v a v Gase t sméfuje
k zajici, tj. je rovnobézny s vektorem o soufadnicich (|z|,b + ut — y).

b) ,,Psi kiivka“ pro a < 0, b > 0.

¢) ,,Psi kiivka“ pro a > 0, b = 0.

d) ,,Psi kiivka“ pro a > 0, b < 0.
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Situace je znazornéna na obr. 6.3 a). Drahu psa vyjadiime jako funkci y = y(z). V Case t =0
jex=—aay=0,tj.
y(—a) = 0. (6.13)

Pes k zajici sméruje od zacatku, tj.
b
y'(—a) = —. (6.14)
a
V jistém case t, t < T, se pes nachézi v bodé (z,y), x € (—a,0), a pes v bodé (0,b + ut).
Ponévadz pes stale sméruje k zajici, plati

_ b+ut—y(x) ylr)—b—ut

y' ()

)

] @

neboli
ut =y — zy'(x) — b. (6.15)

Za Cas t urazi pes drahu délky vt. Této hodnoté tedy musi byt rovna délka k¥ivky (grafu funkce)
y = y(z) od bodu (—a,0) po bod (z,y), tedy

x

vt :/ 1+ (y’(f))2d§.

—a
Z této rovnosti vyjadiime ¢ a dosadime do (6.15),

x

v 2
2 [V @) e = y(o) - a@) . (6.16)
Oznacime w
s=" (617)
Podle predpokladu je s < 1. Obé strany rovnosti (6.16) zderivujeme podle z. Dostaneme
2
1+ (y'(2)” =y (2) — ¢/ (z) — zy"(2)
a po uprave
2y’ () + /1 + (v'(x))” = 0. (6.18)

Dréaha psa je tedy feSenim neautonomni nelinedrni diferencilni rovnice druhého ¥éddu (6.18) s po-
¢atecnimi podminkami (6.13), (6.14).

Rovnice (6.18) je typu 2.10. Proto zavedeme novou neznadmou funkci p = p(z) = y'(z). Do-
sadime ji do rovnice (6.18) a pocatecni podminky (6.14). Po snadné tpravé dostaneme pocéatecni

ulohu )
S
p=——vitp®,  pl-a)=_.

a

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi. Reseni tilohy v implicitnim tvaru tedy podle 2.3
je
P T
[rtm=—1%
— =5 | 2.
1472 3
b —a
Integraci dostaneme

a pwH/W s
lng-l-a—2\/T2) =In (f%)
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a odtud

kde
b b\ 2
C==+/1+ <—) . (6.19)

Ponévadz p = ¢y’ a funkce y splituje podminku (6.13), dostaneme feSeni tlohy integraci posledni
rovnosti, tedy

o= f (¢ (-8) - (-5) ) -
s (- (D) e (D7)

Za konstanty s a C' dosadime z rovnosti (6.17) a (6.19). Po tpravach dostaneme ,psi kiivku* ve
tvaru

v2 — y? v+u v—1u

v(wb+uw/a® +02) v (b—Va®+ 02 |zt b+VaZ 07 |x-d
) = == o el =l R
a a
Nalezena funkce y je suda, vyjadiuje tedy tvar drahy psa pro a > 01 pro a < 0; v prvnim piipadé
bychom za defini¢ni obor povazovali interval [—a, 0], ve druhém interval [0, —al].
Pes dostihne zajice v bodé (0, y(O)), To znamena, Ze zajic rychlosti u urazi drahu délky y(0)—b
a Cas, za ktery pes zajice dohoni, je tedy roven

T y(0)—b 1 (’U (vb + uv/a® + b?) b) _ub+wa? 4 b?

U u 02 — 2 2 _ g2

»Psi k¥ivku“ (,,courbe chien“) jako prvni studoval v roce 1732 francouzsky matematik Pierre Bouger
(ktery je znaméjsi jako ucastnik expedice do Peru v roce 1735, kterd zmétila délku jednoho stupné ze-
mépisné délky na rovniku). K¥ivka je nejjednodussim piipadem kiivek sledovani (pursuit curves, pojem
poprvé pouzil George Boole ve svém spisu ,Treatise on Differential equations” v roce 1859), které jsou
definovany takto: jestlize body A a P se pohybuji rovnomérné, bod A po dané kiivce a smér pohybu bodu
P stéle miri k bodu A, pak bod P opisuje kiivku sledovani.

Uloha byvé nékdy formulovana tak, Ze pes sleduje svého péana, nebo 7e ligka honi kralika.

6.1.5 Ekonomicky rust (Solowiuv-Swanuv neoklasicky model)

Budeme se snazit popsat dynamiku (vyvoj v ¢ase) zékladnich makroekonomickych ukazatelt v uza-
viené ekonomice, tj. v ekonomice, v niz nedochézi k z4dné vymeéné s okolnimi ekonomikami (k ex-
portu nebo importu). Za zadkladni ukazatele budeme povazovat:

Y =Y (¢) ... hruby doméci produkt v ¢ase .

K =K(t) ... kapitdl v ¢ase t. Kapitdlem budeme rozumét nejen kapital finanéni, tj. penize,
ale také kapital hmotny, tj. budovy, stroje, zafizeni ap. Celkové mnozstvi kapitalu lze vSak
vyjadrit pomoci penézni jednotky.

L=1L(t) ... disponibilni pracovni sila v ¢ase t. Lze si ji pfedstavit jako mnozstvi praceschopného
(nebo praceochotného) obyvatelstva.

I'=1(t) ... investice v ¢ase t, tj. penézni prostiedky pouzité k tvorbé& nebo obnové kapitélu.

S =S5(t) ... spotfeba v ¢ase t. Za spotifebu budeme povazovat penézni prostiedky k tvorbé nebo
obnové kapitalu nevyuzité, tj. nejen realizovanou spotiebu ale také napr. tspory obyvatel-
stva.
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Vyjdeme z nékolika jednoduchych a z ekonomického hlediska pfijatelnych predpokladi:

P1) Jedinymi produkénimi faktory jsou kapital a préace.

P2) Kapital se vytvari investicemi.

P3) Kapital se amortizuje (znehodnocuje) tak, Ze pomér znehodnoceného kapitalu za jednotku
casu ke vsemu kapitalu je konstantni.

P4) Relativni pfirtstek pracovni sily v case je konstantni; v podstaté odpovidd pfirozenému
prirastku obyvatel.

P5) Sklon ke spotiebé, tj. podil spotfebovaného produktu, je v ¢ase konstantni.

P6) Veskery produkt se rozdéli na investice a spotfebu.

P2) a P6) nejsou ve vlastnim smyslu predpoklady, je jimi pouze specifikovano, co se rozumi pojmy
yinvestice* a ,spotfeba“.

Zakladni makroekonomické ukazatele budeme povazovat za nezaporné diferencovatelné funkce
definované na intervalu [0,00), tj. zajimé nas vyvoj od jistého okamziku do budoucnosti. Nyni
mizeme predpoklady vyjadrit matematicky:

P1) Produkce je funkei kapitalu a préce, tj.
Y(t) = f(K(1),1(t)), (6.20)

kde f : [0,00)% — [0, 00) je n&jaka funkce rostouci v kazdé ze svych proménnych. Nazyvame
ji produkéni funkce.

P2) Mnozstvi kapitdlu vytvofeného za casovy interval délky At, tj. od ¢asu t po ¢as t + At, je
rovno I(t)At.

P3) Oznacme a mnozstvi kapitdlu amortizovaného za jednotku ¢asu. Pak pro kazdy ¢as t plati

kde 4 je néjaka nezaporna konstanta, kterou nazveme mirou amortizace. Ta byva vyjadiena
pomoci odpist. Za Casovy interval délky At se amortizuje aAt kapitalu, takze mnozstvi
kapitalu znehodnoceného za interval délky At je rovno

SK (t)At.

P4) Relativni prirtstek A pracovni sily za jednotku ¢asu je konstantni, takze relativni pFirtistek
pracovni sily za ¢asovy interval délky At je roven AAE, tj.
L(t + At) — L(¢t)
L(t)

= AAt.

P5) Existuje konstanta s nazyvand mezni sklon ke spotiebé takova, ze pro kazdé t > 0 je

S _
m = S.
P6) V kazdém case t plati
Y (t) = I(t)+ S(1). (6.21)

Dale potrebujeme specifikovat produkéni funkci f. Budeme tedy jesté predpokladat:

P7) Ke zdvojnasobeni produkee je potieba dvojndsobného kapitélu i dvojndsobné pracovni sily.
Obecnéji, ke zvétSeni produkce o ¢% je potieba zvétsit kapitdl i pracovni silu také o ¢%.
Matematicky,

f(BK,BL) = Bf(K,L) (6.22)

pro kazdou konstantu 5 > 0; jinak feceno, produkéni funkce f je homogenni prvniho radu.
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P8) Neni-li v ekonomice zadny kapitdl, tak jakékoliv jeho pt¥idani zpusobi veliky narist pro-

dukce; presnéji, mezni produkt kapitédlu roste do nekonec¢na, pokud se mnozstvi kapitalu

v ekonomice priblizuje k nule. Je-li v ekonomice nadbytek kapitalu, tak jeho zvétseni jiz

nezpusobi vyznamny nartst produkce; presnéji, mezni produkt kapitalu klesa k nule, pokud

jeho mnozstvi v ekonomice neomezené roste. Analogické vztahy ma produkce a prace. Tyto
predpoklady zapiseme ve tvaru

of of of

lim ——(K,L)= lim —(K,L)= oo, lim —=(K,L)= lim or

K,L)=0;
K—0+ OK L=0+ OL K—oo OK L—oo GL( L) =0;

nazyvame je Inadovy podminky.

Nyni jiz mZeme sestavit rovnice popisujici vyvoj makroekonomickych ukazateli. Podle P2) a
P3) je kapitél v case ¢t + At roven

K(t+ At) = K(t) + I(t) At — 6K (t)At.

Odtud dostaneme
K(t+ At) — K(t)
At

a limitnim pfechodem At — 0 ziskame diferencidlni rovnici

= I(t) - 5K (%)

K' =1-§K. (6.23)
Timtéz limitnim pfechodem dostaneme po snadné tipravé z predpokladu P4) diferencidlni rovnici
L' = \L. (6.24)

I(t S(t
Z predpokladu P6) mame 1 = L 4 (t)

%0 m a déle s vyuzitim predpokladu P5) dostaneme

I(t) = (1 - s)Y (1) (6.25)

Systém dvou diferencidlnich rovnic (6.23), (6.24) spolu s omezujicimi rovnostmi (6.20), (6.25) lze
povazovat za matematicky model dynamiky produkce, kapitalu a prace.
Model (6.23), (6.24), (6.20), (6.25) mizeme jesté dale upravit. Zavedeme veli¢inu k = k(t)
vztahem
K(t)

k(t) = 70k (6.26)

nazyvame ji mira vybavenosti prdce kapitdalem. Z rovnosti (6.20) a (6.22) dostaneme

Y(t) = f(K(t),L(t)) = L(t)f (% 1) = L(t)f(k(t),1).

Vyraz f(k, 1) se nazyva intenzivni tvar produkéni funkce. Derivovanim vztahu K = Lk definujictho
vybavenost prace kapitdlem dostaneme K’ = L'k + Lk’. Po dosazeni z rovnic (6.24), (6.23) méme
I — 6K = ALk + LK. Za proménnou I nejprve dosadime z rovnosti (6.25) a pak za proménnou
Y z rovnosti (6.20). Dostaneme tak (1 — s)Lf(k,1) — 0K = ALk + Lk’. Po vydéleni hodnotou L
méme (1—3s)f(k,1)— 0k = Mk+ k. Odtud vyjadiime derivaci &’ a dostaneme zdkladni dynamickou
rovnict neoklasického modelu

E'=—-\+0)k+ (1—s)f(k1). (6.27)

V zéakladni rovnici stale zustava neurc¢ena produkéni funkce f. Jednoducha funkce, ktera spl-
fiuje podminky P7) a P8) (a tedy miZze pfedstavovat jisty popis ekonomické reality) je Cobbova-
Douglasova produkcéni funkce, ktera je tvaru

f(K,L) = AK*L*~, (6.28)
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kde kladny koeficient A predstavuje produkci pii jednotkovém kapitalu i praci a « je néjaka
konstanta takova, ze 0 < a < 1. Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

Fk,1) = Ak (6.29)

Dosazenim této funkce do zdkladni rovnice (6.27) dostaneme obyéejnou diferencialni rovnici pro
neznadmou funkci £ ve tvaru

K = —(\+8)k + A(1 — 5)k°. (6.30)

To je rovnice Bernoulliova, sr. 2.7. Budeme ji feSit zavedenim substituce
r=k'" (6.31)

tedy

r=(1-a)k K =1 -a)k “(=(A+ 0k + A1 — 5)k*)
= (a—1)A+0k'> — A1 — 5)(a — 1),
neboli
r=(a—1)A+3d)r— A1 —s)(a—1). (6.32)
To je nehomogenni linearni rovnice pro neznamou funkci & a jeji feSeni s pocatecni podminkou

r(0) = 1o je podle 2.6 rovno

t
r(t) = |ro — / A1l = s)(a — 1)e~ (@7 DOH)o g5 | glamD) AT
0

1—s
= 27 (o (a=1)(A+0)t _ (a—1)(A+8)t _
[TO+AA+5(G 1)}6

1—s 1—s
— — A (a—1)(A+9)t A—° )
(ro )\+5)e + NTo (6.33)

Mira amortizace § je podle pfedpokladu P3) nezapornd. O relativnim pfirtstku pracovni sily A
jsme dosud nic neptedpokladali, mize byt kladny (obyvatelstva pfibyva) i zéporny (obyvatelstvo
vymira). Pro dalsi ivahy budeme pfedpokladat, ze A+0 > 0 (materidl chatra rychleji nez obyvatel-
stvo). Ponévadz o < 1, je funkce r dana rovnosti (6.33) monotonni (v p¥ipadé (A+0)rg > A(1—s)
klesajici, v pfipadé (A + d)ro < A(1 — s) rostouci) a plati

1-—s

lim r(t) = A

—. .34
Jm P (6.34)

S vyuzitim rovnosti (6.26), (6.29) a (6.31) mizeme psat

K\'"® AK K
— 1-a — J— = " — A— .
r=k ( 7 ) Tia i % (6.35)

Z rovnosti (6.34) nyni plyne
. K({t) 1-s
lim —+ = ——;
t—oo Y (1) A+0
tento vysledek miizeme interpretovat tak, ze kapitdlovd ndrocénost jednotky produkce (mnozstvi
kapitalu potfebné k vytvoreni jednotkového produktu) se v uzaviené ekonomice ustali na jisté
hodnoté, zvané mezni pomér kapitdlu a produkce, ktera zavisi pouze na sklonu ke spotiebé, mire
amortizace a prirozeném priristku (nebo ubytku) obyvatel. Ve stabilizované uzaviené ekonomice

(6.36)

K 1-
tedy plati = )\—+(85 neboli

1—
-’k

Y
A+6 7
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produkce je pfimo imérna kapitalu.
Névratem k proménné k = r1/(1+®) miizeme vyjadiit feseni zdkladni rovnice (6.30) s Cobbovou-
Douglasovou produkéni funkei a s poc¢ateéni podminkou £(0) = kg ve tvaru

W 1—5Y\ (0 1—s|te
k(t) = Kkzg ~ Am) ela=(+o) +AA—+5} : (6.37)

Pro funkci k plati, ze

t—o0 )\+6

jeji chovani v dlouhém c¢asovém tseku nezavisi na poc¢atecni hodnoté. Ekonomika tedy smétuje ke
konstantni (rovnovdiné) vybavenosti prace kapitalem.

Nyni miizeme pomoci feSeni (6.33) a (6.37) rovnic (6.32) a (6.30) vyjadfit feSeni rovnic pi-
vodniho modelu (6.20), (6.23), (6.24), (6.25), (6.21) v ptipadé, Ze produkéni funkce je Cobbova-
Douglasova tvaru (6.28). Budeme uvazovat pocateéni podminky

lim k(t) = <A - S) o : (6.38)

K(0) = Ko, L(0)= Lyo.
Pak podle (6.28), (6.21) a (6.25) je
Y(0) =Yy = AKSLy™, S(0) = So = sYy, I(0)=1Ip=(1—5)Y.
Rovnice (6.24) je lineadrni homogenni a jeji feSeni splitujici uvedenou pocéateéni podminku je
L(t) = Loe™.

Podle (6.26) je

podle (6.28), (6.20) je

l1—a

Y(t) = AK(t)“L(t)' = = ALge

Ko\ ,1-5)\ -nowor, 41—
<<L_o> AA+5>6 A

Spotfeba S(t) je s-nasobkem produkce a investice I(t) je jejim (1 — s)-ndsobkem.

Z rovnosti (6.38), (6.36) plyne, Ze produkce, kapital a pracovni sila jsou asymptoticky ekviva-
lentni funkce; zhruba feceno, tyto makroekonomické charakteristiky rostou stejné rychle. Zejména
plati

Y(t) M+

im —% = ——

t—oo K (t) 1—s

Zakladni dogma ekonomie vsak tika, ze ekonomika roste tak, ze se produkuje stale vice se stale
mensimi naklady, tj.

= const < o0.

Y (t
lim L)

o K ()
Tato disproporce miize byt zptisobena tim, ze jsme neuvazovali technologicky pokrok. Ten se

projevuje tak, ze efektivita prace v case roste. To znamenda, ze pracovni sila nebude vyjadfena
pouze mnozstvim pracujicich. Pfedpoklad P4) tedy nahradime pfedpokladem modifikovanym:

= 0. (6.39)

P4’) Relativni ptirastek pracovni sily za jednotku ¢asu v pribéhu ¢asu roste, tj.

L(t + 6t) — L(t)

10 = \(t)At,

kde A je rostouci funkce.
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Nyni miizeme zopakovat vSechny tivahy. Témi dojdeme k modifikované rovnici neoklasického mo-
delu

K =—(A1t)+0)k+ (1—s)f(k,1), (6.40)

ktera se od rovnice (6.27) 1is{ pouze v tom, Ze relativni pFirtistek pracovni sily A zévisi na case.
Abychom tuto zavislost specifikovali, pfijmeme dalsi predpoklad:

P9) Relativni ptirtstek pracovni sily vyjadiuje dosazenou technologickou troveni. Technologicky
rust je proces kumulativni, tj. jeho pfirtstek je tmérny trovni dosazené a dobé rozvoje, tj.

At + At) — A(t) = pA(t)At,
kde p je kladna konstanta.

Uvedeny predpoklad lze limitnim prechodem At — 0 prepsat ve tvaru homogenni diferencialni
rovnice

N =DpA, (6.41)

jejiz feSeni je podle 2.6 rovno A(t) = AgeP?, kde Ao vyjadiuje pocateéni technologickou tirover.
Do rovnice (6.40) nyni mtuzeme dosadit Cobbovu-Douglasovu produkéni funkei (6.29) a vyjadfeni
(6.41). Opét dostaneme Bernoulliovu rovnici

k' = — (Noe”" +6) k+ A(1 — s)k®,
kterou substituce (6.31) transformuje na rovnici linearni
= (a—1) (Aoe” +8)r+ Al —s)(1 —a).

Jeji Teseni s poc¢atecni podminkou (0) = ro je podle 2.6 rovno

0= ottt ) o {(1-a) (5422 - ) har | »

p
Vzhledem k (6.35) je
Y(t) A

x exp{(l —a) <5t+ % (e?* — 1)>}.

INORTON

takze s pouzitim de ’'Hospitalova pravidla miizeme vypocitat

Cve_ exp{(l—a)(éw%(ept_l))}
SO tirgoTO+A(1_Q)(1_S)£GXP{(1_a)(6T+%(ept—1))}dr

— & pt — ﬁ pt _
o (1-a) ((5 + ) e ) exp {(1 @) (5t + ) (e 1) o bp e
= A lim lim ————

e A(l—a)(l—s)exp{(l—a)(5t+%(ept—l))} (i)

Podminka (6.39) je nyni splnéna. Analogicky vypocitame

i (50 o) o,
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Posledni vysledek 1ze interpretovat tak, ze v uzaviené ekonomice s plynulym technologickym po-
krokem klesa kapitalova narocnost jednotky produkce rfadové rychleji, nez technologicka troven
roste.

Zakladni dynamickou rovnici neoklasického modelu sestavili nezavisle na sobé Robert M. Solow a
Trevor W. Swan jako rozsifeni modelu produktivity kapitalu, ktery nezavisle vytvorfili Sir Roy F. Harrod
(v roce 1939) a Ewsey Domar (v roce 1946). Publikovali ji v ¢ldncich

SorLow, R. M. A Contribution to the Theory of Economic Growth. Quaterly Journal of
Economic. 1956, vol. 70, No. 1 (February), p. 65-94.

Swan, T. W. Economic Growth and Capital Accumulation. Economic Record. 1956, No. 32
(November), p. 334-361.

Robert Solow za rozpracovani neoklasického modelu obdrzel v roce 1987 Cenu Svédské narodni banky za
rozvoj ekonomické védy na pamétku Alfreda Nobela (lidové zvanou Nobelova cena za ekonomii).

6.2 Epidemiologicky model Daniela Bernoulliho

Uvazujme chorobu, kterd trva kratce, néktefi pacienti na ni zemfou, jini se uzdravi a ziskaji
vici nakaze imunitu; typickym predstavitelem takové infekce byly nestovice. Budeme modelovat
epidemii této choroby, tj. jeji sifeni v néjaké kohorté. Kohortou rozumime skupinu osob narozenych
ve stejnou dobu.

Zavedeme oznaceni: N pocet osob tvoricich kohortu, a jejich vék (tj. ¢as od pocatku), S = S(a),
resp. R = R(a) pocet osob véku a, které neprodélaly, resp. prodélaly, chorobu. Dalsi symboly
zavedeme na zakladé nasledujicich predpokladii:

e Pocet osob véku a, které zemfou z jinych pfic¢in, nez je uvazovana infekce, je imérna délce
(kratkého) ¢asového intervalu sledovani Aa a poc¢tu nenakazenych osob S(a). Konstantu
umérnosti — pfirozenou dmrtnost ve véku a — oznacime u(a).

e Pocet osob véku a, které se nakazi uvazovanou chorobou je imérnéd délce sledovani Aa a
po¢tu nenakazenych osob S(a). Konstantu tmérnosti — incidenci choroby ve véku a —
ozna¢ime \(a)

e Pocet nemocnych osob véku a, které se uzdravi za Casovy interval Aa je imérny poctu
infikovanych osob tohoto véku a délce intervalu Aa. Konstantu tmérnosti — ukazatel preziti
choroby osobami véku @ — oznadime s(a).

Umrtnost p(a) lze interpretovat jako pravdépodobnost, Ze ,zdrava“ osoba (tj. ta, kterd nemd
uvazovanou chorobu) véku a zemie béhem ¢asového intervalu délky Aa; incidenci A(a) jako prav-
dépodobnost, ze se ,zdrava“ osoba véku a nakazi béhem ¢asového intervalu délky Aa; ukazatel
preziti s(a) jako pravdépodobnost, ze nakazena osoba véku a se béhem ¢asového intervalu délky
Aa uzdravi. Budeme predpokladat, Zze onemocnéni a uzdraveni jsou jevy nezavislé, tj. Ze pravdé-
podobnost, Ze ,zdrava“ osoba se béhem ¢asového intervalu délky Aa nakazi a uzdravi, je rovna
s(a)\(a). Dale zavedeme letalitu choroby ve véku a vztahem

cla) =1 - s(a);

Ize ji interpretovat jako pravdépodobnost, ze nemocna osoba véku a béhem casového intervalu
délky Aa zemfe. Proménné
R(a)

N

resp. w = w(a) =

vyjadiuji (klasickou) pravdépodobnost, Ze osoba se dozila véku a a neprodélala, resp. prodélala,
chorobu. Novorozenec urcité chorobu neprodélal, tedy plati

w(0) =1, w(0)=0. (6.42)
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S(a) R(a)
nachylni k chorobé imunni
p(a) (@)

Obrazek 6.4: Schema vyvoje kohorty ohrozené chorobou

Vyvoj kohorty, v niz probihé choroba, lze schematicky znézornit obrazkem 6.2 a predpoklady
vyjadrit ve tvaru rovnosti:

S(a+ Aa) = S(a) — p(a)S(a)Aa — Ma)S(a)Aa = S(a) — (u(a) + A(a))S(a)Aa,

R(a+Aa) = R(a)+s(a)A(a)S(a)Aa—p(a)R(a)Aa = R(a)+ (1—c(a))Ma)S(a)Aa—pu(a)R(a)Aa.

V prvni z uvedenych rovnosti prevedeme na levou stranu S(a) a ve druhé z nich R(a), rovnosti
vydélime vyrazem N Aa a provedeme limitni prechod Aa — 0. Pro zjednoduSeni modelu budeme
predpokladat, ze funkce u a w jsou diferencovatelné; takovy predpoklad je v pripadé velké kohorty
dostatecné realisticky. Dostaneme tak systém neautonomnich diferencidlnich rovnic

du
— = —(u(a) + Xa))u,
W = (o) + \(@) 6.3

(31—1: = —(1 - c(a)))x(a)u — p(a)w;

jejich Feseni spliiuje pocatecni podminky (6.42).
Prvni rovnice systému (6.43) je linedrni homogenni rovnici pro nezndmou funkci u. Jeji feSeni
s pocéateéni podminkou (6.42) je pfi oznaceni

M(a) = /u(a)da, Aa) = /)\(a)da (6.44)
0 0
podle 2.6 rovno
u(a) = e~ M=M(a), (6.45)

Toto vyjadieni dosadime do druhé rovnice systému (6.43) a dostaneme

dw

o - —p(a)w — (1 — c(a)))\(a)efA(a)fM(“),

coz je linedrni nehomogenni rovnice pro nezndmou funkci w. Jeji feSeni s pocatecni podminkou
(6.42) je opét podle 2.6 rovno

w(a) = e M@ | 1 - /c(a)A(a)e‘A(a)da — e~ AMa)=M(a) (6.46)
0

Dosud provedené tvahy a vypocty lze shrnout: Pravdépodobnosti u(a), resp. w(a), ze se osoba
dozije véku a a neprodéld, resp. prodéla, chorobu, jsou FeSenim soustavy rovnic (6.43) s poc¢ateénimi
podminkami (6.42) a jsou dény vyrazy (6.45), resp. (6.46), kde funkce M a A jsou dény vyrazy
(6.44).

Pravdépodobnost, Ze se osoba dozije véku a za predpokladu, ze choroba se v kohorté neobjevuje
(tj- A =0 a v disledku toho také A = 0), je rovna



Pravdépodobnost, ze se osoba dozije véku a pokud se choroba vyskytuje, je rovna
((a) = u(a) + w(a) = e M@ | 1 - /c(a))\(a)e_A(a)da =/lo(a) | 1— /c(a))\(a)e_A(o‘)da
0 0
Pravdépodobnost doziti véku a je tedy soucinem pravdépodobnosti doziti véku a pii prirozené

amrtnosti a faktoru, ktery zavisi pouze na incidenci a letalité choroby.
Oznacme dale

Veli¢ina x(a), resp. z(a), vyjadfuje podminénou pravdépodobnost, Ze osoba véku a neprodélala,
resp. prodélala, chorobu za podminky, ze se véku a dozila.
Ponévadz

—A(a)—M/(a) —A(a)
w(a) = ‘ = ¢ ,

e~ M(a) (1 — Ofc(a))\(a)e—f\(a)da) 1-— jc(a))\(a)e_/‘(a)da

plati rovnost 2(0) = 1 a déle

a
c

Ma)e—A@
de(@) (

1~ [ ela)
: (]

A(a)e‘A(a)da) +e Mae(a)A(a)e M)
(«

c )A(a)e‘\(a)da) i

e—A(a) C(a)e—QA(a)

= —Ma)z(a)(1 — c(a)z(a)).
Relativni zastoupeni osob véku a, které v uvazované kohorté neprodélaly chorobu, je tedy velicina

x(a), kterd je feSenim pocatecni tlohy pro Bernoulliovu rovnici

dx
1= ~Aa)z(1 = c(a)z), x(0)=1.

6.3 Model populace produkujici skodlivé odpady

Ozna¢me N = N(t) velikost néjaké populace v ¢ase t. Specifickd mira ristunebo ristovy koeficient
p této populace je definovan jako relativni zména velikosti populace, t;j.
N
b= N
Vyvoj populace je tedy modelovan diferencialni rovnici
N’ =pN. (6.47)

V piipadé konstantniho riistového koeficientu dostaneme klasicky Malthusiv' model ristu popu-
lace N(t) = NgeP', kde Ng = N(0) je pocatecni velikost populace. V ném je exponencialni rtist
(pro p > 0) nebo tbytek (pro p < 0) velikosti populace nerealisticky.

1Spravnéji malthusovsky, Thomas Robert Malthus (1766-1834) model v takovém tvaru nikdy nepublikoval.
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Model (6.47) se priblizi realité, pokud specifickou miru rastu p nebudeme povazovat za neza-
vislou konstantu populace, ale za veli¢inu zavislou na jeji velikosti, tedy p = p(IV), nebo obecnéji
na néjakych ,projevech® jeji velikosti, tj. p = p(]—'(N)), kde F je néjaky funkciondl, tedy zobrazeni
z mnoziny funkci do mnoziny redlnych cisel.

V tomto oddilu budeme uvazovat populaci, ktera produkuje odpady svého metabolismus, které
jsou toxické, nebo prinejmensim zmensuji schopnost prezivani populace. Tyto odpady se v prostredi
hromadi, ale také rozkladaji, mizi nebo pfeménuji v néco, co populaci neomezuje. Budeme tedy
predpokladat:

1. V ¢istém prostiedi (bez uvazovanych odpadit) je specifickd mira rstu rovna néjaké konstanté
r (vnitfnimu koeficientu ristu, intrinsic growth rate).

2. V kazdém okamziku populace produkuje odpad, jehoz mnozstvi je tmérné velikosti populace.
Mnozstvi odpadu vyprodukovaného v ¢ase ¢ ozna¢ime P,(t); plati pro ného P,(t) = ¢N(t),
kde ¢ je néjaka kladné konstanta.

3. Odpad se rozklada konstantni relativni rychlosti 6 > 0, tj. oznacime-li P(¢) mnozstvi odpadu
v Case t a neuvazujeme jeho produkci, plati

P'(t) = =3P(1). (6.48)

4. Specifickd mira ristu populace klesa s rostoucim mnozstvim odpadu. Budeme uvazovat nej-
jednodussi moznost, ze tato zavislost je linedrni.

5. Existuje jista velikost populace K > 0, pfi které je populace se svym prostfedim v dyna-
mické rovnovaze, jeji velikost se v ¢ase neméni. Konstanta K predstavuje kapacitu prostredi
(dZivnost) pro uvazovanou populaci.

Uvazujme na chvili idealizovanou situaci, Ze pouze v ¢ase s vzniklo mnozstvi P,(s) odpadu
a zadny dalsi odpad neni do prostfedi dodavan. Mnozstvi odpadu v ¢ase t > s tedy bude podle
pfedpokladil 2. a 3. feSenim rovnice (6.48) s pocateéni podminkou P(s) = P,(s) = ¢N(s), tj.
P(t) = ¢N(s)e %(t=%), V redlné situaci se viak odpad v prostiedi kumuluje, v ¢ase ¢ ho tedy bude
mnozstvi, které zustalo ze vSech odpadu vzniklych az do okamziku ¢, tj. mnozstvi odpadu zavislé
na celé predchozi historii velikosti populace bude

F(N) = /cN(s)ef‘s(tfs)ds.

— 00

Predpoklad 4. 1ze nyni prepsat ve tvaru
p=p(F(N)) =a—BF(N),

kde 5 > 0. Z predpokladu 1. plyne, ze p(0) = 7, tj. « = r. Pro funkci N = N(t) = K podle
predpokladu 5. nyni plati

S=—00 6

t

- - K t K

0= p(]:(N)) =r—pPBF(N)=r—pfc / Ke 9t=9)ds = + —606 {efa(tfs)} =r+ pe .
Odtud dostaneme, ze Gc = —% a specifickd mira rustu populace je

¢
1
p=r|1-— i / N(s)e ¢=5)ds
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Model (6.47) je tedy nyni ve tvaru integrodiferencialni® rovnice
5 t
N'@#)=rN@®) [1- % / N(s)e 9t=9)ds | . (6.49)

Zavedeme nové neznamé funkce = a y nové nezavisle proménné 7 nasledujicimi vztahy:

T

2(t) = —=N (—) , ylr) = % / N(s)ef‘s(%ﬂ)ds.

r

Pak

r r
5 58 [ . 5
= r_KN (%) -TK / N(s)ef‘;(?fs)ds =ux(r) — ;y(T)
Rovnice (6.49) se tedy transformuje na dvourozmérny autonomni systém

r = 1'(1 - y)a
1) 6.50

by (6.50)
r

5
Tento systém mé staciondrni body(0,0) a (z*,y*) = (—, 1) a jeho varia¢ni matice je
r

l—-y —x
J(z,y) = ( 1 _é)

1 0 5
Tedy J(0,0) = (1 5>> det J(0,0) = —= > 0, takZe staciondrni bod (0, 0) je sedlo. Déle
—= r
r
§
J(z7y): 5 ’ detJ(z,y):;>0, trJ(zvy):7;<Oa

1 —=

r

2V této rovnici vystupuje neznaméa funkce N za znakem integralu i jako derivovana.
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* %k k% o
(trJ(z Y ))2—4detJ(:c JY') = T—2(5—4r),

takze v pfipadé § > 4r je vnitini staciondrni bod (z*, y*) stabilni uzel, v opa¢ném piipadé se jedna
o stabilni ohnisko.

Uvazujme nyni situaci, ze na pocatku (v ¢ase t = 0) se dostane mald populace do nového
prostredi. K rovnici (6.49) pfiddme tedy pocéteéni podminky

N(0) =Ny, N(t)=0prot<O0. (6.51)

Pocatecni podminky pro systém (6.50) v tomto pFipadé budou

0

0
1)
:E(()) = T_KN()’ y(O) = e / N(S)easds =0

a z analyzy systému (6.50) plyne, Ze pro feSeni N pocatecni tlohy (6.49), (6.51) plati

K
tlim N(t) = %x* = K;

funkce N konverguje k hodnoté K v pfipadé § > 4r monotonné, v opa¢ném piipadé s tlumenymi
oscilacemi.

6.4 Lotkovy-Volterrovy systémy

n
.T; =x; bi —Zaijxj s 1= 1,2,...,7’L. (652)
j=1
Tyto systémy modeluji vyvoj spolecenstva (¢asové zmény velikosti jednotlivych populaci, z nichz
se spolecenstvo skladd). Neznamé funkce a parametry interpretujeme nésledovné:
x; = x;(t) ... velikost i-té populace
b; ...rustovy koeficient izolované i-té populace (vnitini koeficient ristu i-té populace)

b; > 0 ...i-t4 populace je sobéstaéna (producent)

b; <0 ...i-t4 populace zavisi na jinych populacich (konzument)
a;; ... koeficient vnitrodruhovych vztaht i-té populace

a;; > 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhova konkurence

ai; < 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhova kooperace
ai; ... koeficient vlivu j-té populace na i-tou

min {a;j,aj;} >0 ...i-t4 a j-t4 populace jsou ve vztahu konkurence
max {a;j,a;;} <0 ...i-t4 a j-t4 populace jsou ve vztahu mutualismu (symbidzy)

a;j <0 < aj; ...j-t4 populace je kofisti (hostitelem) i-té populace;
i-t4 populace je predatorem (parazitem) j-té populace

a;; > 0 ...7-t4 populace je amenzalistou i-té populace

a;; <0 ...7-t4 populace je komenzalistou i-té populace
Fazovy prostor systému (6.52) je n-rozmérny uzavieny kladny orthant

R} = {(z1,22,...,2,) €R": 21 > 0,22 >0,..., 2, > 0}.
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6.4.1 Priklad (Vztah Lotkovych-Volterrovych systému a Verhulstovy lo-
gistické rovnice )

Logistickou rovnici
’ z )
r=rr(l——=),
(- %

v niZ jsou oba parametry r (vnitini koeficient rtstu) a K (kapacita prostfedi pro modelovanou
populaci) kladné, 1ze povazovat za jednorozmérny Lotkuv-Volterriv systém s by =7 a ay; = r/K,
tedy za model sobésta¢né populace s vnitrodruhovou konkurenci (tak byla Verhulstova rovnice se-
stavena). Také plati K = by /a11; odtud 1ze usoudit, Ze pro sobéstacnou populaci s vnitrodruhovou
konkurenci predstavuje podil vnitiniho koeficientu ristu a koeficientu vnitrodruhové konkurence
kapacitu prostiedi neovlivnénou ostatnimi populacemi spolecenstva.

Jinou interpretaci logistické rovnice lze ziskat nasledujici ivahou: Oznacme

1 r K-z
YEUTRT TR
Ponévadz y' = —a’ /K, dostaneme
7 = ray
, r (6.53)
= ——uxy.
Y K Y
Jedna se o dvojrozmeérny Lotkv-Volterriv systém s parametry
r
b1 =bs=0, a1 =a=0, aj2=7r an=——.
1 2 11 22 12 21 K

Proménnou y lze interpretovat jako relativni dostupnost zdrojt pro modelovanou populaci vzhle-
dem k celkové kapacité prostiedi K. Velikost populace a relativni dostupnost zdroji jsou tedy ve
vztahu predace, obé tyto ,slozky spolecenstva“ nejsou ani producenty ani konzumenty a neproje-
vuje se u nich zadny vnitrodruhovy vztah.

Poznamenejme, Ze systém (6.53) nemd izolované stacionarni body. O

6.4.2 Priklad (dissipativita konkuren¢nich systémi)

Uvazujme spolecenstvo n sobéstacnych populaci, z nichz kazda projevuje vnitrodruhovou konku-
renci a kazd4 z populaci je amenzalistou jiné nebo ji neovliviiuje (zejména tedy kazdé dvé populace
mohou byt ve vztahu konkurence). Vyvoj takového spolecenstva lze modelovat systémem (6.52)
s kladnymi parametry b;,a;;, ¢ = 1,2,...,n a snezdpornymi parametry a;; pro 7 # j. S vyuzitim
tvrzeni 5.1.10 ukdzeme, ze takovy systém je dissipativni, tedy Ze vSechny slozky jeho feseni jsou
ohranicené:
Necht ¢ >0 a i€ {1,2,...,n} jsou libovolna. Polozme
K, = —Z—f—E, 0; = €a;;.
7

Pak K; >0, ; > 0 a pro viechna z; > K, j € {1,2,...,n} plati

z; | b — Z;aijwj < ai(bi — aiuwi) < @b — aii K;) = @i (a_” - Kz) =
=

=z;04(K; —e — K;) = —exai; = —0;x5,

takze predpoklady tretiho z tvrzeni 5.1.10 jsou splnény.

Ponévadz kladna konstanta ¢ je libovolné mal4, pro kazdé feseni (- ) = (21(-), z2(-), ..., zn ("))
systému (6.52) s b; > 0,a;; > 0,a;5 > 0, 4,5 = 1,2,...,n existuje T > 0 takové, Ze pro vSechna
t>1T je
b2 bn

, a(t) < ——, ..., xp(t) < .
a11 2() a22 n() Gnn

ZEl(t) § b_l
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V dlouhém c¢asovém horizontu populace nepiekracuji velikost danou kapacitou prostiedi pro po-
pulace izolované. O

Zavedeme oznaceni

b1 aiy - aip
b frd s A frd E s
bn an1 Qnn
matice A se nazyva matice interakci spolecenstva. Pro libovolny vektor v = (v1,v2, ..., v,)T polo-
Zime
vy 0 - 0 0
0 vy 0 0
diagwv =
0 0 Up—1 0
0 0 0 v,

a vektory ze standardni orthonormélni baze n-rozmérného vektorového prostoru oznacime e/,

517]
‘ » 0. it
e’ v , kde ¢;; = {1’ Z 7 J je Kroneckertiv symbol.
: y =]
On,j

Systém (6.52) lze zapsat jako vektorovou rovnici
' =diagz- (b—A-x). (6.54)

Je-li matice A regularni, existuje nejvyse jeden staciondrni bod x* = A~! . b systému (6.52)
takovy, ze vSechny jeho slozky jsou kladné. Takovy stacionarni bod budeme nazyvat vnitrni. Pokud
vnitfni stacionarni bod existuje, lze tuto skutecnost interpretovat jako moznou koexistenci vsech
populaci spolecenstva, pricemz koexistujici populace maji dynamicky stalé velikosti dané slozkami
vektoru a*.

6.4.3 Priklad (Spolecenstvo se dvéma trofickymi tirovnémi)

Uvazujme spolecenstvo tvofené dvéma skupinami druhtt — producenty (kofisti) a konzumenty
(predatory). Mezi druhy uvniti jednotlivych trofickych trovni nejsou zaddné interakce a konzumenti
nemohou bez producentt prezit. Je-li takové spolecenstvo tvofeno n druhy producentti a m druhy
konzumentt, Ize jeho vyvoj popsat systémem Lotkovych-Volterrovych rovnic tvaru

m
xéin(ri—Zaikyk), i=12...n,
k:ln (6.55)
y;—zyj(—sj‘f‘zbjkwk)a J=12,...,m
k=1

x; oznacuje velikost i-tého druhu producentii, y; velikost j-tého druhu konzumentii, parametry

Tiy Sj, ij, bji jsou kladné. Systém (6.55) miizeme pii zavedeni vektord & = (x1,z2,...,2,)7,
_ T . _ T o _ T .
Y=Yz ym), r=(r1,r2,...,mn)", 8= (51,52,...,8m)", a matic
ailr a2 ... Qim bir bz ... bin
az1 G2 ... Q2;, bar b2 ... b2,
A= (aij)1<i<n = | . — | B=(bji)icjem =
1<j<m : : ", : 1<i<n
apl  Ap2 ... Apm bml me oo bmn
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zapsat vektorové
' =diagz - (r — A-y),
y =diagy - (—s+ B - x).

Stavové proménné x;, y; transformujeme na nové, které oznacime u;, v; a definujeme rovnostmi

u; =Inx;, v; =Iny;, i=1,2,...,n, j=1,2,....,m.
Pak
2 m m
, .
up="t=ri = apyp=ri— »_ aixe”
Zq
k=1 k=1
a podobné

n
’U; = S + ijke“’“.
k=1
Zavedeme-li zobrazeni f = (f1, fo,..., fn)T :R™ = R"a g = (91,92, -,9m)" : R" — R™ vztahy
m
fz(v) = fi(vlav25' ..,Um) =T — Z aikevkv 1= 1527" -5 1
k=1
n
gi(v) = gi(ur,ug, ..., up) = —s; + > bjpe"s, j=1,2,...,m,
k=1

mizeme transformovany systém (6.55) zapsat ve tvaru

i =fi(vi,v2, ), i
/U_;‘:gj(ui,UQ,---,Un), j: y Ly, M

nebo vektorove

u'=f(v), v =g(u)
derivace prvni sady proménnych zavisi pouze na druhé sadé, derivace druhé sady proménnych
zavisi pouze na prvni sadé. Systémy tohoto tvaru se nazyvaji bipartitni.

Hodnota a;; vyjadiuje mnoZstvi i-tého druhu kofisti, kterou za jednotku casu zni¢i predatori
j-tého druhu za predpokladu, ze populace i-tého druhu kofisti i j-tého druhu predatora mély
jednotkovou velikost. Struénéji, a;; je specifickd tmrtnost i-tého druhu kofisti zptisobend populaci
j-tého druhu predatora o jednotkové velikosti. Hodnota b;; je specifickd porodnost j-tého druhu
predatora po konzumaci jednotkového mnozstvi populace i-tého druhu kofisti. Pomeér b;;/a,; lze
tedy chapat jako efektivitu, s jakou se ubytek i-tého druhu kofisti pfeménuje do rustu populace
j-tého druhu predatora. Predpokladejme nyni, ze kazdy druh predatora vyuziva vSechny druhy

kotisti stejné efektivné, tj. ze ke kazdému j = 1,2,...,m existuje konstanta c; > 0 takova, ze
bji y . .
—— =c¢; pro vSechny indexy i =1,2,...,n.
aij

Jinak feceno, nechf existuje vektor ¢ = (c1,ca,...,cm)? pro néjz plati

BT = A-diage, neboli B =diage- AT,

Piedpokladejme déle, Ze existuje vnitini stacionarni bod systému (6.55), tj. existuji vektory p =
(p1,025-->0n)T, @ = (q1,q2,- -, qm)T se véemi slozkami kladnymi, takové ze A-q =7, B-p = s,
tj.

m n

= Zaiqu proi=1,2,...,n, 55 = ijkpk proj=1,2,...,m.

k=1 k=1
(Poznamenejme, ze v pfipadé m # n nemusi byt néktery z vektort p, ¢ urcen jednoznacéné.)
Definujme nyni funkci H : RT”” — R predpisem

n

N1
H((E,y) :H(z1;z27"'7xnay17y25"'ayn) :Z(pllnxz*'rl)+zc_((hlny] 7yj)
i=1 j=1

70



Pokud @, y jsou feSenim systému (6.55), kterd maji vSechny slozky v kazdém ¢ase kladné, pak
plati

i=1 j=1 7
= Z(pz wz) (Tz - Z%k%) + Z Cl <_SJ + Zbgkl'k> (q - y])
i=1 k=1 j=1 1Y k=1
= (i — ) (Z WikQk — Z%k?ﬂc) +)° Cl ( > bjkpk + Zb kﬂ%) (4 —v5) =
i=1 k=1 k=1 j=1 7 k=1 k=1
:ZZ(pi_l'i)azk qr — yk) — ZZ pr — k) (g5 — ;) =0,
i=1 k=1 k=1 j—=1 i

nebot bjr/c; = ag;. Jinak Feceno, funkce H je na trajektoriich systému (6.55) konstantni, funkce
H je invariantem tohoto systému. O

Parcidlni derivace pravé strany rovnice (6.54) podle j-té proménné je

o . (0 . : 9 _
6—£jd1agm~(bA~a:)(axjdlagm>~(bA~m)+dlagm~<axj(bA~a:))

=diage’ (b—A-z) + diagz - (A €’)

a pro vnitini staciondrni bod a* plati b — A - * = O. Proto varia¢ni matice systému (6.52) ve
vnitfnim staciondrnim bodé x* je

J(x*) = —diagax™ - A.
Odtud a z 5.3.8 plyne:

6.4.4 Véta

Bud x* staciondrni bod systému (6.52), jehoZ v8echny slozky jsou nenulové. Maji-li véechna vlastni
¢isla matice diag x* - A kladnou redlnou ¢ast, pak konstantni feSeni x(t) = x* systému (6.52) je
stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo matice diag * - A které ma zapornou redlnou ¢ast, pak je konstantni
feSeni x(t) = x* systému (6.52) nestabilni.

6.4.5 Priklad (kolobé&h dusiku v planktonu)

Uvazujme proces schématicky znazornény na obrazku 6.5: Ve fytoplanktonu probiha fotosyntéza a
pri ni se dusik z okolniho prostiedi vaze v jeho bunkéch; fytoplankton slouzi jako potrava pro zoo-
plankton, takze dusik ze zkonzumovaného fytoplanktonu se stava soucasti zooplanktonu. Plankton
v dusledku svého metabolismu dusik opét vyluc¢uje do okolniho prostiedi a také pii rozkladu mrt-
vého planktonu se dusik uvolnuje. Dusik z prostfedi neni odebiran ani neni néjakym zpusobem
do ného pridavan. Dusiku vylucovaného planktonem je tim vice, ¢im je vice planktonu, dusiku
vazaného ve fytoplanktonu pribyva tim vice, ¢im je vice volného dusiku a fytoplanktonu; dusiku
vazaného v zooplanktonu pfibyva tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu pozreného zooplanktonem a
toho je tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu i zooplanktonu. Oznac¢me po fadé N, P a Z mnozstvi
dustku v prostfedi, vazaného ve fytoplanktonu a vazaného v zooplanktonu. Vsechny tyto veliciny
se méni s ¢asem, tj. N = N(t), P = P(t) a Z = Z(t). Celkové mnozstvi dusiku v systému je rovno
V =N + P+ Z. Kolobéh dusiku lze nejjednoduseji modelovat systémem rovnic

N’ =aP +bZ — cNP,
P' = ¢NP — dPZ — aP,
7' = dPZ — bZ;
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vSechny parametry a, b, ¢, d jsou kladné.

N c P d A
dusik v prostiedi fytoplankton zooplankton

T o o

Obrazek 6.5: Schéma kolobéhu dusiku

Nejprve si vSimnéme, ze V' = N’ + P’ + Z' = 0, coz znamen4, Ze celkové mnozstvi dusiku V je
konstantni. Proto lze mnozstvi dusiku v prostiedi vyjadfit jako N(t) =V — P(t) — Z(t) a dosadit
do druhé a treti rovnice systému. Dostaneme

Pl
ZI

(Ve—a)P—cP? — (¢c+d)PZ =P(Ve—a—cP—(c+d)Z),

—bZ +dPZ = Z(~b+dP). (6:56)

Jedna se tedy o Lotkuv-Volterrav systém s vektorem rustovych koeficienti a matici interakci

_ (Vc;a) W Ao (ccl —(c0+d))_

Vnitfni stacionarni bod systému je tedy

b

() eembalb ) ()

c+d c d

Povsimnéme si, ze stacionarni hodnota P* je kladna a nezavisi na celkovém mnozstvi dusiku V.
Pokud se zvétsi prisun zivin, nema z toho uzitek fytoplankton, ale jeho predator zooplankton.

Pokud
b

E )
pak Z* > 0; v takovém pripadeé je tedy mozna koexistence fyto i zooplanktonu. Dale plati

V> % + (6.57)

0 —(c-i—d)) _

C

—
—
~
*
N
*
N—
I
|
)
/N
<
SHRS
Q
>
~
N
ISH

Je-1i splnéna podminka (6.57), pak

2
tr (J(P*, 27)) = —— (V—%—g) <0, det(J(P*,Z%)) = be (V—ﬂ—g) >0,

c+d c
coz znamend, Ze redlnd ¢ast vlastnich ¢isel varia¢éni matice J(P*, Z*) je zéporna, a tedy vnitini

staciondrni FeSeni (P*, Z*) systému (6.56) je stejnomérné asymptoticky stabilni.
Systém (6.56) mé dalsi stacionarni body

0 v-2
S0 = o)’ S1 = OC )
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jeho varia¢ni matice v obecném bodé je

(Ve—a—2cP—(c+d)Z —(c+d)P
J(P’Z)< dz ~b4dP )

tedy

J(s0) = (VcO a Ob) (o) = (V=2) =b, det (J(so)) = —be (V= 2),

c

tr(J(sl))d<V%g>c(V%), det (J(s1)) = —ed (V= %) <v9§>.

Odtud je vidét, ze pokud V' < a/c, pak s je stejnomérné asymptoticky stabilni, pokud

a

V- (6.58)

a soucasné V < a/c+b/d, pak sg je sedlo a s1 je stejnomérné asymptoticky stabilni. Pokud plati
nerovnost (6.57), pak sg i s1 jsou sedla.

Z dosud provedenych tivah a vypoctil 1ze uéinit zéveér: je-li v prostiedi dusiku mélo (méné nez
a/c), plankton nepteziva; je-li dusiku vice, ale ne pfili§ mnoho (néco mezi a/c a a/c+b/d), preziva
fytoplankton, ale nikoliv zooplankton; je-li dusiku v prostiedi dostatek (vice nez a/c+b/d), preziva
fyto i zooplankton.

Nerovnosti (6.58) a (6.57) lze prepsat na tvar

c>g a c>a—d—g 1—i
1% Vd—b  V Vd) "

Koeficient ¢ vyjadruje, s jakou intenzitou je dusik z prostfedi vazan do biomasy fytoplanktonu,
coz je proces fotosyntézy. Jeji intenzita roste s mnozstvim slune¢niho svétla a to se méni s roénim
obdobim. Dosazené vysledky lze tedy také interpretovat: v zimé se plankton nevyskytuje, na jatre
se nejprve objevi fytoplankton a s pribyvanim svétla i zooplankton. O

6.4.6 Poznamka

Pro ¢tvercovou matici M polozme SM = % (I\/I + I\/IT). Matice SM je zifejmé symetrické.
Pro kazdy n-rozmérny vektor v a ¢tvercovou matici M radu n plati

vl - M-v=vT.SMT . v.
D.: Ponévadz v - M- v je &slo, tj. étvercova matice fadu 1, plati
vT-M-v:(vT-M-v)T:vT-MT-v
a odtud plyne

1

T T
v -M-v=2v"-
(2

1
(M+MT) — §I\/IT) v =2v"-SM-v v -MT v = 20T -SM-v—vT -M-v
a tato rovnost je jiz ekvivalentni s dokazovanym vztahem. []
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6.4.7 Véta

Bud z* = (27,23,...,2}) = A~! . b vnitini stacionarni bod systému (6.52). Jestlize existuje

rn
konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,c,)? se viemi slozkami kladnymi a existuje okoli U bodu x*
takové, ze pro vsechna x € U je vyraz
(x— )" - S(diage - A) - (z — z¥) (6.59)

nezaporny, pak funkce

n Ii&—ZE*
V(e) =V(x1,29,...,2,) = )Y ¢ Ld¢

je ljapunovskou funkei systému (6.52), tj. konstantni feseni x(t) = «* systému (6.52) je stejno-
mérné stabilni.

Pokud je vyraz (6.59) pro vSechna @ € U\ {x*} kladny, pak je toto FeSeni stejnomérné asympto-
ticky stabilni.

D.: Funkce V je definovana pro vSechna x; > 0,22 > 0,...,z, > 0. Plati

:zn:ci/’s_ﬁdg:o.
i=1 x¥ &

Pro kazdé xz; > 0 je

——d{ >0,
/=

nebot integrovand funkee je kladnd pro z; > z} (tj. v pfipadé, Ze horni mez integrélu je vétsi,
nez dolni mez) a zdpornd pro z; < x} (horni mez integralu mensi nez dolni mez). Rovnost
nastane pravé tehdy, kdyz x; = x}. Odtud plyne, ze pro & # x* a takové, ze vSechny jeho
slozky jsou kladné, plati V(x) > 0.

Dale podle véty o derivaci integralu jako funkce horni meze plati

ov(x) 2T xf

ox; 1 x|
a ponévadz b = A - x*, plati dale
n
b; = Z aijac;,
j=1
takze derivace funkce V' vzhledem k systému (6.52) je
n

2 n
:L' .
Z
V(:I:) g C; ~ T bi—g i T :5 ci( g ai;x; g a;jxj | =
=

i=1 v i=1

Z P — X7) i (ac»—acj):—(:B—:B*)T-(diagc-A)-(:c—:c*):

n
i=1 j=1

= —(@—a")" S (diage - A) - (@ — )

(posledni rovnost plyne z poznamky 6.4.6). Véta nyni plyne z 5.3.11 a 5.3.12. O
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6.4.8 Dusledek

Necht systém (6.52) m4 vnit¥ni staciondrni bod &* = (a7, 23,...,2%).
Jestlize existuje konstantni vektor ¢ = (c1, ca, . .. ,cn)T se vSemi slozkami kladnymi takovy, ze
matice
S (diage - A) (6.60)

je pozitivné semidefinitni, pak konstantni feSeni x(t) = x* systému (6.52) je stejnomérné stabilni.
Pokud je matice (6.60) pozitivné definitni, pak konstantni Feseni x(t) = x* systému (6.52) je
stejnomérné asymptoticky stabilni.

6.4.9 Priklad (troficky retézec)

Troficky fetézec je takové spolecenstvo, v némz je prvni druh producentem a kazdy jiny druh je
nesobéstacnym specializovanym predatorem praveé jednoho dalsiho druhu. Oznac¢ime z; velikost
populace producenta, zo velikost populace jeho predatora, xs velikost populace, ktera je predato-
rem populace o velikosti xo, atd. Kazda z populaci na nékteré trofické tirovni nemusi byt tvorena
jednim biologickym druhem, mitze jit o spolecenstvo organismi majicich stejny zptsob obzivy.
Troficky fetéz o n trovnich lze tedy modelovat systémem

ry = 21(r —ax1) — p1r172
xh = —daxo + Q2129 — PaxaT3
/
T, = —dpTy + QRTE-1Tk — DETkTh41 (6.61)
x{nfl = _dn—lxn—l + dn—1Tn—2Tn—-1 — Pn—1Tn—-1Tn
/
T, = —dpTn + @uTp—1Tn,
parametry 7, do,ds,...,dn, §2,G3,--->Gqn, P1,P2,---,Pn—1 jsou kladné, parametr a je nezaporny

(producent mize, ale nemusi projevovat vnitrodruhovou konkurenci).
V tomto pripadé je

a p1 0o --- 0 0 0 r
2 0 p2 - 0 0 0 —ds
0 —qs3 0 s 0 0 0 —d3
A= . . . . . . ) b=
0 0 0 —Adn-1 0 Pn—-1 _dn—l
0 0 0 0 —Qn 0 —d,
Polozme
P1 P1p2 Pip2 - Pn-—2 P1p2 - Pn-1
cg1=1 co=—, c3=—=, ..., Cp—1 = , Cp = .
2 q243 4243 - Gn-1 q2q93 - qn
Pak je
a P1 0 0 0 0
—p 0 p1p2 0 0 0
q2
0o P2 0 0 0
. q2
diage - A = ) )
0 0 0 _P1p2 - -Pn—2 0 Pip2 - Pn-1
4293 - qn—2 . 4243 " Qn—1
0 0 0 - 0 _ Dbz Pl 0
4243 " qn-1
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takze

a 0 0 0 0 0

0 0 O 0 0 O

0 0 O 0 0 O
S (diage - A) =

o000 -~ 000

o000 -~ 000

z ¢ehoz plyne
(@ —2*)" - S(diage - A) - (xz — x*) = a(zy — 21)% > 0.
Pokud existuje vnitini stacionarni bod &* uvazovaného systému, pak je prislusné konstantni reseni
stejnomérné stabilni.
Hledejme nyni podminky, které zaruci existenci takového stacionarniho bodu x*. Jeho sourad-
nice splnuji n-rozmérny systém algebraickych rovnic

(J,IL'T +p11'; =T,
QkTy_1 — PkTy = dk, k=2,3,...,n—1 (6.62)
Gny_1 = dp.

,Prostredni rovnice tohoto systému lze prepsat ve tvaru rekurentnich formuli

zj_y = — (pexjyq +di) nebo zjp,, = o (graj_y —di), k=2,3,....n—1. (6.63)

dk
Ponévadz vsechny koeficienty pr, qi, di jsou kladné, plyne z tohoto vyjadieni:

(i) je-li xy, > 0 pro né&jaké Iy € {2,3,...,n},

B+ b

DN | =

pak je x; > 0 pro vSechna ¢ € {Eo,fo — 2,0y —4,...,

(i) je-li 7, <0 pro néjaké ¢, € {1,3,...,n — 2},
1
pak je z; < 0 pro vSechna ¢ € {El +2,0+4,...,n— 3 (1- (_1)€1+n)} _

Podle posledni rovnice systému (6.62) je

d
Ty _q = q_:
Z prvui rekurentni formule (6.63) postupné vyjadiime
1 Pn—2 dn dn72
Ty g = Pn—2Ty 1 +dn_2) = — + )
nes qn—2 ( " net " ) gn—2 Qqn qn—2
1

—4Pn—2d adpy  dn
(p”*4zrz—3+dn74):pn 4 Pn 2—n+p" 4 Yn 2+ n 4,
n—4 Gn—4 Gn—2 Qn  Qn—-4 Gn—2  Qn—4

atd. Celkem dostaneme

*
Tn—5

‘ ‘
d o .
T ey = > =TT B2, proe=o,1,... [g} 1, (6.64)
i—0 dn—2i j=it1 qn—2j
k=1
kde [¢] oznacuje celou &ast z ¢isla € a klademe [] «; = 1 pro libovolné pfirozené k a kazdou
i=k

posloupnost {«; };’;0.3 P¥imym vypoctem se lze presvéddit, Ze (6.64) je skuteénd fesenim druhé az
n-té rovnice systému (6.62).

k k—1
3Uvedena konvence je ptirozenym rozsifenim rovnosti [] aj = ap ] oy, kterd plati pro libovolné k& > m,
j=m j=m
také pro k = m.
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Necht nejprve je n sudé. V tomto piipadé lze rovnost (6.64) prepsat na tvar

n
2

* % _ dp—2; Pn—25 = p2] o n
Lop_1 = $n7(2(% k)+1) = Z H = H k= 1,27...,5.

dn— 2; j=it1 qn— 23 ik q2]

SE

7 tohoto vyjadfeni je vidét, ze vSechny souradnice staciondrniho bodu x* s lichymi indexy jsou
kladné. Pro jeho prvni soutadnici plati

% d ) 1—1 )
o= TR (6.65)
i=1 q2i =1 q2;
Z prvui rovnice systému (6.62) nyni dostaneme
. T —ax]
x5 = ,
2 4!
a ze druhé rekurentni formule (6.63)
* 1 * qs T a“/I"l d3
zy = — (q3ay —d3) = — ;
1 (g33 — ds) PR— o
1 53T —ar] g dy ds
76 = — (gsay —dg) = LB _ & ds_Os
5 D5 P3  P1 D5 P3s  Ds
atd. Obecné
. kel kel "
ol = 1 q2i+1 72 2i+1 q2y+17 k:1,2,...,§.
P1 i1 D2i+1 1 D2i+1 j=it1 DP2j+1

Soufadnice x7 je vyjaddfena formuli (6.65). Tedy plati

n_ n_q

2 2
gt — r—axj H q20+1 dait1 H Q2j+1
n = Ton = - E — =
2 D1 P2et1 T P2iv1 7 P2jtl
5—1 5—1

« i
q20+1 r—ar; Z d21+1 P2j+1
=1 P2o+1 P1 1 P2i+1 j=1 q25+1
n_q n_q i
2 p) 1—1
1 q20+1 d21 pz; d2it1 P2j+1
1ot aE 1 E —atro rejrs

P1 =1 P2e+1 1 q2i+1 j=1 q25+1

Nutnou a dostatecnou podminkou pro to, aby vSechny soufadnice staciondrniho bodu x* byly
kladné, je tedy podle tvrzeni (i) a (ii) nerovnost

5—1 _

d - 5 do ' pa
r>p1 Z 21+1 p2g+1 ta Z @24 pﬁ. (6.66)
q2i+1 i q2j+1 im1 q2i J=1 q2j

Necht nyni je n liché. V tomto piipadé lze rovnost (6.64) pfepsat na tvar

n—1 n—1
nol_g nol_g

T = xn—(2("T*1—k)+1) = Z M H Pn—2j Z d21+1 H p2j+1 k=12, n; 1'

iz In—2i =it qn—2j Q2z+1 . (J2J+1
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7Z ného je vidét, ze vSechny souradnice staciondrniho bodu x* se sudymi indexy jsou kladné.
Zejména jeho druhé souradnice je

< doita D2j+1 (6.67)

Je-li a # 0, dostaneme z prvni rovnice systému (6.62)

*
* T — P17y
Ty = )

a

ze druhé rekurentni formule (6.63) nyni miZeme postupné vyjadfit

1 G2 —p1xy  d
ZC; = (qQ'Tl d2) A )
P2 P2 a P2

1 Q4 G2 T — P15 qa do dy
R R :

atd. Obecné dostaneme

e da; j n+1
Th = 121‘{@7 da; &7 k=1,2,..., 5
1 P2 I P2 20 P2y
Odtud s vyuzitim (6.67) vyjadiime
n—1 n—1
* r *plxz a2 “dy T q2;
v = IR S T]
=1 P2e I P27 P2
ot i—1
14 d i d i
_ |2 q2¢ 12 A2i41 P2j+1 _az 21 P2J
1 P2e q2i+1 i1 q2;j+1 Q2z 1 425

Pro liché n a a # 0 tedy dostavdme jako nutnou a dostatecnou podminku pro to, aby vSechny
soutradnice stacionarniho bodu «* byly kladné, nerovnost

d21+1 p2;+1 d21 pzj
r>p § +a E . 6.68
(Z2 +1 . QQ3+1 q21 ] (J2j ( )

Pokud je n liché a a = 0, dostaneme z prvni rovnice systému (6.62) rovnost

r
Ty = —.
b1
Soucasné vSak musi platit rovnost (6.67), takze soustava rovnic (6.62) mé FeSeni (a to nekoneéné
mnoho Feseni; staciondrni bod neni v takovém piipadé izolovany) pouze tehdy, kdyz

d21+1 p2j+1
r=pm Z
Q2z+1 . Q2g+1

Pravdépodobnost, ze tato rovnost bude splnéna pro systém (6.61) modelujici redlné spolecenstvo,
je vsak nulova.
Povsimnéme si jesté, Ze nerovnosti (6.66) a (6.68) lze zapsat jednotné ve tvaru

i—1 [%]

-1
d ] da; j

r>p Z @2i41 DP2j+1 +az 2i p2g' (6.69)
i1 i1 0 R+ o 120 5 125
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Zavér: Je-li a > 0 (zékladni zdroj je omezeny, v populaci producenta je vnitropopula¢ni
konkurence), pak vnitini stacionarni bod systému (6.61) existuje a je stejnomérné asymptoticky
stabilni (je moznd koexistence vSech populaci tvoficich troficky Fetézec) pravé tehdy, kdyz je
splnéna podminka (6.69) (vnitini koeficient riistu producenta je dostatecné velky).

Je-li a = 0 (zdkladni zdroj je neomezeny), pak vnitini stacionarni bod systému (6.61) existuje
pouze pro sudé n (je mozné koexistence pouze sudého poctu trofickych trovni); vnitini staciondrni
bod v takovém piipadé je stejnomérné stabilni a existuje pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka

r>p Z d21+1 p2j+1
1
Q2z+1 . Q2g+1

6.4.10 Zobecnéné Lotkovy-Volterrovy systémy (Grossberg 1978)

Vlivy populaci tvoficich spoleéenstvo na rust jednotlivych populaci nemusi byt tvaru primé tmér-

vvvvv

n
$; :gz(l'z) bsza”fj(xj) 5 ’L: 1,2,,77, (670)
Funkce f;, gi, i =1,2,...,n jsou definovény a spojité na intervalu [0, c0) a spliuji podminky:
e (Vi)g;(0) =0 ... je-li velikost i-té populace nulova (tj. i-t4 populace ve spolecenstvu neni),

pak nulovou ziistane; uvazujeme tedy izolovana spolecenstva, kde nedochézi k imigraci no-
vych druhu.

o (Vi)(V€ > 0)g:(§) > 0 ...skutecnost, zda je i-t4 populace sobéstatnd nebo ne, nezavisi na
jeji velikosti; neuvazujeme tedy napfr. Alleeho efekt.

e (V4)f;(0) = 0 ...neni-li j-t4 populace ve spolefenstvu piitomnd, nijak neovliviluje rast
ostatnich populaci.

e (Vj)f; je rostouci ...s rostouci velikosti populace roste i jeji vliv na rtst populaci ostatnich.

Systém (6.70) lze zapsat vektoroveé:

' =Gx) (b—A- f(z)),

kde
G(x) = G(x1,29,...,2,) = diag (gl(xl),gg(xg), . ,gn(acn)),

.f(m) = (f1($1),f2(1'2), .. ,fn(xn))T

Ponévadz vSechny slozky zobrazeni f : R™ — R”™ jsou rostouci (tedy prosté) funkce, je toto
. ) s . . . -1 -1 -1 Z : .
zobrazeni prosté a existuje k nému zobrazeni inverzni f~ = (f{ ', f5 ..., f,}). Je-li matice
interakci spolecenstva A regularni, existuje nejvyse jeden vnitini stacionarni bod

z* = (2], 25,...,a5)=f ' (A71-b)
systému (6.70), tj. takovy bod, ze z > 0,25 > 0,...,2% > 0, ktery lze opét interpretovat jako
dynamicky stalé velikosti vSech populaci koexistujicich ve spolecenstvu.

Analogicky jako v dikazu véty 6.4.7 ovéiime, ze pokud existuje okoli U vnitiniho staciondrniho
bodu x* a existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,c,)T se viemi slozkami kladnymi, pro néz je
vyraz

(f(z) - f(2)" - S(diage-A) - (f(z) - f(z¥))
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nezaporny pro kazdé x € U, pak je funkce
V(z) =V (xy,xe,...,2,) = Zci / Fil®) — filz) fi(wi)d«f
~ ) 9i(¢)

ljapunovskou funkei systému (6.70) ve staciondrnim bodé x*. Odtud je vidét, ze tvrzeni disledku
6.4.8 plati také pro systém (6.70).

80



	Základní pojmy
	Elementární metody rešení
	Rovnice typu  x= f(t)
	Exaktní rovnice
	Rovnice se separovanými promennými  x= f(t)g(x)
	Homogenní rovnice x= f( {Catalog} << /PageLabels << /Nums [0 << /S /r >> 2 << /S /D >> ] >> >>xt)
	Rovnice typu x= f( {Catalog} << /PageLabels << /Nums [0 << /S /r >> 2 << /S /D >> ] >> >>at+bx+ct+x+)
	Lineární rovnice x= a(t)x+b(t) 
	Bernoulliova rovnice x= a(t)x+b(t)xr, rR
	Rovnice nerozrešená vzhledem k derivaci F(t,x,x) = 0  (implicitní rovnice)
	Rovnice druhého rádu typu x = f(x)
	Rovnice typu F(t,x(k),x(k+1),…,x(n))=0, k{1,…,n-1}
	Autonomní rovnice typu F(x,x,x,…,x(n)) = 0
	Rovnice homogenní v x, x, x, …, x(n)
	Ekvidimensionální rovnice
	Cvicení

	Obecné vlastnosti obycejných diferenciálních rovnic
	Vektorové a maticové funkce
	Existence a jednoznacnost rešení systému ODR
	Globální vlastnosti rešení systému ODR
	Odhady rešení

	Lineární rovnice
	Systémy lineárních ODR
	Lineární diferenciální rovnice vyššího rádu
	Eulerova a Riccatiho diferenciální rovnice
	Cvicení

	Autonomní systémy
	Fázový prostor, trajektorie, stacionární body
	Autonomní systémy v rovine
	Stabilita

	Aplikace
	Nekteré klasické elementární úlohy
	Epidemiologický model Daniela Bernoulliho
	Model populace produkující škodlivé odpady
	Lotkovy-Volterrovy systémy


