9 Analyza rozptylu:
porovnani vice prameéru

Mnoho studii md komparativni charakter. Srovndvdme napf. platy Zen a muZi
nebo hodnoty cilové proménné v kontrolovaném klinickém pokusu. Data v ta-
kovém vyzkumu se mohou piehledné zobrazit pomoci krabicového grafu nebo
sloupkového grafu, také miZeme pro éiselné srovnani pouZit kvantilové cha-
rakteristiky rozloZeni dat ve skupindch nebo pruméry a smérodatné odchylky.
Pfi statistickém usuzovini se ptime, zda jsou rozdily mezi skupinami statis-
ticky vyznamné. Pro porovndni primérii dvou populaci nebo priméri cilové
proménné sledované v kontrolovaném dvouskupinovém experimentu pouZijeme
t-test, ktery jsme popsali v kapitole 6.2. Studie se vSak neomezuji pouze na dvé
skupiny. Potfebujeme tedy metody pro porovnani libovolného poctu primérd.
Takové metody existuji a pouZivaji se pod shrnujicim ndzvem analyza rozptylu.
Je vhodna napf. k zodpovézeni nésledujicich otdzek:

m  Li¥f se ve svém icinku t¥i metody vyuky statistiky na stfednich $koldch? Nauéi
se Zdci pomoci nékteré z té€chto metod vice neZ Zdci, kteff jsou vyu€ovdni
jinymi metodami?

m  DoZivaji se levici krat$iho véku neZ pravici? ProtoZe Zeny Ziji déle neZ muzi,
je nutné pfipravit dvoufaktorovy pldn vyzkumu, aby se zohlednil vliv faktoru
pohlavi.

Analyzu rozptylu (ANOVA, analysis of variance) rozvinul R. A. Fisher zacat-
kem 20. stoleti. Jednd se o tfidu statistickych modeli a technik, které lze vyuzit
v mnoha vyzkumnych situacich. Fisherovy statistické prace vznikaly v ramci
zemédélského vyzkumu v dstavu Rothamsted Experimental Station pfi vyhod-
nocovani zemédélskych pokust. Pfed Fisherovym pifichodem se zemédélsky
pokus provadeél tak, Ze se pole rozdélilo na nékolik ,,parcel a kazda parcela byla
oSetfena (hnojena) ur€itym zptsobem. Nasledné se srovndvaly vynosy z jednot-
livych parcel. Bylo viak ziejmé, Ze rozdily ve vynosech mohou byt zptisobeny
jinymi faktory neZ hnojivem, napf. rozdilnou kvalitou pudy. Fisher navrhl roz-
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délit pole na bloky a kazdy blok na parcely (plots). KaZzdd parcela uvnitf bloku
pak dostala ndhodné pfifazené oSetfeni. Toto schéma vyzkumu (design) se stalo
zékladem pro analyzu, znimou dnes pod ndzvem analyza rozptylu.

Jédro Fisherova postupu tvoii dva principy. Prvni spociva v klicové roli,
jiZ hraje randomizace (zndhodnéni) v experimentovini. Tim se zajiStuje elimi-
nace systematického zkresleni efektu posuzovaného ofetfeni. Randomizace také
umoZiiuje validni odhady ndhodné chyby, coZ ma vztah k druhému principu,
k moZnosti kontrolované odhadovat ndhodnou chybu opakovani oSetfeni. Opako-
vanim kazdého o$etieni v blocich a uvniti bloku miZzeme v pozorované variabilité
1épe identifikovat variabilitu mezi parcelami uvnitf bloki po ,.o¢i8téni* od vari-
ability mezi bloky. Fisher popsal zdklady analyzy rozptylu v kniZce Statistical
methods for research z roku 1925.

Obecné spociva zdkladni funkce analyzy rozptylu v posouzeni hlavnich a in-
terak&nich efektii kategoridlnich nezédvislych proménnych na zévisle proménnou
kvantitativniho typu. Nezavisle proménné v ANOVA ¢asto nazyvame faktory
a jejich hodnoty trovné nebo kategorie.

Nejjednodussim piipadem je analyza rozptylu jednoduchého tidéni, kdy ana-
lyzujeme efekt jednoho faktoru na zévisle proménnou. Jde o pfimé zobecnéni
pfipadu zkoumdni rozdilu mezi dvéma nezdvislymi skupinami pomoci #-testu
na pfipady zkouméni rozdilii mezi vice skupinami (odpovidajicim jednotlivym
tirovnim neboli kategoriim faktoru). Pokud zkouméme vliv vice faktort, rozli-
Sujeme mezi hlavnimi efekty a efekty, které jsou zpiisobeny interakcemi mezi
faktory pii pusobeni na zévisle proménnou. Hlavni efekt je pfimy efekt faktoru
na zdvisle proménnou. Interaké¢ni efekt je spojeny efekt kombinace dvou nebo
vice faktord na zdvisle proménnou.

Pomoci obecnéjiich model analyzujeme podobné tlohy s kategoridlni zd-
visle proménnou (GLM, general linear model). Také existuji postupy, jez do
modelu zafazuji mezi nezédvisle proménné intervalové proménné (analyza kova-
riance, ANCOVA, analysis of covariance) nebo modely, které analyzuji simul-
tann& ovlivnéni vice nezdvislych proménnych (MANOVA, multiple analysis of
variance).

Zakladn{ statistikou v analyze rozptylu je F-testovaci statistika rozdilnosti
skupinovych primérii, pomoci niZ se testuje hypotéza, zda priméry ve skupindch
uréenych kombinacemi faktord se od sebe lisi vice neZ na zdkladé pusobeni
nahodného kolisani. Pokud se priiméry neli$i vyznamné, usuzujeme, Ze faktory
nemaji na zdvisle promé&nnou vliv. Jestlize F-test indikuje néjaky systematicky
vliv, pouZivaji se testy simultdnniho srovndvéni pro nalezeni kombinaci hodnot
faktorti, které nejvice pfispivaji k systematickym vliviim.

Testovaci F-statistika musi zohlednit rozdilnosti ve vybérovych priimérech
a zdroven pfirozenou variabilitu zdvisle proménné. V podstaté méfi urcitym
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zptsobem velikost rozdilnosti vybérovych priiméri a jeji hodnota zdvisi jednak
na vybérovych primérech v jednotlivych skupindch, ddle na velikosti téchto
skupin a na rozptylu zavisle proménné uvniti skupin. Obecné méd F-statistika
v analyze rozptylu formu:

_ vdZeny rozptyl mezi priioméry skupin

rozptyl mezi jedinci ve stejné skupiné

Pokud, celkovd rozdilnost méfend F-statistikou pfekro¢i uréenou kritickou mez,
zamitd se nulové hypotéza, Ze viechny teoretické priméry maji stejnou hodnotu.
Analyzou konstrukce F-testu lze ukdzat, Ze podobné jako u jinych testii dojde
k zamitnuti hypotézy, pokud jsou rozdily priméri relativné veliké. JestliZze za-
mitneme hypotézu rovnosti primérd, je§té nam to nic nefekne o rozdilech mezi
jednotlivymi priméry. Dal3i analyza se musi provést pomoci metod ndsledného
zkoumani téchto rozdild.

JestliZe je pldn vyzkumu uspofddan vnitroskupinové s opakovanym méfenim
zévisle proménné u stejnych objekti, jako je tomu napf. u hodnoceni méfent pied
pokusem a po pokusu, v¥podty pfi provad&ji F-testi se odli$uji od testii v pldnech
vyzkumu provadénych meziskupinové.

Procedury analyzy rozptylu predpoklddaji, Ze zdvisle proménnd v jednot-
livych skupindch mé normalni rozd&leni se stejnym rozptylem. Casto se také
predpoklddd, Ze pro kazdou skupinu je rozsah vybéru méfenych jednotek stejny.
Tato symetrie zjednodusuje nékteré vypoclty.

9.1 Analyza rozptylu
pfi jednoduchém trideni

Analyza rozptylu pti jednoduchém téidéni (one-way ANOVA) analyzuje diference
primérd sledované zédvisle proménné mezi skupinami, které jsou uréeny jednou
kategoridlni nezdvisle proménnou (faktorem). Zkoumd se, zda skupiny vytvorené
timto klasifikadnim faktorem jsou podobné, nebo zda jednotlivé priméry tvoii
n&jaké identifikovatelné shluky. JestliZe faktor ma jenom dvé kategorie (drovné),
iiloha je totoZnd s testovdnim rovnosti priméru ve dvou nezdvislych vybérech
pomoci f-testu nebo testovani hypotézy, Ze korelaéni koeficient mezi zévisle
proménnou a bindrni proménnou uréujici piislu§nost méfeni do jedné z obou
skupin md nulovou hodnotu.

Popi$me presnéji situaci, kterou analyzujeme pomoci této metody. Oznatme
zévisle proménnou X. Provedeme méfeni na prostych ndhodnych vybérech ob-
jekti z m populaci (j = 1, 2, ..., m). Rozsahy vybérii n; mohou byt rizné. Pro
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ka?dy vybér j vypocitime piisluiny primér x;; a rozptyl sf Predpokliddme, ze
méfeni vyhovuji modelu
Xij =pu+a;+e,

kde x;; oznaluje i-té¢ méfeni (i = 1, 2,..., n;) v j-tém vybéru a u je spolecnd
st priméru. Efekt skupiny @ zpisobuje, Ze priméry 4 sledované proménné
v populacich si nemus{ byt rovny. M&feni x;; se li¥{ od priméru ve své skupiné
o ndhodnou odchylku ¢;;. O této odchylce pfedpoklidime, Ze je normalng roz-
délend s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem o2, jenZ je pro viechny méfeni
stejny. Symbolem n oznaujeme celkovy pocet méfeni, ktery se rovnd souctu

viech nj.

Zikladni hypotéza, jeZ nds zajim4, predpoklddd, Ze jsou viechny primeéry
v jednotlivych populacich stejné, tedy Ho: 1y = ptp = - -+ = pt, alternativaje Hy :
Ne vsechny y; jsou stejné, nebo v jiném piepisu Ho: @) = a2 = -+ = an =0,

s alternativou H, : Ne v¥echny a; jsou nulové.

Nulovd hypotéza tedy znamend, Ze faktor neovliviiuje zdvisle proménnou
X. Pfi analyze dat zkoumdme, zda vypodtené priméry ¥; se od sebe li3i jen
v mezich nidhodného kolisdni od spole¢ného priméru X, nebo zda je nulovéd
hypotéza porusena.

Konstrukce testovaci F-statistiky vychédzi z rozkladu souétu &tvercii odchylek
méfeni od spole¢ného priiméru x. Odchylku méfeni x;; od % pfepiSeme ve formé
rozkladu x;;— % = (x;j—X;)+(X;—X). V tomto vyjddfeni hodnota ;- X pfedstavuje
odhad parametru a;, tedy efektu kategorie j. Jestlize umocnime a sefteme obé
strany rovnice pro viechna méfent, pak po éipravach (pfi kterych se vyrusi viechny
ostatni ¢leny vzniklé p¥i umocnén{) dostaneme

& :ZJ:Z(x,-,-—x)Z :;Z(x,-,-—xj)z+znj(fj—z)2 =

J

Tento vyraz ik, Ze celkovy soudet étverci S ¢ se rovnd souctu &tverch odchylek
uvnitf vybéri S, a soudtu &tvercii rozdili mezi vibéry S 4. K souétim Etvercd
rozdildi patii stupné volnosti n — 1, n —m am — 1. KdyZ jimi vydélime pfislu$né
soucty, dostaneme tzv. primérné Ctverce MS (mean squares):

MSy=Sr/(n-1),
MS,=8./(n—m),
MS4=S84a/m—1)

Plati, 7e statistika F = MS 4/MS . md za platnosti nulové hypotézy F-rozdéleni
se stupni volnosti (m — 1, n — m). Tato F-statistika méfi globdlni odchylku dat
od nulové hypotézy. Je tomu tak proto, Ze obé& hodnoty MS 4 a MS . odhaduji za
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- Schéma tabulky analyzy rozptylu

Zdroj variability ) st.v. MSs P
e _MS
faktor A SA m-1 MSA—m—1 F—?ﬁg
s v S,
rezidualni S, n-m MS, = =2
Celkova variabilita Sr n-1

platnosti nulové hypotézy spole¢ny rozptyl o2, Pokud je v8ak porusena nulovd
hypotéza, hodnota MS 4 bude vyznamné vétsi nez MS ... Velikost mezniho poméru
uréuje kritickd mez pro F-rozd€leni s pfislusnymi stupni volnosti. Vypocty se
obvykle shrnuji tabulkou analyzy rozptylu (tab. 9.1).

PRIKLAD 9.1

Modelova data v tabulce 9.2 popisuji hodnoty kontrolniho testu u studenti. Kazdy sloupec
obsahuje data pro skupinu ndhodné vybranych studentti ze skupin s danou metodou vyuky.
Zkoumame nulovou hypotézu, Ze priméry hodnot jsou stejné ve vSech skupinach. To zna-
mend, Ze typ vyuky (faktor A) nema vliv na primérnou hodnotu testu. Pro statisticky test
volime hladinu vyznamnosti 0,05. Nase hypotézy jsou:

Hot gy = tp = i3
H; : Ne vSechny u jsou stejné.

- Pfiklad dat, u nichZ provadime analyzu rozptylu (jednoduché tridéni)

Metoda vyuky
1 2 3
89 104 86
101 120 98
87 98 100
87 110 96
Soucet 364 432 380
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Prameéry ve skupinach maji hodnoty

)?1=%4-=91, £2=%=108ax3-§%)--95

Celkovy primér je primér ze véech hodnot

7= 364 + 41322 + 380 - 98

Vypocitame tfi soucty ctverc.
a) Celkovy soucet Gtvercl je totéz co Gitatel pfi pocitani vybérového rozptylu ze véech 12
méfeni:
(89 -98)° + (104-98)% + (86 - 98)°
+ (101 -98)% + (120 -98)° + (98 - 98)°
S5r=3 3 (x-%)°= = 1148
G + (87-98)° + (98-98)° + (100 - 98)°
+ (87-98)° + (110-98)° + (96-98)°

b) Soucet étvercl uvnitf skupin ma stejny pocet ¢lenti. Ty jsou v§ak uréeny rozdily mezi
méfenim a pfislusnym skupinovym primérem:

(89 - 91)% + (104 —108)® + (86— 95)°
+ (101 -91)2 + (120 -108)% + (98 - 95)° 4
o= 2 2 b =% = . 5 , | =51
7 + (87-91)" + (98-108)% + (100 - 95)
+ (87-91)% + (110-108)% + (96 -95)°
c) Soudet étvercl mezi vybéry ma také stejny pocet ¢lenl, ale pocita se pouze se skupi-
novymi priméry a celkovym primérem:
(91 -98)% + (108 —98)° + (95 —98)°
+ (91-98)° + (108 - 98)% + (95 - 98)°
S-S S P ( Vit Yt ) _gan
Tl + (91-98)% + (108-98)% + (95-98)°
+ (91-98)% + (108 - 98)° + (95— 98)°
ProtoZe se v tomto poslednim vzorci opakuji priméry ve sloupci pro skupinu, Ize jej zjed-
nodusit: S, = 3, n; (% - %)% = 4(91-98)° +4(108 - 98)° + 4(95 - 98)° = 632

Viimnéte si, Ze S, + S, = Sy, takze vypocet jednoho ze tfech souétl je zbyteény. Do
schématu tabulky rozptylu (tab. 9.1, s. 341) doplnime pfislu$né vypoétené hodnoty (tab. 9.3)
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- Pfiklad vyplnéné tabulky analyzy rozptylu

Zdroj variability S st.v. Ms F Fo,0s
mezi vybéry 632 2 316 5,51 F(2,9)=4,26
rezidualni 516 8 57,333

Celkova variabilita 1148 11

a srovname vypo&itané F s kritickou hodnotou F-rozdéleni s pfisludnymi stupni volnosti
s hladinou vyznamnosti 0,05. Pokud je F vétsi nez kriticka mez, nulovou hypotézu zami-
tame. ProtoZe je v nasem pfipadé testovaci statistika £ vétSi nez kriticka mez, mizeme
tvrdit, e mame evidenci pro zamitnuti nulové hypotézy o rovnosti primeéri kontrolniho testu
ve skupinach.

9.1.1 Ovéreni pfedpokladu analyzy rozptylu

Aby jednoduchd analyza rozptylu byla validni, musi byt splnény ndsledujici
piedpoklady:

1. Vsechna mé&feni musi byt vzdjemné nezdvisld uvnitf skupin i mezi skupinami.
2. Méfeni v kaZdé skupiné jsou normalné rozdélend s primérem ;.
3. Ve viech skupindch maji m&feni stejny rozptyl kolem priméru.

Ovétovani uvedenych predpokladi se provadi numericky pomoci riiznych testd,
koreladni analyzou a graficky. Pfedevsim se provadi tzv. ,analyza rezidudlnich
hodnot™, coZ vyZaduje:

vypodet rezidudlnich hodnot x;; — ¥; a hodnot xj;
grafické zndzornéni rezidudlnich hodnot a jejich absolutnich hodnot proti
hodnotdm faktord a hodnotdm zévisle proménné a zjisténi zmén, trendii a kon-
figuraci v téchto hodnotéch;

m provéieni normality rozdéleni rezidudlnich hodnot graficky a statistickym
testem.

O vysledku této kontroly ma vyzkumnik informovat étendfe ve vjzkumné zpravé.
Jestlize je splnén predpoklad nezdvislosti a homogenity rozptyll, grafy rezi-
dudlnich hodnot neobsahuji Zddné systematické konfigurace bodii (podrobnéji
kap.7.3.2).
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Pfedpoklad rovnosti rozptyll se ¢asto tézko ovéfuje. Minimdlné zkoumame,

je splnéno, Ze
zda je sp i maxs; _

min §;
kde s; jsou smérodatné odchylky méfeni v jednotlivych skupindch.

Obecné Ize fici, Ze nejvEi vliv na validitu F-testu mé predpoklad o statistické
nezévislosti viech méfenf. Vi¢i porucham ostatnich pfedpokladi je analyza
rozptylu pomérné robustni.

Jestlize analyza rezidudlnich hodnot odhali nehomogenitu, porufeni norma-
lity nebo systematické chyby zpiisobené $patné sestavenym modelem, pokou-
§ime se tyto nedostatky ofetfit transformaci zdvisle proménné. Tento postup
miiZe fungovat, jestlize pomér (nejvétsi hodnota pozorovani)/(nejmensi hodnota
pozorovini) je veliky. NejpouZzivandjsi transformace jsou:

m logaritmickd transformace, pokud se rozptyl zvy3uje imérné s priimérem;
m arcussinovd transformace pro relativni Cetnosti;
m druhd odmocnina pro etnosti.

Posledni dvé& transformace se pouZivaji pfi analyze dat Cetnostniho typu.

9.1.2 Simultanni porovnavani

F-test v analyze rozptylu je tzv.omnibus test. To znamend, Ze je zaméfen na
poruseni globdlni hypotézy rovnosti primérii. Nefika ndm nic o zdrojich diferenci
mezi skupinami. Specifické otizky zodpovida dal3i ndsledné zkoumén{ rozdili
priimérd, o némZ budeme mluvit v ndsledujicich odstavcich. Obecny dvod do
problematiky jsme podali v kapitole o teorii statistického testovéni. RozliSujeme
porovndvdni piedem pldnované a post-hoc porovndvdni (post-hoc znamend po
testovani predem uréenych hypotéz), kdy se pfistupuje ke zkoumdni rozdili dvojic
priiméri bez pfedem daného zdméru.

Casto je vyhodné&jsi pfimo odhadovat velikost rozdilu vhodnym intervalem
spolehlivosti a ten pouZit pro testovdni hypotézy, Ze mezi priméry neni statis-
ticky vyznamny rozdil. Interval spolehlivosti se po&itd pomoci rozdilu priméri
porovndvanych skupin a rezidudlni smérodatné odchylky s,, kterd se spocitd jako
odmocnina z primérnych rezidudlnich ¢tvercl MS ..

Planované testy a intervaly spolehlivosti

Pokud predem pldnujeme uritd porovndni, pouZije se modifikace 7-testu po-
dle Bonferroniho. Tento pfistup jsme objasnili v kapitole 5.5. Pii vypoctech
pouZijeme upravenou hladinu v§znamnosti a bézny postup srovnéni nezdvislych
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primérii pomoci 7-testu nebo pifslugného intervalu spolehlivosti. Cim vice porov-
ndvéani déldme, tim musime udinit hladinu vyznamnosti pfisn&jsi. Bonferroniho
modifikace spo¢ivd v tom, Ze pfi provadéni k porovnédvéni na hlading 0,05 na-
stavime hladinu vyznamnosti ve vypoctech na @’ = 0,05/k. Napfiklad pro 10
srovndni a pfi celkové hladiné vyznamnosti 0,05 musime provést kazdé srovnani
na hladiné 0,05/10 = 0,005.

Statistické testy a vypocty intervali spolehlivosti podle Bonferroniho potie-
buji pfi mnoha srovnanich extrémné malé hladiny vyznamnosti, proto se nepou-
Zivaji, jestliZze chceme provést vechna srovndni priméri mezi sebou. Zvysuje se
totiZ pravdépodobnost chyby II. druhu a rostou $ifky intervall spolehlivosti.

Pfi srovndn{ priméru skupin i a j ozna¢ime

= L+i, kde s,= +MS,.

Pro testy a odhady pouZijeme intervaly spolehlivosti pro rozdily priméri v po-
pulacich:
Mi—pj € (J'Ca‘ =%y =itarjasly Xi— By + Isz')

Pfitom hleddme kritické hodnoty r-rozdéleni s n — m stupni volnosti, kde n je
pocet viech pozorovani a m je pocet skupin.

Obecné se planované srovnani tyka kontrasti. Kontrast je viZenym soudtem
primérd (jejich linedrni kombinaci), ktery je din koeficienty (vektorem vah),
jejichZ soucet je roven nule. JestliZe jsou jenom dvé vahy riizné od nuly, jedna
se 0 prosty rozdil dvou priiméri. Testem kontrastu nebo pomoci intervalu spo-
lehlivosti se pfesvédcujeme, zda je zkoumany kontrast vyznamné rizny od nuly.
V piipadé srovndni tif priiméri mohou vektory vah mit nap¥. podobu (-1;0,5; 0,5)
nebo (1; —1; 0). Tyto dva vektory odpovidaji kontrastim ¥, —0,5%,—0,5%3 a ¥ — ¥».

Post-hoc testy a intervaly spolehlivosti

Pro zkoumdni rozdili, jeZ nejsou pfedem vymezeny na zékladé teorie, existuje
n€kolik post-hoc testli. KaZdy md trochu jiné vlastnosti. Jako obecny princip volby
plati, Ze mdme pouZit test vice konzervativni, jinak vzroste nekontrolovatelné
pravdépodobnost chyby I. druhu. Konzervativni test si udrZuje za dosti volnych
predpokladii pfedpokladanou hladinu vyznamnosti. U konzervativnich testd jsou
pfislusnd rozhodnuti zpravidla provddéna spiSe na men$i hladiné vyznamnosti.

Scheffeho test se ¢asto pouZivd pro kontrolu chyb 1. druhu pfi post-hoc
testovani. Uplatnime ho teprve po zamitnuti nulové hypotézy rovnosti primért
pomoci F-testu. Necht F je kritickd mez piislu§ného F-testu. Pro Scheffeho test
pouZijeme upravenou mez F’ = (m—1)F, kde m je pocet skupin. UdrZeni hladiny

345



