Statistické metody a zpracovani dat

VIl. Korelacni a regresni pocCet

Petr Dobrovolny



K cemu to je dobreé?

Analyza zavislosti

* V rade geografickych disciplin studujeme jevy, u
kterych vySetfujeme ne jednu jejich vlastnost (znak),
ale znaku nékolik.

» Tyto znaky mohu byt navzajem zavislé.

* Cilem této Casti statistiky je vySetrovat, do jaké miry
spolu dva ¢i vice statistickych znaku souvisi.

* Do jake miry zmena hodnoty jednoho znaku
podminuje zmenu hodnot znaku jiného.



Priklady pouziti

Pr. Vztah mezi teplotou vzduchu a nadmorskou vyskou,
mezi mnozstvim srazek a velikosti odtoku, mezi vynosy a
hodnotami nekolika meteorologickych prvkii, mezi poctem
dojizdéjicich a vzddlenosti od centra dojizdky, ...




Analyza zavislosti

* Predmetem statistickeé analyzy v tomto pripade bude
stanoveni sily zavislosti a druhu zavislosti

« Analyzou sily zavislosti statistickych znaku se zabyva
korelacni pocet

* Analyzou druhu zavislosti statistickych znaku se zabyva
regresni pocet
« Budeme tedy pracovat s dvourozmernymi soubory

* Korelacni i regresni pocet vsak Ize vyuzit i pro
studium vicerozmérnych souboru, pro studium znaku
kvantitativnich i kvalitativnich.



Druhy zavislosti

« Vztahy jednostranné: Zména statistického znaku jednoho souboru
nahodné veliCiny - tzv. nezavisle proménné (x) podmifiuje zmeéenu
statistického znaku souboru druné nahodné veliCiny - tzv. zavisle
promenné (y).

 \V tomto pripadé jde o vztahy pficCiny a nasledku
« Vztahy vzajemné: Nelze rozliSit mezi souborem zavisle a nezavisle
proménné (napr. vztah hodnot teploty vzduchu na dvou sousednich

stanicich)
 V geografii — tzv. prostorova autokorelace
Druhy zavislosti: « Zavislost funkcni

» Zavislost statisticka

o Zavislost korelacni



Zavislost funkcéni
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Kazdé hodnoté znaku nezavisle promenné nahodné veliCiny x odpovida
vzdy pouze jedina urcita hodnota zavisle promenné veliCiny y



Zavislost statisticka
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« Kazdé hodnote znaku nezavisle promenné nahodné veliCiny x
odpovida vice hodnot zavisle promenné veliCiny y,

* Hodnoty y maji sveé rozdeéleni

* Pfi zmene znaku nezavisle promenné x meni podminéna rozdéleni
relativnich Cetnosti zavisle proménne y



Zavislost korelacni
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Se zménou hodnoty znaku nezavisle proménné x se méni podminéna
rozdeleni relativnich Cetnosti hodnoty znaku zavisle promenné y tak, ze
zména x podmifiuje zmeénu pruméru )7 souboru hodnot y,
odpovidajicich danym hodnotam x.



Urceni tésnosti korelacni zavislosti

« Ukolem korela&niho poétu je vyjadfit tendenci zmé&n hodnoty znaku
zavisle promenné pri zméneé hodnoty znaku nezavisle promenné
matematickou funkci

» Tato funkce predstavuje tzv. regresni €aru a vyjadruje, jaka
hodnota znaku zavisle promenné odpovida s nejvetsi
pravdépodobnosti ur€ité hodnoté znaku nezavisle promenne.

D gl ~ r

korelacni zavislosti.

 UrCeni tésnosti korelacni zavislosti je prvnim krokem analyzy.



Charakteristiky korelacni zavislosti

Mame dva vybérove soubory nahodnych veliCin X, Y. Proménlivost
hodnot znaku obou vybérl muzeme vyjadrit odchylkami d,; a d,; prvku
od jejich prumeéru:

d.=x—X dyi:yi_y

Xl l

Vzajemnou proménlivost obou vybérovych souboru
charakterizuje soucin odchylek :

(xX; =x)- (¥, =)

Suma soucinu odchylek vydélana rozsahem vybéru n ur€uje tzv.
kovarianci vybérovych souboru s,, — tedy prvni spolecCnou
charakteristiku proménlivosti obou souboru:

IDICEEIRCES)

n—1

Sxy



Charakteristiky korelacni zavislosti

« Kovariance je obdobou rozptylu

* Omezenost - je mirou absolutni — nelze ji pouzit k porovnani tésnosti
vztahu dvou ¢i vice dvojic vybérovych soubord.

Relativni mira — kovariance délena souCinem smerodatnych odchylek
S,a S, obou vyberu - korelacni koeficient r,

1

xy oo n—1

D (x5 =x) (v, = »)




Charakteristiky korelacni zavislosti

Upravou vyse uvedeného vztahu Ize korelaéni koeficient r,, Vypocitat
také podle nasledujiciho vzorce:

. ny xy=) xp
LY (Eaf 1Yy - (0

(vzorec je uveden pouze pro nazornost
vypocCtu v nasledujicim priklade)



Priklad
Jaka je zavislost mezi pH pudy na vysypkach a
poctem rostlinnych druhu?

pPH poéet druht

b=
m

X y x2 y? Xy 40 - - -
2.8 17 7.8 289 47.6 3 1
2.9 7 8.4 49 20.3 =]
3.8 10 14.4 100 38.0 EEE i .
4.5 22 20.3 484 99.0 S . "
7.1 40 50.4 1600 284.0 E .
6.5 25 42.3 625 162.5 s .
3.0 5 9.0 25 15.0 . . ,
4.7 5 22.1 25 23.5 20 40 pH B 50
5.2 22 27.0 484 114.4 nzxy _ ZXZ y
4.0 7 16.0 49 280 | 1y = 5 5
4.8 6 23.0 36 28.8 J[nzxz —(Zx) ]’[”Z)’Z _(Z)’) ]
6.3 43 39.7 1849 270.9
7.2 19 51.8 361 136.8 13*1268,8—62,8*228
2 x=628 >,y =228 >y =12688 T = [13%332,3—-3943,84]-[13*5976 —51984]

sz =332,3 >y’ =59676
(> xf =394384 (5] =51984 r,, = 0,700



Priklad - pokracéovani

Interpretace: ze statistickych tabulek zjistime:

Hodnote r,, =0,700 prislusiprov=n-2=11

na hladiné vyznamnosti a = 0,05 kriticka hodnota r,;, = 0,553

Zaver: prokazali jsme statisticky vyznamny vztah mezi pH a
mnozstvim rostlinnych druht rostoucich na vysypkach.




Priklad
Reseni v programu Statistica:

Statistika — Zdkladni statistiky/tabulky — Korelacni matice

Bodowy grat: pH ws. podet drohld (Celé piip. wynech. u Ch)

1 2 podet drubd = -10.41 +5.7863 * pH
oH IEiln:n::hE“’[ ; Korelace © r= 59989
ruhii : . . —

1 2.8 7wl L
2 25 ! ’
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4 4.5 22
5 7.1 40 =2
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7 3 k]
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7 g

pH | o 95% hladina spolehlivosti

Korelace (Tabulkal)

Qznac. karelace [sou wyznamne na hlad. p < 05000 Graf korelacniho pole

N=13 (Celé piipady vynechany u ChD) dopInény regresni
|Prarménng pH |poiet druhi primkou a intervaly
{pH 1.000 070  —korelacéni matice spolehlivosti (viz. dale)

|pocet drubd | 0.70 1.00



Priklad
Korelacni matice — r,, mezi dvojicemi vice promeénnych
Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice

. Ekurelace a parcialni kurel&f ?j _i i
@1seznam prumén.i @ 2 zeznamy [obd, matice]i Souhrn i
1 2 3 4 J b 7 Preni seznam:  sumaFaHz-554 14 15
mé si c© | sezona NProm sumaPAHs sumaPCBlsumaHCH [sumalDDT S ; — Starno i Ep S
1led-1997 z | 180.228  0.2238 0.05875 0.0204 0% S=Eem SSCEe 15161 1.787097
2|Uno-1997 z Il 20 0065  0.0563 0.016 Zaklad ; Detally | Moznasti | Bl Moznost "1 014709 3 045470
3|Bie-1997 i Il 251675 0.1405 006 0.06325 0323 4.4322568
4|Dub-1997 i [ 16.445 02615  0.0806 0.041 fvppocet: Korelacni matice: 0.5 5.89
5| levE-1997 i i 10.872 0.176 0.06025 0.08 e : : - i 8.222631
6[Cen1997 1 W 49475 _023175] 0.03525  0.0465 Maticg bod. grsfd zvolenjoh promérnnjch | 7923333
7|Cec-1097 I | 4 G646 0294 00404 00626 6.641935
8| Srp-1997 I Al 5095 021325 003625 0.07975 8.509677
9| T4 1997 p 4 8.5425 0.1465 0.05725 0.03425 8.266667
10/ Rij-1997 p * 323 0.0902 0.05825 0.044 5.045151
11| Lis-1997 p ] 8605 013075 0.0426 0.041 2. 116667
oy —— e — 2 0954516
s 7 ChD wpnechana— yo1gq 2 593548
~dP1T Karelace (matice_mes_arig) | Celépfipady | Be7i4 4 230266
=42 Zakladni statistiky - - : | € Péaové
£ Dislog korelaci Cznak, kDrE|%EEJSDLI WiZnamne na hlad. p < 05000 | | 870597 4948357
[ Kevalaca M=42 (Cela prlpady vyne_u:hanj,f u ChDj . : : . : : : . 05933333
FProménnd  [sumaPAHs | sumaPCE [sumaHCH [sumalDDT | T p | SRA T max [T min | Ep | F p |SCE p| S5 08235454
sumaPAHs | 1.000 0.01 0.1 034 0B5 033 0B 065 058 005 065 -055 07523333
sumaFPCE 0.01 1.00 0.27 0400 027 022 027 025 024 003 -007 037 0} 6.090323
sumaHCH 0.21 -0.27 1.00 0200 038 037 037 037 0400 O 017 -0.30 0! 5.125808
sumalbDT 034 0.40 -0.20 1.000 049 0.05 051 048 042 0260 -0.42 0.A0 1] 3.61
Tp -0EA 0.27 -0.38 0490 1.000 0358 100 0890 097 066 -0.A858 0.83 1] 2.5
SRA 033 022 -0.37 006 035 1.00 034 0400 046 004) -0.09 017 OEEEG7 | 1.873333
T max -0ES 0.27 -0.37 051 1.000 034 1.00 083 095 065 -088 0.50 570968 2.077419
T min -0ES 0.25 -0.37 048 099 040 099 100 093 -0B5 -0859 0.83 G77419 1.551613
Enp 058 0.24 -0.40 042 097 045 095 093 100 -067 -0.48 077 530286 1.728571
Fp 0.05 -0.03 0.21 026 0Bs 004 OB -0B5 067 1.00 028 -055 451613 3.709677

SCE p 0.ES -0.07 0.17 0420 056 009 058 059 048 0258 1.00 -0.44
S5y -0.655 057 -0.30 0s0 085 047 090 083 077 -055 044 1.00

0 5773333




Priklad
Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — Matice bodovych grafii

Korelace (matice_mes_orig 15s* 108f)
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Koeficient determinace

» Koeficient korelace se Casto ve vypoctech doplnuje hodnotou
koeficientu determinace (r%,).

» Jeho hodnota kolisa v intervalu 0 az 1

* VVynasoben 100 udava v procentech tu cast rozptylu zavisle
proménne y, ktera je vysvétlena (podminéna) zménami hodnot
nezavisle promenne x.

V nasem pripadé:

ry, =0,700 = 7 =0,49 =49%

Interpretace: Zména poctu druhu rostlin na vysypkach je z 49 %
podminéna zménami pH pudy na kterych tyto rostliny rostou.




Podminky pouzitelnosti r,,

Vypocet r,, se opira o rozptyl a smerodatnou odchylku
Jeho pouziti tedy predpoklada splneni tfi nasledujicich podminek:
« normalni rozdéleni pouzitych vybéru

* dvojrozmérnost normalniho rozdéleni (kazdé hodnoté znaku

veliCiny x odpovida soubor hodnot znaku y, ktery ma normalni
rozdéleni a naopak

« linearita vztahu hodnot x a y (regresni Cara je pfimka)

Hodnota r,, nas informuje o druhu a teésnosti zavislosti

Dokonala korelacni zavislost pfima r,, = 1
Dokonala korelacni zavislost nepfima r,, = -1



Graf korelacniho pole pro ruznar,,
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Graf korelacniho pole pro ruznar,, ???
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Hodnoceni vyznamnosti koeficientu korelace

(&) Small sample size {n=4) {b) Large sample size (n=33)
Correlation coefficient Correlation coefficient
=0.954 P=0.0613 =0.516 P=0.0018
®
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Hodnoceni vyznamnosti koeficientu korelace

* Vyznamnost r,, zavisi na povaze feseneho problému

» Jeho hodnota je mirou relativhi a posouzeni tésnosti ® o veoqq
]
je do znaéné miry subjektivni. }gl::!:: o 3¢
l-z!-a =="<i‘* »
v o 0t

Vyznamnost r,, Ize tez zjistit objektivne — testovanim:

Ze dvou zakladnich jednorozmérnych souboru Ize provést sérii dvojic
vybéru, které maji koeficienty korelace r,,.

Soubor téchto vybérovych koeficientlu korelace ma pfi velkych
vybérech a pfi hodnoté korelacniho koeficientu zakladniho souboru (p)
blizké nule tzv. normalni rozdeleni.

Jeho priumeér je ’7xy= p a smerodatna odchylka s, se vypocte podle
vztahu: - 1 ,02

n—1

S

r



Hodnoceni vyznamnosti koeficientu korelace

Pri testovani r,, vychazime z nulove hypoteézy, ktera je p = 0 (tedy
mezi dvema zakladnimi soubory nepredpokladame zadny korelacni
vztah).

Testovaci kritérium se vypocte podle vztahu:

Prislusi mu t-rozdeleni s v = n - 2 stupni volnosti.

S urcitou pravdépodobnosti - tedy na urcité hladiné vyznamnosti
predpokladame, ze hodnota ¢ neprekroci kritickou hodnotu £, (pfi

spravnosti nulové hypotézy).
V opacnem pripadé zamitame nulovou hypotézu — mezi vybery
nahodnych veliCin vztah existuje.



Koeficient poradové korelace (Spearmanuv) (r,)

Pouziva se k uréeni zavislosti kvalitativnich znakul.

Kazde hodnote x;a y; priradime poradove Cislo px; a py; podle
velikosti hodnot x; a y;.

Urcime rozdily D; dvojic poradovych Cisel odpovidajicich si hodnot.




Priklad: Kvantifikujte vztah mezi dobou, po kterou
jsou pole ponechana ladem a poctem rostlinnych
druhd (na m?).

Zjisténa data Porfadova Cisla Diference
Poéetrokli |Poéet druhl | Poéetroku | Po&et druhu D D2
1 2 1 1 1] ]
2 3 2 i 0 i
2 o 3 4 - 1
£ 4 4 3 - 1
g 7 o 6.5 -1.5 225
10 4] & S 1 1
=10 7 7 5.5 0.5 0,2%
Di=55
62 Diz 6 % 5,5 Z !
r.=1 | =0,902

T i =) Ix(49-1)

V tabulkach vyhledame pro n=7 a a=0,05 kritickou hodnotu:
r,=0,786

Zaver: Existuje statisticky vyznamny vztah mezi dobou, po kterou jsou pole
ponechana ladem a poctem rostlinnych druhu, které se na nich vyskytuiji.




Koeficient poradové korelace

Reseni v programu Statistica:

Statistika — Neparametricka Statistika Korelace (Spearman Kena’allovo Tau, Gama)

@ Praménne |

DIXIE Lt zadne
[
1 2 = B - @ ¥
e pbarit: : - & Moznozti -
Pocet Poéat Yivari I Chvercovd matice J
(=]
A Zakl visledky Dalsi wisledky | T | gy
1 2
2 3 M SpearmanovoR
3 5
4 4 | Gama
a Tl
10 = [ FKendallovo tau S
Orovef p na
| 99! 7 | Zviraznéni:
| = EEE  Matice bodowich grafil vEech prom. -
=] ﬁ =

JiEPs 3" - spearmanoyy korelace (Tabulkab) -

] PS3*
-5 Neparametricks st Spearmanaoyy korelace (Tabulkab) j

= ChD wynechany parové
= ‘E Dialag neparai Oznac. karelace jsou wyznamneé na hl. p < 05000

----- - Spearman L. = = -
Froménna Pocet roku | Pocet druhu
Pocet roki 1.000000 0900937

Poget druhll | 0000537 1000000 B .




Nelinearni zavislost

V pripadé, kdy regresni Cara neni primka, ale je

A oD el

miry korelaCni zavislosti pouziva tzv. korelacCni
pomer (n,,).

20 *

] 100 x 200 300

Prvky vybéru zavisle proméenne y; rozdelime podle hodnot nezavisle
promeénne x; do skupin oznacenych y; a pro kazdou skupinu vypocteme

ramér vy. . Korelacni pomér se vypocte podle vztahu:
Y,

. Z(yj_y)'nj_ Z(yjnj_ny)z

oS PO B S R

V uvedenem vzorci je n; Cetnost v y,. Pfi vypoctu zalezi na tom, kterou

promenou zvolime za zavislou a kterou za nezavislou.

Porovnani hodnot korelacniho koeficientu a korelacniho poméru lze

pouzit jako kritéria linearity vztahu.

Pokud se hodnoty priblizné rovnaji, jedna se o zavislost linearni, pokud

je r,, vyrazne vetsi, jde o zavislost nelinearni.



Koeficient mnohonasobné korelace (r,,,)

Vztah dvou proménnych je Casto ovlivnén dalSimi promennymi.

Pouziva se pro hodnoceni korela¢ni zavislosti tfi nebo vice vybéru
nahodnych veliCin.

Pfi jeho urCeni se vychazi z jednotlivych korelacnich koeficientl pro dva

vybeéry (r,,, I, I,;) @ jejich hodnoty se dosazuji do vzorce pro r,,:

2 2
T 2rxy T T
r xyz 1— 2
-

Priklad — viz. vicerozmeérna regrese



Dilci (parcialni) korelace:

Resi otazku vlivu jedné nebo vice nezavisle promé&nnych na zavisle
proménnou pfi vylou€eni vlivu zbyvajicich nezavisle proménnych, u
nichz predpokladame konstantni hodnotu.

Jedna se o zvlastni pfipad mnohonasobné korelace, kdy dalsi
proménné povazujeme za ,rusive” (napr. vék, pocCet obyvatel sidla, ...).

Hodnota koeficientu dilCi korelace r,,, , se vypocte podle vztahu:

Xy.Z

V. —rVv_-Fr

Xy xz yz

(=0 -(-r)

rxy-z =

TecCkou v indexu se oznacuje nezavisle promenna, jejiz hodnotu
povazujeme za konstantni.



ParC|a|n| korelace Zpusob zadani proménnych (korelace

Priklad (viz. Brazdil a kol., 1995, mezi y a z pfi vylouCeni vlivu x)
gstr. 129, cvic. 8.3 |

2 zeznamy [obd. matice) ! Snuhrn

1 : 5 | g 1 :d Ewni SEZNna e
ahafl . b zezna
mesic | ¥ y z acsos
___________ | L 155] =00 Ziklad Detaily | Moznosti | [B] Moznosti =
____________ Al 45 S50 1092 S
| 34 353 453 Vipocet: Eorelacni matice E iatice Etwercowou matici 5 1
"""""" SEZNAMEMm Prom. ]
............ |'|'| IR B o
"""""" % 218 1460 1718 Parcialni korelace budoil spocteny pro promenné 2 preniho EEEHLEE-EET ] & v
------------ zeznamu pii danych proménnych 2 druhého seznamu.
___________ N 221 1203 1635 idens
____________ Vi 201 1325 1670 20 bod gafy | seimény B
........... I“l|llll|| EEB 491 529 o o _. E;"-'\...:' o .\,
il 168 785 10185 ED biod. graf_l,l =2 [Meny ol |
........... E{{ ?g ;gg %g:ll - EEE Matice bod. grafil| BB Kateg bod. grafy ~ ChD wynechéna-
T ——— ﬁ S Fowch ga | 108 2 Hsograny | | | Celépiinaty
35 T T | £ Paove
_ £ 74 Farcialni karelace (monohonas_req)
. Dznac. korelace jsou wyznamne na hlad. p < 05000

m=12 (Celé pfipady wynechany u Ch)
i

1 IIIEI!EI,BEI
059 1,00

Wi



Poznamky k aplikaci korelacniho poctu:

Pouziti korelacniho pocCtu je nevhodné napr. v techto pripadech:

 Korelace je zpusobena formalnimi vztahy mezi veliCinami
(hodnoty x a y se doplnuji do 100%)

« Korelace je zpusobena nehomogenitou studovaného materialu
(obsahuje tzv. subpopulace — viz. obr. bodového grafu)

 Korelace je vysledkem pusobeni tfeti veli€iny (korelace mezi
pocCtem |ékaru a poctem nemocnych, ...)



Regresni analyza

Ukolem regresni analyzy je sestavit vztah (model) zavislosti mezi
zavisle a nezavisle proménnou.

Regresni analyza resSi :
« odhady neznamych parametru regresni funkce
* testovani hypotéz o techto parametrech

 ovéfovani predpokladu regresniho modelu



Urceni linearni regresni zavislosti

Nejjednodussim pripadem regresni zavislosti je pripad, kdy regresni
funkce je pfimkou. Rovnice regresni pfimky ma tvar:

y’'=a+ bx

Y

Symbol y’ se pouziva pro oznacCeni nejpravdéepodobnéjsi teoretické
hodnoty y odpovidajici danému x, ktera lezi na regresni primce a
ktera se odlisuje od konkretnich hodnot y,, které se nachazeji mimo ni.



MNC

Prabéh regresni pfimky je ur€en tzv. v
metodou nejmensich ¢tvercu, kdy
musi byt splnéna podminka takového
prubéhu primky, pfi kterém je soucet
Ctvercu vzdalenosti vSech bodu pole
od primky minimalni, tedy plati:

¥,

2.y, =) = min

Vypocet vertikalni vzdalenosti bodu korelaéniho pole od regresni pfimky
se provadi podle uvedeného obrazku. Z ného je zrejmé, ze pro vzdalenost
konkrétni hodnoty zavisle proménné y, od bodu regresni primky y,” musi

|atit: v
P yi_yi:yi_(a+bxi):yi_a_bxi

Soucet Ctvercu svislych vzdalenosti y, od regresni pfimky je potom:

Z(yi _yi')z — Z(y,- —a—bxl.)z = A



MNC

Pro MNC musi platit

A=Y (y,—a—-bx,)’ =min

Naslednymi upravami Ize obdrzet vztahy pro vypocet koeficientu
regresni primky a,b

xyl—nxy _ _
ZZ::x — a=y—bx

Koeficient b (angl. slope) se oznacuje jako koeficient regrese a je
smeérnici regresni primky (tangentou uhlu, ktery pfimka a svira s osou

x). Je-li b>0, mluvime o regresi pozitivni, je-li b<0 o regresi negativni.



Vypocet koeficientlu regresni primky

Vzorec pro vypocet koeficientu b I1ze zjednodusit pomoci vztahd pro
kovarianci s, a smerodatnou odchylku s,, tedy:

Hodnota koeficientu a (angl. intercept) predstavuje y-ovou
souradnici pruseciku regresni pfimky s osou y (tedy pfi x=0).

Dosazenim vyrazu pro koeficienta g = )_/ — bx do rovnice pfimky
y’ = a + bx dostaneme:

y =bx+y—bx
y =y =b(x—X)

Tohoto vztahu Ize vyuzit pro konstrukci regresni primky — pro dve zvolena x.,
X, vypocCteme y., a y, a soufadnice obou bodu vyneseme do korelacniho
diagramu. Regresni primka vznikne prolozenim obéma body.



Koeficientv linearni rearesni zavislosti

Koeficient b (tg uhlu) - smérnice
y’'=a+ bx
:;._
| ay
2 Slope=AYIAX
Y intercept
/ ’
Koeficient a ¥
Hranice (EXCEL)
Abs. Clen (Statistica) ® aveoea
Bassiseelste
-25: E:.‘i;n-:
o a® O b
Koeficienty (parametry) jsou bodovymi odhady !




Intervaly a pasy spolehlivosti linearni
regresni zavislosti

» Konstrukci regresni primky provadime na zaklade vybérovych
souboru.

* Proto se jeji rovnice muze u ruznych vybéru ze stejnych
zakladnich souboru lisit.

 Z tohoto duvodu je potfebné doplnit prabéh regresni prfimky také
tzv. intervaly spolehlivosti.

 VVypocltem intervall spolehlivosti ur€ujeme pro vybrana x interval,
v nemz se mohou s urcCitou pravdepodobnosti vyskytovat hodnoty y
s tim, ze jejich nejreprezentativnéjSi hodnota je y'.



Intervaly a pasy spolehlivosti

Nejprve je zapotrebi zvolit hladinu spolehlivosti — tedy pravdépodobnost,
s niz oCekavame vyskyt hodnot y v urCenych mezich 7-p (p=0,05 ¢i 0,01).
Polovicni Sirka intervalu spolehlivosti / je dana vyrazem:

/= h\/g 1 (x—)?)2
=0_," h=_[—+ —
n—2 n (n—1s;

Hodnota t, je kriticka hodnota rozdéleni pro n-2 stupnu volnosti a hladinu
vyznamnosti p. Meze intervall spolehlivosti uréime pomoci hodnot y’ z

rovnice y —y = b(x —X)

Y

horni mez: y' +1

dolni mez: y -1

Pasy spolehlivosti vzniknou spojenim
krajnich bodu intervalu spolehlivosti.




Testovani vyznamnosti regresni zavislosti

» K testovani vyznamnosti zjisténé regresni zavislosti Ize vyuzit t-testu,
kterym lze zjistit, zda se smérnice vyznamne liSi od nuly
* NejCastéji se k testovani pouziva analyzy rozptylu (ANOVA).

* Princip: Zjistime celkovou proménlivost hodnot y a nasledné
vypocteme, z jake Casti je tato celkova variabilita objasnéna promeénlivosti
v hodnotach x.

Vo -¥ $
j} _____ r ______ | _—
Ya ¥
®
y ¥y =¥
Y
@

X
SS, ;. - celkova variabilita: celkova suma Ctvercl: od kazdé hodnoty y

odecCteme prumér, vysledek povySime na druhou a se¢teme pro vSechnay.



Testovani vyznamnosti regresni zavislosti

Celkovou variabilitu SS, ., |ze rozdelit na dve Casti:
SS,ogrese - Variabilitu vysvetlenou regresni Carou
SS — zbytkova variabilita nevysvétlena regresnim modelem

rezidualni

}) ————————————————— W EEE EW : -— -
Variation

explained by

Yy regression Total variation

¥y -¥)

1A Unexplained
(residual)
@

variation \ 4

SS

reziduaIni



Testovani vyznamnosti regresni zavislosti

Tabulka ANOVA
. stupne Suma ctverci | Prumér sumy
Variabhilita volnosti (df) (SS) étvercii (MS) F hodnota p hodnota
R MS, s E hodnot
Reqgresni 1 o5 FEETES B odnota pro
: 1 Mrﬁid m: lan
Y.
Rezidualni n-2 S i residual
n—2
Celkova n-1 s iokal

Koeficient determinace regresni zavislosti:

SS

2 regres

=
SS

total




Priklad regresni analyzy v EXCELu

vzdalenost | hladina hluku

0 a0 Zjistete, jak souvisi hladina hluku se
gg gg vzdalenosti od komunikace.
a0 a1 99
100 g2
120 75 5 90 7
140 74 3 .
VW SLEDEK ﬁl |
L
Regreani statistika o 80 -
MNasobne R 0963074891 +
Hodnota spolehlivosti R 703510614 75 A
Mastavena hodnota spolehlivasti R 0 52075374
Chyba stf. hodnaty JB47 3389 Tl . . |
Fozarovani K D 5[:] .-]D[:] ..]5[:'
ANGVA vZdalenost
Rozdil 55 M5 F_ Vyznamnost F 99% int. odhad |
Regrese 1 2401428571 240,1429 77 11009C_0,000317686> hladiny hluku ve 95% int. odhad
Rezidua 5 1557142857 3,114286 vzdalenosti 0 metrl  poklesu hl. hluku
Celkem B 255 7142857 / na kazdy metr
e
Koeficienty  Chyba stf hodnoty  tstat Hodnota P Doini 95% YV Horni 95%  Doini 980%  Homi 95, 0%
Hranice 04 2857 14915 B3 2165  0,0000 504516 98,1197] /504516 OF 1197
vzddlenost  / -0,14B4 00167 -B7812  0,0003 0093 0409 -0,1893 -0,1036
/ \ Existuje signifikantni pokles hladiny hluku se vzdalenosti

Yy’ '=94,2857 - 0,1464x | od komunikace. Linearni regresni model vysvétluje 93,9
% variability hodnot hladiny hluku.

pokles hl. hluku na kazdy metr




Reseni v programu Statistica

1) Statistika — Vicerozmérnd regrese

(zvoleni zavisle a nezavisle proménné)

5 E Tysledky- vwicerozm. regrese /
1 ,
cdilennat hladina Zav_prom. -hladina hluku  vicends. B = 96307489 F = 77.11009
hiluku —)p B"Z= 93310615 sv = 1,5 /
1 0 o0 Pod. pFipadi: 7 uprav. B~ = 92832737 p = .00031s
"""""" 2 ] 40 a0 Swérodatnd chyvba odhadu :1.764733893
"""""""" Abhs. Slen: 94.Z8EBE714Z8e SBwm. chyba: 1.4%1472 i £y = g3.217 p = _0000
............ 3 B0 £l
___________ "jr a0 g1 vedalenast beta=-_37
............ 5 100 B2
........... B 120 5
7| 140 74 |
=257
(viznamnsd heta jsou Eviraznénd)

Alfa na zviraznéni efekti; ;.EIE %

Zakladni wizledky ; Detailni wisledky  Besidua/predpoklady/predpovéd

i : - Predpovedi
Fezidualni analiza 3 E‘ e
'?[:> Fredpovéd zavizlé praménné 1
Popisné statistiky
% ‘ipodet intery. spolehlivost Alfa:
Eﬁ) Generator kodu i 7 Wipodet intery. predpovédi 05




Reseni v programu Statistica
2) OK — Bodove grafy — Korelace 2 promennych

B rezidualni analyza: Tabulkal1 : - =X
Zav.prom. -hladina hlu vicends. B = _96307429 F = 77.11009
B~E: _B3910615 s = 1,5kt
Pod. pFipadi: 7 uprawv. B~z : 82632737 p = _00031E
amérodatnd chyba odhadu ;1 74733893
Ahs dlen: 94 286714286 Sm.chyba: 1491472 10 &1=63.M7 p=< 0000 ______j
| £ |
Zklad | Detally | Rezidua | Predpovefl Bodave rafy | Ppvetén. arafy | Odllehlé | Uilozit | op:
Predpovédi ve. rezidua Fozarované vs. rezidua”2 i storma
- i
Fredpowédi vs. rezidua”™2 Rezidua vs. odstr. rezidua hlading hluky ve. vedalenoct
Predpovédi va. pozorovans Korelace 2 proménngch hladina hluku = 94286 - 1464 * vzdalenost
s o Korelace @ r=-0691
Pozorowané vs. rezidua Parcislni rezidua Bz
a0 fr
a8
85
FELY
=
£
E 82 r
=
m
= 80
To+
76 -
74t
72 : : : : - R
u] 20 40 &0 20 100 120 140 i1=11]

wzdalenost | “0_95% hladina spolehlivosti



Dalsi typy regresnich funkci

Regresni vztah dvou promennych Casto nelze vhodné vyjadfit primkou —
jiné typy funkci.

Muze mit tvar napf. logaritmickych €i exponencialnich funkci a nebo je
vztah vyjadren rovnici polynomu m-tého stupné.

8 «
L]

y®3+10x
(yma+bx)

¥
300 =
it o]

y=3+10n

¥
Jok

S «

y=3+10x'"
(y=a+tn'™)

4 x @

2 4 8 X

|
2ivistost: Wedmi exponenciéini potyrom {druhého stupné}
¥ ¥
log y=3» 10x In y=3+10x
8 (log y=a+bn) 2.2} {In y=a+by)
4t 1.8}
2 i 1 i i -| .4 i L 1 i £
x 0 0e2 004x D 00z 004 x
IogaTiicka logarttimicks
{log. dekadicky) {log. pFrozény)




Dalsi typy regresnich funkci

Volbu vhodné funkce, ktera by nejlépe vystihovala povahu studované
zavislosti provadime na zakladé vypoctu smérodatné chyby
aritmetického priméru S5 (viz. — Odhady parametru a intervaly
spolehlivosti).

UrCeni hodnoty smérodatné chyby aritmetického priuméru spociva
v ureni sumy Ctvercl odchylek A konkrétnich hodnot y; zavisle
proménné od teoretickych hodnot y’. tedy:

Z(yi _yi')2 = Z(y,. —da —b)cl.)2 = A

¢ = A _ Z(yi_y;)z
’ n—p n—p

kde p je pocCet parametrt pouzitého modelu.

Povaze studované zavislosti vyhovuje nejlépe ta z uvazovanych funkci,
ktera ma hodnotu smerodatné chyby minimalni.

Konkrétni baliky statistickych programi obsahuji obvykle radu nastroju
pro zvoleni vhodné regresni zavislosti.



Regresni zavislost neni primka

P¥iklad (viz. Brazdil a kol.,
str. 139, cvié. 8.5)

1995,

Sitanice LI x Graf porovnani hodnot
lvancice o207 45
Sen. Mljn B 299 A
Jakuh 92 327 40 + i
Senorady 125 36,2 5 . nevhodny model
Fastavka 177 37 B - ] .
Kratochvilka 190 37 7 a0 4
Pfib 213 3|8 ,
Ei[:ﬁ;r?m 226 4072 25 4 vhodny model
Hlina 227 409 !
Ketkovice 252 4 20 ' '
\ys. Popovice 271 415 0 100 % 200 300
X Graf s rezidui
. 5 45
W SLEDER. 3 .« *
- — =0 — b 40 -
Regresni statistika 3 d & 100 180 20 280 % 0o

Masobné B 0956724 5 : 35 1

Hodnata spc 0916321 4— koeficient determlnace = 20 4

Mastavena b 0905912 5

- Y . =-0,0003C + 0,141% + 21,332

Chyba stf h 1921157 === smérodatna ] ' "o 0033
Pozoravani 11 chyba odhadu 20 % . .

AR A 0 100 X 200 200

Rozdil e s F Viyzhamnost F

Regrese 1 390703 3590703 97 28322 4 01237E-0O6

Fezidua 9 3321881 3 R90979

Celkem 10 3922891

Foeficlentyba sif hod,  tstal Hodnota F Dolnd 95%  Hornd 90% Jolni 95, 0% orni 95,05

Hranice 2443406 131782 185035 177E-08 21 453035879 27 M827 2145304 27 41527

¥ 00859572 0007054 S 5b3l2s 4 01E-Ob

0053846464 0055597 0053546 0O 055597




Hledani vhodného regresniho modelu

Lze postupovat dvéma zpusoby:

1. Volba vhodného modelu na zaklade praktické zkusenosti Ci
teoretickych predpokladu

2. Posouzenim bodového grafu a interpretaci nastroju regresni
analyzy

* Podle ad 2) je nejvhodné&jsi model takovy, ktery prochazi vSem
vySetfovanym bodum nejblize.

* ProtozZe vSak vychazime z vybérového souboru boddu, je tfeba brat
ohled na ad 1) !l

Zpusoby hodnoceni vhodnosti regresniho modelu
 analyza rezidualnich hodnot
* vypocet smérodatne chyby odhadu (s,)

» vypocet koeficientu determinace (r%,)).



Hledani vhodného regresniho modelu

Analyza rezidualnich hodnot

Rezidua jsou vzdalenosti skutecnych hodnot y; od modelem odhadnutych
hodnot y;

Zvoleny regresni model povazujeme za vhodny, pokud rezidualni
hodnoty splnuji vSechny nasledujici podminky:

* rezidua jsou nahodna a nezavisla

* maji normalni rozdeéleni s nulovym

pramérem a konstantnim rozptylem

* rozptyl rezidui je konstantni.




Hledani vhodného regresniho modelu

Smeérodatna chyba odhadu — je vyjadfenim smérodatné odchylky resp.
rozptylu rezidualnich hodnot a vhodnou mirou pro posouzeni vhodnosti
pouzité regresni zavislosti

Z(yi _y;)z
s, = i=1
n—2

Cim je hodnota rezidualniho rozptylu nizsi, tim je model vhodn&;jsi.

Koeficient determinace (r%,,) — viz. Korela¢ni pocet

Cim je hodnota koeficientu determinace vétsi, tim je model vhodnégjsi.



Hledani vhodného regresniho modelu
Grafy — Bodové grafy

B (=} $4 1 B= 2D bodove grafy : 2] |

7 2 3 :”j Z&kl nastaveni [etaiy ;"-.r"zhledi Kategnrizwanﬁi b oZnosh 1 i MDEnDstiE;
stanice % ¥ . _ Chatistik
Erd: | Y
1|lvangice 0 207 5 Pomenre: | it : e o
2|Zen. Mlyn E5 2949 b ! o g :
3 Jakub 97 07 v Forelace a p[lin. prolog]
4|Zenorady 1245 362 ¥ Regresni rovnice
5| Fastavka I 1,‘.-'?! 376 Typ arafu; = ProloZeni _
B|Kratochvilka o0 377 B % — E;}FSE
w + oonuto
i P”?ram 213 35 8 | Wicenazobnp ﬁLineérni S
8|Bucin 228 40,2 =T Dvaits = " Momdalni ¥ osficient
g|Hlina 227 403 == ol e il ¢ Rozsah |2
10|k etkovice 252 41 Cetriost |/ Logaritmické
11[Wys. Popovice 271 415 g |[E=] Bubling |/ Exponenciini R R
Bodewy graf (nelin 2v11a) | MNE v, vedslenosti ™ Wypnuto E
¥ = 21,3316+0,141%¢0,0003%2; 0,85 Intspol. | MNC véZ. neg. expan. & Spolehlivast Hiadina:
“ : : : : : : @Spline " Predikce 155
42 r ' 1 1" Lowess
407 Ozn. zvolens podsk..: i"-,-"_l,lpn,
38t
36
34 |
s
=
30t
Znosti v .ﬁ.ktualizacevi,&.utn Storno i
28 r
25
volba modelu
22t
20
18 . . . - . :
-60 u] 50 100 150 200 260 200

oy 1= 08567, p=0000004; = 244342 + 005997




Vicerozmeérna regrese v

abs. flen

|

|

|

|

|

|
- ..
PozZorovani

Popisuje zavislost vice
promennych z nichz vice je
pt“’_l’éin_ami (v_ysvétlujl'ci promenne) .o

a jen jedna je dusledek rovina %
(vysvetlovana proménna).

|

|

!

!

|

|

|

|

|

|

. -4 -4 LV 4 r I
Jsou—li dvé vysveétlujici |
proménné regresni model |
je rovina |
|

Odhad parametru se provadi '
MNC X1

Vystupy a interpretace jsou
,obdobné* jako u modelu
jednorozmerné regrese

y'=at+bx,+byx,+ ...

Napr:
Uhrn_srézek = 345,6 + 0,45*zem_délka + 1,23*nadm_vyska



Vicerozmerna regrese (data viz. Bréazdil a kol., 1995, str.
Statlstlka vzcerozmema regrese 129CVIC 8 3)

ﬁ\fﬁledkr yvicerozmerna regrese: monohonas. req

1 2 3 B Tvsledky- wicerozm. regrese
mesic | ¥1 | x2
y CAV._prom. ¥ vicenas. B = k. 134 F = 204, 5077
Al 25 155 2I:":I. Bz= 934437673 v = z,.9
#ll 45 930 1092 Poi. pfipadd: L7 uprawv. B°Z = 99320155 p = 000000

B | 34 383 4R3 Smiérodatnd chrba Ddh&d?.):49, TRITT20E

I 102 1443 1780 Abs. &len: 11,025917950 Sw. chyba: 30,2198 L 9) = 36496 p = L7256
Il 136 1069 1253
218 1460 1718
v 221 1208 1635 a=EP5 1* - Korelace {(monohonas_req)
| WI 201 1325 1670 -

Vil 228 491 829 =49

I P1e8 0 788 1018 EI
4 B4 186 271

¥l beta=,16k ®¥Z beta=_874

Korelace imaonohonas_reg)

Framenna x1 X2 y
1 1,0000001 0 FO7573 0783184

0./07573 1 ,EIIIIEII:IEIEIE 0990370
0,783184 0,990370 1000000

X 75 222 32
FEE [= || E

Z skladni visledky Bl

?_gl Yysledky regrese se zavislou proménnou @ v (monohonas_ reg)
Wipacet o R= 599721494 RZ2= 994453763 Upraveng RZ2= 59320155
Fi2 99=804 51 p=< 00000 Smérod. chyba odhadu © 49 752
Beta |=m.chyba B =m.chyba (=) LIrover p
E heta B
| 11025891 3021952 03584596 0723573

I:I,’IEEEIEEI. 00351581 1245873 026614 4 B31583 0001133
0573572 0035181 104975 004225 24 53066 0000000

Punkva — pod Sk. Mlynem (y)
model odtoku:

y = 11,0289 + 0,165x, + 0,874x,




