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PRIZNAKOVY POPIS

Priznakovy obraz x zpracovavanych dat je vyjadren

n-rozmernym (sloupcovym) vektorem hodnot x,
I=1,2,...,n pfiznakovych proménnych (veliCin)
charakterizujicich vlastnosti techto dat, tj. plati

X=(X1,Xo,. .., X,) "
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PRIZNAKOVY POPIS

Priznakoveé proménné mohou popisovat
kvantitativni | kvalitativni vlastnosti souboru dat.
Jejich hodnoty nazyvame priznaky.

Podle definicniho oboru rozliSujeme promenneé:
spojité
nespojite, diskretni, vyjmenovatelné
logické, binarni, alternativni, dichotomicke
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PRIZNAKOVY POPIS

Vrchol kazdeho priznakového vektoru (obrazu)
predstavuje bod n-rozmerného prostoru x",

ktery nazyvame obrazovym prostorem.

Obrazovy prostor je definovan kartézskym
soucinem definiCnich oboru vSech priznakovym
promennych, tzn. ze jej tvori vSechny mozneée
obrazy zpracovavaného souboru dat.
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PRIZNAKOVY POPIS

Pri vhodném vyberu
priznakovych veliCin je
podobnost signalu
jedné klasifikacni t‘ﬁdy %2 ETALOLY KASIFIARKEH ThID
vyjadrena blizkosti 1|
jejich obrazu v
obrazovem prostoru.

Vymezeni klasifikacni

tridy:
etalony -

charakteristické oo
reprezentativni obrazy

hranice
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PRIZNAKOVY KLASIFIKATOR

Pnznakovy kIa5|f|kator je stroj s tolika vstupy, kolik
je pfiznaku a s jednim diskrétnim vystupem,
ktery udava tridu, do které klasifikator zaradil
rozpoznavany obraz.

W, = d(x)

d(x) je skalarni funkce vektorového argumentu x,
kterou nazyvame rozhodovaci pravidlo
klasifikatoru;

w, je identifikator klasifikacni tridy




PRIZNAKOVY KLASIFIKATOR

deterministicky a nedeterministicky
S pevnym a promennym poctem priznaku
bez uceni a s ucenim




PRIZNAKOVY KLASIFIKATOR

deterministicky a nedeterministicky
S pevnym a promennym poctem priznaku
bez uceni a s ucenim

Nadale se nejaky cas venujme
deterministickym klasifikatorum s pevnym
poctem pfiznaku.
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PRIZNAKOVY KLASIFIKATOR

v Obrazovy prostor je rozhodovacim pravidlem rozdelen na R
disjunktnich prostorti R, r=1,...,R, pfitemz kazda

podmnozina K. obsahuje ty obrazy x, pro které je w. = d(x).

v Navrh rozhodovaciho pravidla je zakladnim problémem
navrhu klasifikatoru.

X ' -y
F ETALOWY KLASIFIKASKICH TRID
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KLASIFIKACE PODLE DISKRIMINACNICH
FUNKCI

DISKRIMINACNI ANALYZA

tyka se obecné vztahu mezi kategorialni proménnou a
mnozinou vzajemne vazanych priznakovych
proménnych.

Konkrétne, predpokladejme ze existuje konecny
polet, Feknéme R, ruznych a priori zndmych
populaci, kategorii, trid nebo skupin, které
oznacujeme w,, r=1,...,R a ukolem diskriminacni
analyzy je nalézt vztah, na zakladé kterého pro
dany vektor priznaku popisujicich konkrétni objekt
tomuto vektoru priradime hodnotu w.,.

W




KLASIFIKACE PODLE DISKRIMINACNICH
FUNKCI

hranice klasifikacnich trid definujeme pomoci R skalarnich
funkci g4(X), 9,(x),..., gr(X) takovych , ze pro obraz x z

podmnoziny R, pro vSechna r plati

g,(x) > g4(x), pros =1,2,...,Rar#s

funkce g,(x) mohou vyjadrovat napr. miru vyskytu obrazu x
patriciho do r-té klasifikacni tridy v daném misté obrazového
prostoru — nazyvame je diskriminacni funkce

g
(X)
X g2




KLASIFIKACE PODLE D[SKRIMINAéNiCH
FUNKCI

hranice mezi dvema sousednimi podmnozinami
R.a R, je uréena primétem praseciku funkci

g,(x) a g.(x), definovaného rovnici g,(x) = g4(X),
do obrazoveho prostoru.

gx) |
| (X)
gﬂ(f}/
7
0 Rt] - Xg -, RQ_ — X




BLOKOVE SCHEMA KLASIFIKATORU POMOCI
DISKRIMINACNICH FUNKCI
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BLOKOVE SCHEMA KLASIFIKATORU POMOCI
DISKRIMINACNICH FUNKCI

u dichotomickeho klasifikatoru (dve tridy) je
w = sign (g4(x) — g,(x))




KLASIFIKACE PODLE D[SKRIMINAéNiCH
FUNKCI

nejjednodussim tvarem diskriminacni funkce je funkce
linearni, ktera ma tvar

gr(x) = arO + ar1X1 + ar2X2 Tt arnxn
kde a,, je prah diskriminacni funkce posouvajici pocatek
souradneho systému a a, jsou vahove koeficienty i-tého
priznaku x;
linearne separabilni tridy

r ETALOAY KLASIFIKAGKICH TRID
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KLASIFIKACE PODLE D[SKRIMINAéNiCH
FUNKCI

LINEARNE NESEPARABILNI g
TRIDY
zachovame puvodni obrazovy

prostor a zvolime nelinearni

diskriminacni funkci ) 0 )

definovanou obecné @

slozenou po castech z linearnich

Usekd
zobrazime puvodni n-rozmérny obrazovy prostor X" nelinearni
transformaci @: X" — X™ do nového m-rozmeérného prostoru X™,
obecne je m#n, tak, aby v novém prostoru byly klasifikaCni tridy

linearne separabilni a v novem prostoru pouzijeme linearni
klasifikator (® prevodnik)




KLASIFIKACE PODLE MINIMALNI
VZDALENOSTI

reprezentativni obrazy klasifikacnich trid - etalony

je-li v obrazovem prostoru zadano R poloh

etalonu vektory X,g, X,g,..., Xgg, Zzafadi klasifikator
podle minimalni vzdalenosti klasifikovany obraz x

do te tridy, jejiz etalon ma od bodu x minimalni
vzdalenost. Rozhodovaci pravidlo je urceno
vztahem

) = e ~x] =minfe,e ~x




KLASIFIKACE PODLE MINIMALNI
VZDALENOSTI

uvazme pripad dvou tfid reprezentovanych etalony x,¢ = (X44g,
X15e) @ Xop = (Xp1g, Xp0p) V€ dvoupriznakovém euklidovskem
prostoru;

vzdalenost mezi obrazem x = (x4,X,) a libovolnym z obou
etalonu je pak definovana

V(Xsg,X) = HxsE _XH = \/(Xs1E _X1)2 +(Xs2E _Xz)2

hledame mensi z obou vzdalenosti, tj. ming_; ,v(X.e,X), ale take
MiNg_; ,V*(Xsg, X);

. 2 2 _
rglan(XsE,X) m|Snv “(Xoe %) = rELn((XsE‘XO *(Xse ~X4) )‘

2 2
nélsn(x1 +X5 = 2[X Xy + XgpeXp — (X5 + stE)/Z])




KLASIFIKACE PODLE MINIMALNI

VZDALENOSTI

g0

. X rrOsedic. ku%eLovick PLOCH
. meONET PROSELKO \

KuIELOVYCH mLOCH

DO ROVINY XqXg




KLASIFIKACE PODLE MINIMALNI
VZDALENOSTI

diskriminacni kuzelove plochy se protinaji v parabole a
jeji prumét do obrazove roviny je primka definovana
vztahem

X4(X11E = X21£ ) F Xo(Xq2E = Xoog ) = (X240 + X241g - X2p4E - X%90e )2

=0
Tato hraniCni primka mezi klasifikacnimi tridami je vzdy
kolma na spojnici obou etalonu a tuto spojnici puli

U

klasifikator pracujici na zakladé kritéria minimalni
vzdalenosti je ekvivalentni linearnimu klasifikatoru s
diskriminacnimi funkcemi.




KLASIFIKACE PODLE MINIMALNI
VZDALENOSTI

)
T o X2c€
HRAMNICE PODLE
MINIMALNT
VZDALENOST|
Mex| ETALONY

Xig A X2
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HRANICE PODLE MINIMALMI # L
]

VZDALENOSTI MERI ETALON
e A Kcﬂg

-—r-x1

Klasifikace podle minimalni vzdalenosti s tridami
reprezentovanymi vice etalony je ekvivalentni klasifikaci
podle diskriminacni funkce s po Castech linearni hranicni
plochou




URCENI DISKRIMINACNICH FUNKCI ZE
STATISTICKYCH VLASTNOSTI MNOZINY
OBRAZU




ZAKLADNI POJMY A PREDPOKLADY

pri reSeni praktickych uloh je treba predpokladat, ze obrazy
signalu jsou ovlivnény viceméné nahodnymi fluktuacemi
zdroje signalu, v prenosove ceste, pri predzpracovani i
analyze, které se nepodari zcela eliminovat.

ztratova funkce A(w/|w,) udava ztratu pri chybne klasifikaci
obrazu ze tridy w, do tridy w,

matice ztratovych funkci
)\(001‘001) )\(001‘002) }\(031‘00R)
)\(002‘001) 7\(002‘002) )\(wz‘(DR)

_)\((UR‘QH) )\(wR‘wZ) )\((UR‘(UR)_

stfedni ztrata J(a) udava prumeérnou ztratu pfi chybné
klasifikaci obrazu x




KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY

pokud se soustredime na obrazy pouze ze tridy
W, Je stredni ztrata dana prumérnou hodnotou z
A(d(x,a)|w,) vzhledem ke vSem obrazum ze tridy
W, 1.
J_(a) = j A(d(x, @), ).p(xX|ws )dx

kde p(x|w) je)C podminéna hustota
pravdepodobnosti vyskytu obrazu x ve tride w,




KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY

Celkova stredni ztrata J(a) je prumérna hodnota ze
ztrat J.(a)

R R
Ja) =" Jy(a)P(w,) = j > Md(x,a)w, )p(x|e, ) P(w, )dx
s=1

x S=1
nebo podle Bayeésova vzorce ( P(w|x).p(x) = p(x|w,).P(w,) )
Ja)= [ D AMd(x.a)es ) p(x) P(a[x)dx
x S=1

kde p(x) je hustota pravdepodobnosti vyskytu obrazu
X vV celém obrazovem prostoru a P(w;|x) je podminena
pravdepodobnost, ze dany obraz patri do tridy w, (tzv.
aposteriorni pravdepodobnost tridy w..




KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY

Navrh optimalniho klasifikatoru, ktery by minimalizoval
stfedni ztratu, spocCiva v nalezeni takové mnoziny
parametru rozhodovaciho pravidla a*, ze plati

J(@*) =minJ(a)

d
Dosadime-li za J(a) z predchoziho vztahu, je

J(a*) = m|n IZ)\(d(x a)‘w (x| ).P(wg )dx

x37

Je-li ztratova funkce A(w,|w,) konstantni pro vSechny
obrazy z w,, je dale

J(a¥) = jmjn Z A (0,
X s=1




KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY

Oznacime-li ztrétg pri klasifikaci obrazu x do tridy w,
Ly (@) = > My |ws )-p(x|ws ).P(0s)
tak po dosazeni doss:t1aneme
J(a¥) = _[mrin L, (w,)dx
X

Uloha nalezeni minima celkové stfedni ztraty se tak
prevedla na minimalizaci funkce L,(w,). Optimalni
rozhodovaci pravidlo d(x,a*) podle kritéria minimalni
celkové stredni ztraty je

L (dye (x,a%) = min L, (w,)




KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY

Chceme-li vyuzit principu diskriminacnich funkci

min L, (03, ) = max (- L, (w,))
Diskriminacni funkci optimalniho klasifikatoru podle
Kriteria minimalni chyby pak definujeme

R
gr(x) = ~Ly(wr) = =) Mw|us)-p(X|ws).P(ws)
s=1




KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY
DICHOTOMICKY KLASIFIKATOR

Celkova stredni ztrata v pfipade dvou trid je

J@) = jZ)\(M‘OO p(x|w; ).P(w; Jdx + IZ)\ ooz‘oo p(X|ws ).P(0d )dx =

R] s=1 Rz s=1

= Mox|w )P j pOx|a).dx + Aoz JP(2, ) [ p(x|ey ). dx +

(005|034 )P jp X|wy ).dx + A, |03, )P(00, ) j p(x]o, ).dx =

= Aoy )P(wy).(1- 0‘*')\001‘002 P(0y).B+ A0, oy )P(wy).0 + A0, 00 ) P(wy )(1-B)

_3
a

X
AW
/
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KRITERIUM MINIMALNI STREDNI ZTRATY
DICHOTOMICKY KLASIFIKATOR

Diskriminacni funkce pro dichotomicky klasifikator bude

g(x) = g4(x) =g (x) = —L (wy) +L4(w,) =
= =A( 001|001)p X|(U1 () = A( (U1|002)p X|(U2 (0y) +

+ M0 |0y ) p(x|ey )P (@) + A(05]00; ) p(X[00; ) P(00;) =
(7\(002|°01) 7\(001|°01 )p(x|ou1 031)"‘( (U2|°U2) )\(oo1|w2))p(x|w2)P ()

Polozime-li tento vyraz nule dostaneme vztah pro hranicni plochu
dichotomického klasifikatoru, ze kterého muzeme urcit pomér hustot
pravdépodobnosti vyskytu obrazu x v kazdé z obou klasifikacnich
tfid - verohodnostni pomeér

p(xfea) _ t|e0z) = M(eo,|e0,)Pre)

p(x|w2 ) ()\(002 |(U1 ) = Ao, |(*31 ))P(w1 )

Obraz x zaradime do tridy w,, kdyz je vérohodnostni pomér vétsi nez
vyraz na prave strane, je-li mensi pak obraz x zaradime do tridy w,.

12 —




KRITERIUM MINIMALNI PRAVDEPODOBNOSTI
CHYBNEHO ROZHODNUTI

Diky obtiznému stanoveni hodnot ztratovych funkci A(w/|w,) Se
Kriterium minimalni chyby zjednodusuje pouzitim
jednotkovych ztratovych funkci definovanych

A(00;[o0) :{

O pror=s
1 pror#s

Matice jednotkovych ztratovych funkci ma pak tvar
0 1 --- 1
A=l

11 .0
R
Ja)y=>" j p(x|oss ) P(w, Jdx

s=1 y.
SZr Ks

coz Je hodnota pravdepodobnosti chybneho rozhodnuti.

a celkova ztrata je




KRITERIUM MINIMALNI PRAVDEPODOBNOSTI
CHYBNEHO ROZHODNUTI

Dosadime-li hodnoty jednotkovych ztratovych funkci do vztahu pro
ztratu pfi klasifikaci obrazu do chybné tridy

R R
Ly (00) = > p(xfoa ) P(ws) = > p(x|og ). P05 ) = p(X|r ) P(er)
= s=1

SZr
a s vyuzitim Bayesova vztahu

R
Lx((*)r) = p(x)z P(ws|x) - p(x|wr )-P(wr) =p(x) - p(x|wr )-P(wr)
s=1
p(x) nezavisi na klasifikaCni tride a tedy neovliviiuje vybér minima.
Diskriminacéni funkci tedy muzeme urcit jako

g(x) = p(x|wy ).P(wy)




KRITERIUM MINIMALNI PRAVDEPODOBNOSTI
CHYBNEHO ROZHODNUTI

V pripadée dichotomickeho klasifikatoru je diskriminacCni
funkce

g(x) = p(x‘w1 )P(wy) - p(x\ooz )-P(w;)

A verohodnostni pomer je potom

p(x|o) _ P(a,)
P(X‘(ﬂz) P(w,)

Ny =




KRITERIUM MAXIMALNI APOSTERIORNI
PRAVDEPODOBNOSTI

Modifikujeme-li vztah pro ztratu pri chybné klasifikaci obrazu podle
Bayesova vztahu ( P(w[x).p(x) = p(x|w,).P(w,) ) plati

R R
Ly (@) = ) My [oog ) p(x) P(ws]x) = p(x) > (e | ) P(ws[x)
s=1 s=1

Hustota pravdépodobnosti p(x) nezavisi na klasifikaCni tfidé a tedy
misto L,(w,) Ize pouil't

L'y () =

:i)\ wr‘w (ws[x)

s=1

a s jednotkovymi ztratovymi funkcemi je

R R
= ZP(OOS|x) :Z P(oos|x) —P(oor|x) =1- p(mr|x)
s=1 s=1

S#r




KRITERIUM MAXIMALNI APOSTERIORNI
PRAVDEPODOBNOSTI

Minimum ztraty L', (w,) je pravé tehdy, kdyz P(w,|x) je maximalini.

Tzn. Ze jako diskriminacni funkci muzeme zvolit pravé hodnotu
aposteriorni pravdepodobnosti tridy w,, {j.

g:(x) = P(w,|x)
Pro pripad dichotomického klasifikatoru je diskrimina¢ni funkce
g(x) = P(w4]x) - P(w,[x) = 0.
Z toho plyne, ze hranici mezi tridami urCuje vztah
P(w4[x) = P(w,|x)

nebo
P(wqlx) _

=1
P(wsp[x)

Podle tohoto kritéria zatridime obraz do té tridy, jejiz aposteriorni
pravdepodobnost je pri vyskytu obrazu x vetsi.




KRITERIUM MAXIMALNI
PRAVDEPODOBNOSTI (MINIMAX)

Nezname-li apriorni pravdépodobnosti vsech trid, predpokladame
rovnomeérne rozlozeni (pravdépodobnost vSech trid je taz (P(w,) =
P(w) =1/R). Potom celkova stredni ztrata

R
J(a) = %Z j A g ) p(x|es )dx

s=1x
dosahne minima, kdyz
R
J@*) = min | S A(ey s ) p(x]os )dx
x =1

Diskriminacni funkci lze jako v pfedchozich pripadech definovat jako

R
gr (%) = Ly (@) = =) A(w|ws )p(x|os )

s=1




KRITERIUM MAXIMALNI
PRAVDEPODOBNOSTI (MINIMAX)

V pripade dichotomie je vérohodnostni pomer

p(x|wy) (?‘(031‘0)2)—?\(032 Wy ))

\

p(Xw) (Mo 1) = Moog|oor))

Nqg =

Pokud jsou ceny spravného rozhodnuti nulové, tj. A(w4|w,) =
A(|wy) =0, je

A p(x|ody) (7\(001‘002 )
12 ' ‘

) p(X|ws ) ) ()\(032‘031 )

Obraz je zarazen do tridy w,, kdyz je vérohodnostni pomer nez
pomer cen ztrat chybnych zatrideni. Jsou-li obe ceny stejne, je
obraz zarazen do té tridy, pro kterou je hodnota p(x|w,) vétsi.




KRITERIUM MAXIMALNI
PRAVDEPODOBNOSTI (MINIMAX)

P&mlwe) _ Allwy)

p(xlay)




