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ENERGIE

okamzita prace vykonana na odporu R: i)

A(t) = u(t).i(t) | '

podle Ohmova zakona: ut)  u)| |R
U = R.I,

a tedy mUzeme po dosazeni psat
A(t) = R.i(t) . i(t) = R.i2(t) = u(t). u(t)/R.
KdyzjeR =1 Q je
A(t) = i2(t) = u2(t)

u,(t)

a celkova prace (energie) vykonana (spotrebovana) za Cas T

na jednotkovém odporu je

A = [#(t)dt = [u?(t)dt




ENERGIE

v z té uvahy energie spojitého signalu s(t)
E. = _fsz(t)dt
T

v energie diskrétniho signalu




VYKON

vykon je prace (energie) vykonana

(spotrebovana) za casovou jednotku, tj.

P=E/T
:%jsz(t)dt P, =lim— js (t)d

T—)OO
T

N

1 N
P,=—>'s’(nT) P :—z:szn

N
P, = Lim%ZsZ(n)

W
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KORELACNI FUNKCE

v vzajemna Ci krizova korelacni funkce
(cross-correlation function) dvou
periodickych signalu (funkci) o téZe periodé
T je definovana

Ria(1) = [ 5,(Ds,(t + )t

v popisuje podobnost prub&hu obou signalu
v zavislosti na jejich posunuti

v je periodicka s periodou T
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KORELACNI FUNKCE

v Vypoctete vzajemnou o®
v 7 . . 7,0 e
korelaéni funkci signalu bl

>
D

s,(t)=2cos2nt a s,(t)=sin2nt. * 7 \/ J——
Oba signaly maji tutéz periodu

T=1, takze b:f L~
(1) == | s,(t)s,(t +T)dt
12 j i © ' D\OW/TE.;«
—_ 1 H _ Pﬁ(r)'_
= i!2(:03(2T[t).sm(2n(t +1))dt = X -
1
= [sin(4Tt + 21mr) + sin(27)|dt = O 134, Kot s
0 b) signdl s,(1),

c) signdl so(1 + 0,25),

. d) korelagni funkce R,,(7).
=0 +sin(2m)




KORELACNI FUNKCE

v vypocet korelacni funkce ma smysl i v pripade, ze
jsou oba signaly totozné - autokorelacni funkce

R(T) = ?.' s(t)s(t + T)dt

.
v Vypoctéete autokorelacni funkci signalu

s(t)=C.cos(wt+o)

R(1) = %}C cos(wt+¢).C. cos[oo(t +1)+ (I)].dt =

2 T

= S—T j [cos(Zoot +2¢ + wr) + cos(ooT)].dt =

= CZ2, COS WI
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KORELACNI FUNKCE

v vypoctena korelacni funkce je:
suda;
periodicka s periodou T;
R(0) je rovno kvadratu efektivni hodnoty
signalu;
OtOR: R(0) = R(1).
¥ tyto ctyri vlastnosti maji autokorelacni
v - . s . 70
funkce vsech periodickych signalu.




KORELACNIi FUNKCE NAHODNYCH PROCESU

v kOrelachi fUnkCe r(t,,t,) je mirou souvztaznosti
mezi hodnotami nahodného procesu v okamziku t,
a hodnotami nahodného procesu v okamziku t,.
MUze byt spocitana pomoci vztahu

R(tit,) = [ [%XP(X0, Xy, 1, )dX,dx,

—00—00

v kOValidncni fUNkCe (covariance function) K(t,,t,)

je mirou souvztaznosti mezi odchylkami nahodného
procesu v okamziku t; od m(t;) a odchylkami
ndhodného procesu v okamziku t, od m(t,). Muze
byt spocitana pomoci vztahu

K(t,,t,)= T T[x1 -m(t,)|[x, —m(t,)|p(x,, X, t,,t, )dx,dx,
o oy
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KORELACNIi FUNKCE NAHODNYCH PROCESU

¥ tyto pomeérne obecné vztahy se mohou
zjednodusit, pokud se zjednodusi vlastnosti
nahodnych procesu

U
StaCiONalita

ergodiCita




STACIONARITA NAHODNEHO PROCESU

zhruba:

stacionarni nahodny proces (stationary random

proces) je proces se stalym chovanim
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STACIONARITA NAHODNEHO PROCESU

presneéji:

v stacionarni nahodny proces je takovy proces,
jehoz libovolné statistické charakteristiky nejsou
zavislé na poloze pocCatku casove osy (nezavisi na

absolutnich hodnotach casu, jen na délkach
¢asovych intervall)

v v tom pfipadé, tj. s T = t, - t;, muZeme funkce
p(Xxy,%5,t,t), R(ty,t5) a K(ty,t,) nahradit funkcemi
p(XIIXZIT)I R(T) d K(T)




ERGODICITA NAHODNEHO PROCESU

Ergodicky nahodny proces (ergodic random
process) se vyznacuje tim, ze vsechny jeho
realizace maji stejné statistické vlastnosti (stejné
chovani) - to umoznuje odhadovat parametry
nahodného procesu z jediné libovolné realizace

v aritmeticky prumér

=LY x(t)
Ki1
nebo

1T
m = — | x(t)dt
T!()

Odhad bude tim vérohodnéjsi, ¢im bude uUsek T
delsi.




ERGODICITA NAHODNEHO PROCESU

disperze ,T
A — .
D = ![x(t) m] dt

autokorelacni funkce

R, (1)= %}x(t)x(t +1)dt = %_T[x(t)x(t - 1)dt

krizova korelacni funkce mezi dvéma vzajemne

ergodickymi procesy &(t) a n(t) s realizacemi x(t) a

y(t) ) .
Ry (D)= [x(Oy(t+ = - [xtov(t-oat




ERGODICITA NAHODNEHO PROCESU

krizova korelacni funkce mezi dvéma vzajemne

ergodickymi procesy &(t) a n(t) s realizacemi x(t) a

y(t) . o
Ry (0= = ! X(O)y(t+T)dt = — ! x(t)y(t — T)dt

pro diskrétni pripad

1 M-1 1 M—1

R, (nT) = v Z x(MT)y(mT +nT) = v Z x(mT)y(mT =nT)




SOUHLASNY FILTR

zopakujeme (treba pro diskrétni signal):
v konvoluce

s,(nT)*s,(nT) = Zn:s1(iT).sz(nT -1T)=35,(2).5,(2)

¥ vystup linearniho systému y(nT) pomoci konvoluce
vstupni posloupnosti x(nT) s impulsni
charakteristikou h(nT)

<

y(nT)=h(nT)* x(nT) = S h(mT)x(nT —mT) =

0

3
I

% X(MT).h(nT —mT) =

m=0




SOUHLASNY FILTR

y(nT)=> x(mT)h(nT -mT)

v korelacni funkce
1 M-1 1 M-1

R, (nT)= v Zx(mT)z(mT +nT) = v Zx(mT)z(mT —nT)

v kdyby se signal z(kT) = h(-kT), tj. byl roven Casoveé

inverznimu pribé&hu impulsni odezvy filtru, pak
konvolucni vypocet odezvy filtru predstavuje
korelaci vstupniho signalu s ¢asoveé inverznim
orub&hem impulsni odezvy
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SOUHLASNY FILTR

v souhlasny (pfizpusobeny) filtr (matched filter) je
predstavovan vzajemnou korelaci znameho signalu
(Sablony - template) se signalem ve kterém
chceme detekovat pritomnost sablony. To je
ekvivalentni konvoluci neznameého signalu s casoveée
inverznim prub&hem Sablony

v souhlasny filtr je optimalni linearni filtr, ktery
maximalizuje pomeér signal/sum (SNR - signal to

noise ratio).
¥ pouziti:

radarova technika
detekce vIn napr. v signalu EKG nebo EEG;
zpracovani obrazu (RTG, snimky o&niho pozadi, ...)




SOUHLASNY FILTR

0 NoGy square wave...

.. 1s mproved by hltenng
with a sngle band pass hlter...

... but the best agnd to noise
omes fram a matched hlter




SOUHLASNY FILTR




IX. VYKONOVE SPEKTRUM
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SPEKTRALNI ANALYZA

®
v opakovani
- periodicky signal

© Institut biostatistiky a analyz
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SPEKTRALNI ANALYZA

v opakovani
periodicky signal Fourierova rada
neperiodicky signal
1 s koneCnou energii

E = jxg(t)dt < o0




SPOJITY SIGNAL

Fourierova transformace

X_(f) = Txa(t).exp(—Zqut)dt

Parsevalova veta

E = Txﬁ(t)dt = ojo\xa(f)\zdf

X

spektralni hustota energie




S, () = J R, (T)-eXp(-2mifT).dr

R (T) =

SPEKTRALNI HUSTOTA ENERGIE

jx (t+1).dt

autokorelacni funkce signalu x,(t)

obé funkce tvori

Fourierovsky par
j S, (f).exp(2mift).df




DISKRETNI SIGNAL

F/2

X(f)=T Y x(nT).exp(=2mfnT)  x(nT)= [X(f).exp(2mjfnT).df

-F/2

Fourierova transformace s diskrétnim casem

X(f) = ixa(f - KkF) spektralni periodicita

0 F/2
TY X*(nT)= [|X(f’df  Rayleighova véta

Kemeo -F/2




DISKRETNI SIGNAL

Wiener-Khinchinova veéta:

00 F/2
R, .(mT)=T. Zx(nT).x(nT +mT) = ISXX(f).exp(ZTg'fmT).df
n=-co -F /2

Sy(f)= D Ry (mT).exp( - 2mifmT)
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DISKRETNI SIGNAL

v z toho plyne,
neperiodické
|ze spocitat ¢

ze spektralni hustotu energie
N0 S|gnalu s konecnou energii
véma zpusoby:

prima metoc

3:

Sux(f) = [X(F)[* = |T.2x(nT).exp(-2njfnT)|>

neprima metoda:
1) R, (mT) =T. 2x(nT). X(nNT+mT);
2) S, (f) = 2R, (mT).exp(-2njfmT)
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NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

SPOJITY SIGNAL:

neni konecna energie = neni definovana
F.T. = neni F. spektrum




NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

VYKONOVY EXKUR2Z:

stredni vykon periodického signa’IU'

1 T, Ty /2
P:—jxg(t)dt — jx (t)dt =—— jx (t)dt
To % T —Ty /2 T T,

neperiodicky signal je takovy periodicky S|gnal jehoz perioda
TO — 0

stredni vykon neperiodického signalu

P = lim —— jx (t)dt = lim —— E
0

T0—>oo 0 T, Ty - o0
je-li E< o, pak P -~ 0 (nezajimavé);
E> o, pak P=lim o/ o = K[0, o) !

= ., 00




NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

v spektralni hustota vykonu:
S (f)

0

G, (f) = lim

T0—>°°

| Wiener—Khinchinovy vztahy:

G, (f)=lim — IR(T) exp(—2mft).dt = ngX(T) exp(—2mft).dt

To—>00

kde 1 To
gd,.(1T)=1lim o X, (t).x, (t+T1).dt

Ty - o
0 0 TO
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NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

v odhad pouze z koneéného intervalu

gxxm——jx (t).x,(t+7).dt

v odhad spektralni hustoty vykonu ze signalu v
konecném intervalu
2

G, (f)=..=—. j X ().exp(-2rift).dt

—_ TO
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NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

v DISKRETNI SIGNAL

vzorkovanim signalu x,(t) vzorkovaci frekvenci
F > 2f ..;

Mmax/’

vysledna posloupnost x,+ ma N hodnot
(O<n<N

-1)




NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

odhad spektralni hustoty vykonu z konecne
posloupnosti (neprima metoda)

(F)=T Zr (mT).exp(-21fmT)

m=—N+1

odhady AK posloupnosti:

r.,(mT)= anT (nT+mT), m=0/1,...,N-1

~|m|-1
1 Zx(nT).x(nT +mT), m=01,...,N-1

n=0

E(XZ (mT) =
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NEPERIODICKY SIGNAL S NEKONECNOU
ENERGI

v periodogram (Schuster 1898) (prima
metoda)

~ N-1 2
B ()= = T X(nT).exp(-2fnT
n=0
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NEPARA,METRICKE METODY ODHADU
VYKONOVEHO SPEKTRA

v nekladou zadné pozadavky na znalosti
vlastnosti signalu;

| vsechny uvedené metody vychazeJ| Z
kone&né posloupnosti vzorku S|gnalu =
frekvencni rozlisovaci schopnost je pri
nejlepSim urcena spektralni sirkou
obdelnikového okna

(vsechny metody vSak snizuji frekvencni

rozliseni diky snaze o snizeni rozptylu
spektralniho odhadu)




BARTLETOVA METODA

v rozdéleni posloupnosti N vzorkd na K
neprekryvajicich se segmentu, kazdy o délce M

x(nT) = x(nT+iMT), i=0, 1, ..., K-1; n=0,1,...,M-1
v pro kazdy segment se spocita periodogram

2

~ . M-1
P (f) = ﬁ TY x,(nT).exp(-2mfnT|, i=01,...,K~1
n=0

v zprumérnénim periodogramu ze vSech K
(o) V4 Vé
segmentu dostaneme odhad vykonoveho spektra

B (f)=— ZP"




WELCHOVA METODA

dvé modifikace Bartletovy metody

v prekryvani segmentu
x.,(nT) = x(nT+iDT),
i=0, 1, ..., K-1 (polet vzorkl v segmentu);
n=0,1,...,M-1(pocet segmentu)
pro D=M se segmenty neprekryvaji (deleni odpovida B.m.)

x(o) X(M-4)
= - -A
O -4
— R 4
4
g% v
— - _l* ) ' @- 4) D “_4
— —




WELCHOVA METODA

v vahovani vzorku v kazdém segmentu oknem pred
V 4 \Y4 n 0
vypoctem periodogramu

~ 1
P (f) :M—TU

2

, 1=0,...,L-1

M-1
TY x(nT).w(nT).exp(-2mjfnT
n=0

v kde U je vykonovy normalizacni faktor okna dany
vztahem U = Zw?(nT)/M

v Welchuv odhad vykonového spektra

BY ()= L 3 BU(f)
L =5
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BLACKMANOVA-TUKEYHO METODA
VYHLAZENI PERIODOGRAMU

neprima metoda - pres vypocet odhadu autokorelacni
unkce

v vypocet odhadu autokorelacni funkce
v vahovani odhadu autokorelacni funkce oknem
w(mT)z0 pro - M+1<m<M-1; w(mT)=0 pro |m|=M

vahovani autokorelacni funkce oknem - vyhlazeni
periodogramu; snizi se rozptyl, omezi se frekvencni
rozlisovaci schopnost

| vyﬁocet Fourierovy transformace vahovaneho
dhadu autokorelacni funkce - vahovani snizuje
vliv odhadu autokorelacni funkce pocitaneého pro
malé hodnot posunu (N-m)T




BLACKMANOVA-TUKEYHO METODA
VYHLAZENI PERIODOGRAMU

Blackmanuv-Tukeyuv odhad

PET(f)=T Z (mT).w(mT).exp(—215fmT)

m=—(M-1)

PET(F) =T > r, (mT).w(mT).exp(-21§fmT)

ve frekvencni oblasti

F/2

PET(f) = j W(f -a)da, kdeP, (a) je periodogram

-F/2




R
e
e

BLACKMANOVA-TUKEYHO METODA
VYHLAZENI PERIODOGRAMU

pozadavky na okna:

suda funkce (symetricka kolem m=0) ... odhad
vykonoveho spektra bude realna funkce
W(f) = 0 pro |f| £ F/2 = odhad vykonové
spektralni funkce bude nezaporny pro |f| < F/2
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NEPARAMETRICKE METODY

v vyhody:

relativne jednoduche, srozumitelne, pomoci DFT

(FFT) snadno spoatatelne
v nevyhody:

potreba dlouhého zaznamu pro dostatecou
frekvencni rozliSovaci schopnost;

prosakovani spekter diky pouzitym oknum
(maskovani slabych signalu);

omezeni vypvaaJ|C| z predpokladu, ze r,, (mT)=0

pro [m|=N

vnucena periodicita signalu definici
periodogramu
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PARAMETRICKE METODY

[ 4

v extrapoluji hodnoty autokorelacni funkce
pro m=N zk tomu je potreba apriorni
Informace o analyzovanem signalu)

U

parametricky model vzniku signalu a z toho
uz cokoliv

tedy: netrapi nas okna, ani prosakovani
spekter = lepsi rozlisovaci schopnost i pri
kratkych zaznamech =




MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI

SOUSTAVOU
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI

SOUSTAVOU

M je-li poslouEnost x(nT), resp. y(nT) realizaci

kde |H(f)| je modul frekvencni c

stacionarni

spektralni vykonove hustoty Xx(f), resp. I, (f

Fyy(F) = TH(F) 2. T (F),

linearni soustavy.

Algoritmy parametrického odhadu vykonového

1)
2)

spektra posloupnost| y(nT), n(0, N-1) obsahuiji:

od

vy
od

had parametru modelu prenosové soustavy;
pocet spektralni hustoty vykonu I, (f) z

hadnutych parametru

0 nahodneho procesu, plati pro JG;ICh

narakteristiky pouzite
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

v podle charakteru modelu prenosove
soustavy delime algoritmy na:

ARMA(p,q) — autoregresive-moving average
radu (p,q);

AR(p), q=0, by=1, H(2)=1/X(z) ...

... autoregresivni

MA(Q), X(z) = 1 = H(z) = Y(2) ...

moving average
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

¥ nejcasteji pouzivany AR model — proc?

vhodny pro vyjadreni spektra s uzkymi vrcholy

(rezonance)

vypoclet parametru vede na jednoduchou
soustavu linearnich rovnic
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MODEL SIGNALU PRUCHODEM LINEARNI
SOUSTAVOU

v dekompozicni teorem (Wold 1938)

jakykoliv ARMA nebo MA proces muze byt
jednoznacné reprezentovan AR modelem max.
o radu;

jakykoliv ARMA nebo AR proces lze
reprezentovat MA modelem max. « radu;




