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SIGNALY

matematické modely - priklady

v jednorazovy deterministicky signal

s(t)
[LV]
10 T s(t) =10.10% V pro t[1(-0,5 us; 0,5 ps)
s(t)=0V pro t[J(0,5 ys; o)
, ; s(t)=0V pro t(-e; -0,5 s )
20T DO




SIGNALY

matematické modely - priklady

v periodicky deterministicky signal
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s(t)=3 prot{0s; 10°s)
s(t) = -3 protll{ 10°s; 2.10% s)

Deterministicky fyzikalni model datového signalu.

OnO0: s(t+n.2.10) = s(t)
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Graf matematického modelu signilu




ZAKLADNI OPERACE SE SIGNALY

vl Zmeéna casoveého :
mé&Fitka g M/\M
S(t) ~ S(kt)l >° -20 0 20
kde k je kladné realné T
cislo 0
? -20 0 20
k > 1 - Casova komprese; _:
k < 1 - ¢asova expanze *‘/\
. V = C)o -20 0 20
k = 1 - nic se nedeje — <

Zména Casového méfitka: a) pivodni signil,
b) stlageny signal, m = 2; c) roztaZeny signal, m = 0,5.




ZAKLADNI OPERACE SE SIGNALY

v posunuti v case o
?1 M/\MA
a)°

s(t) ~ s(t+1), o ° e

T je redlné, od nuly rizné ‘J\
Cislo; oL

T > 0 - zpozdéni Y, /\\w
e)° :

—_—

Posunuti v ¢ase: a) piivodni signal s(r), b) signal s(t -

¢) signal s(¢ + 10).

10).




ZAKLADNI OPERACE SE SIGNALY

v obraceni (inverze) .
casove osy |
)0

s(t) ~ s(-t) , I W/L

—

Reversace s translaci: a) signal s(1), b) signal obraceny, s(-1),

¢) signdl obriceny i posunuty, s(10 - ).




PERIODICKE SIGNALY

v pro prubéh periodického signalu plati vztah

s(t+nT) = s(t), pro t O, T)

kde n je celé Cislo a T nazyvame periodou (T je

nejmensi

kladné cislo, pro které vyse uvedeny

vztah plati)
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HARMONICKY SIGNAL

v harmonicky signal je definovan funkci
s(t) = C,.cos(wt + @,),

kde

C,>0 je amplituda harmonickeho signalu

w; >0 je uhlovy kmitocet h.s.

¢, je pocCatecni faze, tj. faze v Case t=0
w,t + ¢, je faze harmonickeého signalu
Perioda harmonického signalu je dana vztahem

T, = 2T/ w,

s




HARMONICKY SIGNAL

v dalsi definice

s(t) = Re{S(t)} = Re{C;.exp[j(w;t + ®;)I}

(vyplyva z Eulerovych vztahu)
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HARMONICKY SIGNAL

kupodivu lze pouzit i vztah

s(t) = Re{C,.exp[j(-wt - ®;)]} = Re{S*(t)}

pozor !l pozor
- zaporny kmitocCet - ale funguje to
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HARMONICKY SIGNAL

Protoze plati
s(t) = Re{S(t)} = Re{S*(t)} a Im{S(t)} = -Im{S*(t)}
je i
s(t) = ¥2.{S(t) + S*(t)}
s(t) = V2.{Ciexp(jp,).exp(jw,t)} +
+ 2.{Ciexp(-jP,).exp(-jw,t) }

Oznacime-li

¢, = V2.Ciexp(jp;) a c = Y2.Ciexp(-jP,)
je
s(t) = cy.exp(jw,t) + c;.exp[j(-w,)t]
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HARMONICKY SIGNAL
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HARMONICKY SIGNAL

| trlparametrlcky harmonlcky signal lze graficky
vyjadrit pomoci dvou bodu v rovinach

amplituda x uhlovy kmitocet a pocatecni faze x
uhlovy kmitocet:

C,=C(w) a ¢;=0¢pw),

1. . 1
]
. 20062 _ _ ] Zo00=____,
spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi




FREKVENCNI SPEKTRUM

Frekvencni spektrum signalu je
vyjadreni rozlozeni amplitud a
pocatecnich fazi jednotlivych
harmonickych slozek, ze kterych se signal
sklada, v zavislosti na frekvenci.
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY

v Fourierova analyza - snaha vyjadrit (rozlozit,
rozvinout) signal jako_ soucet jednoduchych funkci
(harmonickych signdlu, slozek).

v pocty téchto harmonickych slozek, jejich amplitudy,
frekvence a fazove posuny charakterizuji
analyzovany signal.

v Fourierova rada
v Fourieruv integrdl, Fourierova transformace

v Fourierovy rady mohou byt vyjadreny bud’'v
trigonometrickém nebo komplexnim tvaru.

V4 O v any 7 . V4 V4 . Vé
v zpracovavat muzeme spojite nebo diskretni signaly.
| 16
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TAYLORUV ROZVOJ
®
Necht funkce f(x) ma v okoli U(x,) bodu x, derivace az do
radu n+1 vCetné
Taylorova rada
| (n)
fx)=f{xq)+ f (1X|0)(X "Xt | (|X0)(X - X )"+ Ry (x)
| n!
Maclaurinova rada, tj. Taylorova rada pro x,=0
! (n)
f(x)=1(0)+ fi_IO)X tot f (|0)xn tR_(x)
; | n!
.:h
| 17
© Institut biostatistiky a analyz fB.—AW lw




TAYLORUV ROZVOJ FUNKCE y = sin(x) PROx =0




ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v poznali jsme, ze funkci je mozné vyjadrit jako
mocninou radu

m jinou moznosti je vyjadrit funkci jako
trigonometrickou radu (tj. jako soucet
harmonickych signdlu (funkci)).

m pomoci trigonometrickych rad lze vyjadrit
obsahlejsi tridu funkci nez mocninnymi radami.

19
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Trigonometricka rada

f(x)= %0 +> (a,cosnx +b, sinnx)

n=1

m uvedeny vztah muUZzeme psat pouze tehdy,
jestlize rada na prave strané konverguje.

m konverguje-li rada, potom je jeji soucet
periodickou funkci proménné x s periodou 2x.

29




ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v kazdou periodickou funkci f(x) = f(x+kX), ktera
splnuje tzv. Dirichletovy podminky lze vyjadrit
uvedenou trigonometrickou radou, kde se
koeficienty (amplitudy) a., b, vypocitaji ze vztahu

a_ -1 jf(x)cosnx dx, n=0,12,...
TI—T[

b :1jf(x)sinnx dx, n=123,...
T[—T[

30
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Dirichletovy podminky

~ Funkce musi byt absolutné integrovatelna pres
jednu periodu tj. t

;
[[f(t) dt < oo
t

~ Funkce musi mit na intervalu (t;t + T) konecCny
pocCet nespojitosti a konecny pocet maxim i
minim.
m Dirichletovy podminky jsou postacujici, nikoliv
nutne.

m \V/Sechny fyzikalné realizovatelné funkce splnuji

D.p. 31
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v uvedena trigonometricka rada s koeficienty
uréenymi z vy$e uvedenych vztahl se nazyva
(trigonometricka) Fourierova rada (prislusna k
funkci f).

v Fourierova rada se zjednodusi, je-li funkce f licha
nebo suda.

¥ Pro lichou funkci plati n
a =0 b, = gjf(x)sinnx dx
T[O

f(x)=b,sinx+b,sin2x+b,sin3x +...
oy
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

m Pro sudou funkci plati

n

a_ :Ejf(x)cosnx dx b. =0
T[O

a
f(x)=—+a,cosx+a,Ccos2x +a, cos3x +...
2

33
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Priklad 1: Rozvinme funkci f(x) = x ve Fourierovu
radu.

Funkce f(x) je licha, a proto a, = 0. Koeficienty b,
spocitame ze vztahu

b, :ijsinnx dx

Integraci per partes dostaneme

jxsinnxdx: ~ X cosnx —jcosnxdx (—1)

N o

n+1 TI

34




ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

n+1 g

Koeficient b, je tedy b_=(-1)
n

Vysledna Fourierova rada ma tvar

f(x)=x= 2(sinx —%SiﬂZX +%Sin3x —j

Y=411421Y3
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Priklad 2: Rozvinme ve Fourierovu radu funkci

—Cc pro —-n<x<0
f(x) ={
cC pro O0<x<m

yh
A e TS e B
1 ' I t
|
L | R
'J:n‘: | "‘Jr; JT: I X
R o
) - -
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

m Funkce f(x) je licha, a proto a, = 0. Koeficienty b,
spocitame takto

——E O I _” i :_2 Tt
b, = ﬂUﬂsmnxdx _([smnxdxj rm[c;osnx]0

m Pronsudejeb, =0, pronliche je

S
NTl

m \/ysledna Fourierova rada ma tvar

f(x) = ﬁ(sinx +1sin3x +1sin5x +)
Tl 3 3)
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v Zevseobecnéni pro funkce s periodou T.
Fourierova rada (pfislusna k funkci f) ma tvar

271 271
f(t) =2+ a cosn—t+b sinn—t
() 2 Z( T T j

n=1

;
:gjf(t)cosn@t dtt n=0,12,...
T+ T

)
:gjf(t)sinnz—ntdt n=123,...
T, T
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FOURIEROVA RADA V KOMPLEXNIM TVARU

v kazdou periodickou funkci f(t+kT)=f(t), (ktera
vyhovuje Dirichletovym podminkdm), muzeme
rozlozit ve Fourierovu radu

f(ty= "> c,e™ Q=2n/T

kde ¢, jsou komplexnl’ Fourierovy koeficienty
— j f(t).e "dt
T/2

() — uhlovy kmitoCet zakladni harmonické slozky (zakladni
harmonicka);
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FOURIEROVA RADA V KOMPLEXNIM TVARU

_J~T/2 ot gy

T/2

pron=0 je
C SN t).dt
O__L /2f( )dt

coz je stredni hodnota funkce f(t).

Pro realné funkce f(t) je c_,= c*,.
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HARMONICKA FOURIEROVA RADA

s(t)=C, +3(C, cos(nQt -, )

kde vyraz

C, cos(nQt-u.)

nazyvame n-tou harmonickou slozkou signalu s(t)

W




SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

o(2)

o3

PRIKLADY




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

Pomocny vypocet:
l(Nw) = j e "dt

Pron=20je 1(0) = 2a
Pron#0
_eijnwt 1@ - ejnooa _e—jnwa - 2 ejnooa _e—jnooa - sinnwa
(nw) =| — = , =—. , = 2a.
thw| jnw nw 2] nwa




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

Sitka impulst — U ,vyska — D, perioda T

T/2 /2 /2

c, =~ j s(t).e gt = j D.e Mgt =2 j e NGt =
T J T
-T/2 —-8/2 -93/2
= 9 2. E Sa(19 j D.E.Sa(ﬁnfzj
T 2 2 T 2




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU
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JEDNORAZOVE SIGNALY

v jednotkovy skok (Heavisidova funkce)

0, prot<0;

o(t) =
H 11, prot=0.

G (t)
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JEDNORAZOVE SIGNALY

v jednotkovy impuls (Diractv impuls) - 8(t)
splnuje vztah

00}

| 's(t).3(t - T)dt = s(1)

zjednodusene:

jednotkovy impuls d(t) je velice uzky
(limitné s nulovou Sirkou) a velice (limitné
nekonecneé) vysoky obdeélnikovy impulz,
jehoz vyska je rovna prevracené hodnote
Sirky = mohutnost je jednotkova




FOURIEROVA TRANSFORMACE

v zavadi spektralni popis jednorazovych
(aperiodickych) signdlu — muzeme jej ziskat z
Fourierovy rady limitnim prodlouzenim periody
signalu T—o

s,(¢)
}
a) ( i {
Sb(t) 0 ra —
S e WL B e B
. 5@ e —
c) H( [ .
s(¢) Te ¢
d) { r 7 —= oo
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

v kmitocCet zakladni harmonické slozky
Q = 21/T
kdyz T—o, pak Q—dw—0

Graficky to predstavuje zhustovani spektralnich c¢ar s
prodluzujici se periodou az v limitnim pripadé je
vzdalenost mezi spektralnimi Carami nulova. Pro
aperiodicky signal budou spektralni Cary na sebe
navazovat - nQ—w

s(t)= > C,.e"™

Suma ve vyse uvedeném vztahu prechazi v integral s
mezemi od - © do o,
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

T/2
1

- —jnQt
C =T _[s(t).e dt

n
-1/2

pro T—ow je T= 21/dw, meze integralu budou pro nekonecné
trvajici signal od - o do . Pro T —o0 budou rovnez
amplitudy spojiteho spektra jednorazoveho impulsu
nekonecné male. Dosadme za C, do vztahu na predchozim
obrazku
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

s(t) = jdw(js(t) e"*’tdt) el

Oznacme
Fourierova

= j S(t)'e_jwtdt transformace

Funkci S(w) nazveme spektralni funkci signalu. Ta uz
nevyjadruje skutecné zastoupeni jednotlivych
harmonickych slozek signalu, nybrz jen jejich pomeérne
zastoupeni.

Fourierova transformace prevadi signal (funkci) s(t) z

| Casove domeny na funkci S(w) v kmitocCtove oblasti.
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

Pro ¢asovou funkci muZzeme psat vztah

s(t) = i TS(w).ej‘*’t.dw zpéetna Fourierova
21 -, transformace




FOURIEROVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

([ ]

Princip superpozice

S4(t) + s,(t) ~ Sy(w) + Sy(w)

a.s(t) ~a.S(w)
Zmena znamenka
s(-t) ~ S™(w)

Zmena meritka

s(t/a) ~a.S(aw), kdea>0

© Institut biostatistiky a analyz fB.A_ lw



FOURIEROVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

Translace funkce

s(t-T) ~ S(w).edwr
Transpozice spektra

S(w-Q) ~ s(t).e¥

Konvoluce funkci

t
s, (D) Us,(t) = j S,(X).s, (1 —x).dx =S, (w).S, (W)




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO IMPULSU

- s(t)=Ae™ prot=0

y
f s(t)=0 prot<0
S(w) = I Ae P e gt =
0
:30‘ A

Btjw

10




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO IMPULSU

Jednotkovy skok o(t) nevyhovuje podmince absolutni

integrovatelnosti, nema Fourieruv integral.

Pomuzeme si pomoci funkce A.ebt.

Pro A=1 a 3=0 je tato
funkce ekvivalentni
jednotkovému skoku.

Plati tedy, ze S(w)=1/jw.

y \ y(w)

k

1 2 —eWw 3




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO IMPULSU

s(t) e
‘ i
a A
fxe - ' .
M_C, et
Ss(t)f
A A
bl A
N B
9] -
Syl
| T
\ A
C |
) 1

s(t) = A.o(t)

S(w) = A(1 1 .e'j‘*“]:

JW )W

joot / 2 jaot /2
- A e’ -e’ e—joor/2 —
Jw
2A T

—.sin—.e7¥? =
W

—A. o(t-1)

ooT
— A.[ Sln e—j(oT/Z




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO IMPULSU

S(w)| = At/Sa(2)

]
S(m) ‘L'“‘"‘n:t,»
At . e,

Priichody nulou pro N\

wl/2 = ki, k=1,2,..., 15 \/,\/

resp. 13

2.I_I..T /2 - k.l_l. ;2,___.,“:. U T L ;’”: .




| SHRNUTI !

| URCITE SI ZAPAMATOVAT !

spojity periodicky signal ma diskrétni
frekvencni spektrum - pro rozklad jsme
pouzili Fourierovu radu;

spojity jednorazovy signal ma spojite
frekvencni spektrum- pro rozklad jsme
pouzili Fourierovu transformaci.

I A VEDET PROC !




