2. SIGNALY

2.1.

UvoD

Signal je jev fyzikalni, chemické, biologické, ekonomické €i jiné materialni povahy, nesouci informaci o
stavu systému, ktery jej generuje. Je-li zdrojem informace zivy organismus, pak hovofime o biosigna-
lech bez ohledu na podstatu nosi¢e informace.

Jednim ze zakladnich kritérii ¢lenéni signall je pocet jejich nezavislych proménnych. Podle tohoto
kritéria délime signaly na:

jednorozmérné (nejcastéji vyjadfuji Casovou zavislost sledované veli€iny - obr.2-1);
dvourozmérné (obrazové signaly- obr.2-2 - nezavisla proménna je délkova veli¢ina);

vicerozmérné (signaly popisujici tfirozmérnou scénu, vyjadfujici €asovou dynamiku dvouroz-

meérnych obrazu, atd.).
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Z hlediska metod pouzivanych pro jejich zpracovani maji vSechny uvedené typy signalll sva specifika.
Pro zjednodu$eni se proto v nasledujicim textu omezime pouze na signaly jednorozmérné.

Podle charakteru nosi€e mizeme jednorozmeérné biosignaly délit na:

* mechanické (napf. kfivka krevniho tlaku nebo pohyb mitraini chlopné v ultrazvukovém zéznamu -
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obr.2-3d); specialnim pfipadem me-
chanickych biosignalll jsou biosignaly
zvukové (napf. fonokardiogram -
obr.2-3a,b, - i fe€ nebo zpév ptaku);

elektrické (napf. elektrické potencialy
vytvarené &innosti srde¢nim svalem -
elektrokardiogram - EKG - obr.2-3c);

magnetické - vesmé&s magneticka
sloZka elektromagnetického pole ge-
nerovaného prachodem elektrického
vzruchu zivou tkani (napf. magneto-
kardiogram);

tepelné (napf. posloupnost teplot
lidského téla - obr.2-1);

optické (napf. luminiscence svétlu-
Sek);

chemické (napf. prlibéh hodnot pH
faktoru ZaludeCnich Stav b&hem ftra-
veni nebo obsah jednotlivych plyn-
nych sloZek ve vydechovaném vzdu-
chu);

biologické (napf. dynamika poctu
jelend, zijicich v zamecké obofre);



» ekonomické (napf. cena mési¢né spotfebovaného psiho zradla).
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Obr.2-6 Zaznam okamzitych klidovych hodnot srdecni  Obr.2-7 Zaznam akusticky evokované odezvy struktur
frekvence Uzkostné se citiciho dospélého muze mozkového kmene norméalniho dospélého ¢lovéka

Celou takto velice Siroce vymezenou mnozinu biosignald dale omezime a budeme se nadale zabyvat
jen jeji Casti - signaly, které vznikaji ¢innosti lidského organismu a jeho organu, vypovidajici o jeho
stavu a které jsou vyuZivany v humanni mediciné pfi stanovovani diagnézy a nepfimo i v terapii.

Signaly mohou byt generovany lidskym organismem:

e spontanné, bez rozhodujiciho vnéjSiho vlivu (klidovy signal variability srde¢niho rytmu, popisujici
kvalitu buzeni srde¢niho svalu nervovou soustavu - obr.2-6);

« jako odezva na specifické buzeni (elektrickd odezva nervové soustavy evokovana zvukovym pod-
nétem- obr.2-7, fotopletysmogram - velikost objemovych zmén na prstu €i ruce urované z mnoz-
stvi svétla, prochazejiciho ¢i odrazeného ).

Dal8im moznym kritériem Clené-
ni biosignall je pocet jejich zavis-
le proménnych. Nejjednodussim
pfipadem je jednokanalova re-
prezentace jedné nezavislé veli-
¢iny, kterou je zpravidla Ccas.
Prikladem muze byt kfivka rych-
losti proudéni krve v tepng, tzv.
pletysmogram - zaznam objemo-
vych zmén c&asti téla, zpravidla
zpusobenych pulznim proudé&nim krve (obr.2-8). Casto se vyskytujicim zplisobem popisu &innosti
urcitého organu lidského téla je vicekanalovy zaznam cCasového pribéhu jedné veliiny soucasné
snimané z raznych ¢asti téla (napf. vicesvodovy elektrokardiogram ¢&i elektroencefalogram - obr.2-9)
nebo polygram nékolika rdznych veli€in, popisujicich ¢innost téhoz ustroji (napf. kardiotokogram -
obr.2-10, ktery zahrnuje signal reprezentujici srde¢ni rytmus plodu (horni kfivka) a mechanicky signal
popisujici stahy délozniho svalstva (dolni kfivka) nebo zaznam na obr.2-3 obsahujici dva kanaly fono-
kardiogramu, EKG a ultrazvukovy M-scan srdecnich struktur).
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Obr.2-8 Pletysmogram dolni koncetiny pacienta s gangrénou

Nékteré ze signalll generovanych v lidském téle maji rytmicky, témér pravidelné se opakujici priibéh,
Ze je Ize, za jistych zjednodusujicich predpokladll, povazovat za periodické1. Takové jsou napf. sig-
naly odvozené od srdecni aktivity, Castecné i z dychani. Abychom zddraznili odliSnost od pfesné peri-
odicity mnohych signali technického plvodu, hovofime v tomto pfipadé o signalech repeti¢nich.
Naopak, jiné signaly maji natolik nepravidelny charakter, ze k nim Ize pfistupovat jako k signaliim na-
hodnym - elektricka aktivita kosternich svalu - elektromyogram (EMG) nebo spontanni EEG (obr.2-9).
Jako protiklad vySe zminénych repeticnich signall je nazyvame nerepeticni.

Mnohé biologické signaly jsou zpravidla souhrnem velkého poctu dil€ich mikroprocest a maji tak ze

své podstaty spojity charakter. Vzhledem ke skutecnosti, Ze spojité signaly vznikajici pfi ¢innosti lid-
ského téla jsou v souCasné dobé takika vyhradné zpracovavany pomoci Cislicové techniky, musi byt

! Kdyz se pro libovolnou nezavisle proménnou t. O t priibéh deterministického signalu opakuje tak, Ze plati, ze
X(tr) = x(t- + n.Tor), pro libovolné celé n, je signal periodicky vzhledem k promé&nné t; a Tor je jeho perioda. Je-li
treba, mizeme kazdy neperiodicky signal, deterministicky i nedeterministicky, povazovat za periodicky s periodou
TO — 00,

10



pfed zpracovanim pfetransformovany do €islicového (diskrétni) - na posloupnost Cisel, vyjadfenych
s konecnou presnosti. Analogové/Cislicovy pfevodnik je vétSinou soucasti zafizeni pro zpracovani
signalu, nékdy k pfevodu dochazi jiz v ramci méfeni -napf. méfeni télesné teploty. Zatimco pfi strojo-
vém pfevodu dochazi ke vzorkovani signdlu pravidelné, v asovych okamzZicich pravidelné vzdalenych
o tzv. vzorkovaci periodu, v pfipadé méreni teploty je vzorkovani nepravidelné (v 6 hodin rano, v po-
ledne, ve 4 hodiny odpoledne a vecer, pfiblizné v 8 hodin).

Nékteré biologické procesy maiji charakter diskrétnich udalosti, podstatna je doba vyskytu, napf. po-
sloupnost srdecnich stahu, ze kterych je odvozena posloupnost dob srdecnich cykla.

Takto rozmanitému charakteru biosignalt musi byt samozfejmé podfizeny i metody jejich zpracovani.
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Obr.2-9 Elektroencefalogram
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Obr.2-10 Kardiotokogram - horni kfivka je okamZita srdeéni frekvence plodu,
dolni kfivka reprezentuje silu déloZnich staht
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2.2. ZAKLADNIi POJMY A DEFINICE

Z hlediska zpracovani pfenasené informace neni zpravidla dulezita podstata nosi¢e, nybrz matema-
ticky abstraktni popis signalu, tj. jeho model. Matematicky Ize signal popsat funkci x(t) obecné R ne-
zavisle proménnych t = {t;, t,, ..., tr} z oboru O, urCeného kartézskym soucinem dil€ich defini¢nich
oboru O; jednotlivych proménnych t..

Oblast proménnych t, ve které jsme schopni méfit hodnoty signalu, oznadime jako primarni (origi-
nalni) oblast popisu signalu.

Je-li prubéh funkce x(t) popisujici signal jednoznaéné uréen pro jakoukoliv pfipustnou hodnotu argu-
mentu t, tj. je mozné vZzdy pfedem stanovit, jaké okamzité hodnoty nabude signal v libovolném bodé
definiéniho oboru, pak nazyvame signal deterministickym. Nejsou-li, naopak, hodnoty signalu pro
libovolnou hodnotu argumentu jednoznacné, hovofime o signalu nedeterministickém, pfip. nahod-
ném. Nahodny signal je jednou z moznych realizaci nahodného procesu §(t), ktery vyjadfuje celkové
vlastnosti chovani zdroje signalu. Nahodny proces i nahodny signal jsme schopni popsat pouze jejich
pravdépodobnostnimi charakteristikami.

Hodnoty signalu, které méfime na skuteCnych, realné existujicich systémech, jsou bez vyjimky realné.
Takto naméfené hodnoty v§ak mohou byt béhem pfedzpracovani podrobeny rdznym operacim, jejichz
vysledkem byvaiji signaly s hodnotami jak realnymi, tak i komplexnimi. Proto, i kdyz pfipady, kdy signal
nabyva komplexnich hodnot, jsou v praxi nesrovnatelné méné €asté, mély by byt matematické funkce
modelujici signal obecné komplexni.

Komplexni signal se sklada ze dvou navzajem nezavislych sloZek - realné a imaginarni nebo modu-
lové a fazoveé, je tedy specidlnim pfikladem viceslozkového (i vicekanalového signalu, ktery se
obecné sklada z K riznych pribéhu. Na zakladé uvedenych poznatku je tedy funkce x(t), popisujici
signal, obecné vektorovou funkci vektorového argumentu.

Podle charakteru definicniho oboru argumentd signalu budeme nadale rozliSovat signaly spojité a
diskrétni, v pfipadé vice rozmérli mlze byt jejich charakter i kombinovany. Pokud je definiénim obo-
rem O souvisla R rozmérna oblast, hovofime o signalu spojitém, ktery budeme znadit x(t). Sklada-li
se ale definiéni obor argumentt z izolovanych bodu této oblasti, nazyvame signal signalem diskrét-
nim v oboru argumentu. Diskrétni signal a jeho parametry budeme oznacovat indexem d (napf. x4(t)),
pfipadné pozdéiji, kdy uz nebude hrozit nebezpecéi zamény se symbolikou spojitych signali, budeme
pouzivat symbolu bez jakéhokoliv oznaceni. Body diskrétniho oboru argumentud tvofi v drtivé vétsiné
pfipadu pravidelnou sit, neni to vSak nezbytnou podminkou.

Podobné muze byt €lenéni i z hlediska funkénich hodnot signalu.

2.3. SPOJITE SIGNALY

~ , - - 2
2.3.1. Zakladni operace se signaly .
Nasobeni konstantou f !
Okamzitd hodnota signalu se zvétsi (zmensi) A-krat po nasobeni
. . wr , , a) ]
signalu konstantou. Pro A > 1 hovofime o zesileni, pro A<1 o = = =
zeslabeni. 2
Zména éasového méfitka "“q
Po vynasobeni hodnot nezavisle proménné (Casu) konstantou '
k dochazi k modifikaci asového méfitka - pro k > 1 hovoiime o k) ©
Casoveé kompresi, pro k < 1 o Casové expanzi. ) 0 E)
2
Poznamka: S
Je tfeba si uvédomit, Ze v novém priibéhu nabyva signal hodnot v ¢ase t 1 4
tychz hodnot jako puvodni signal v ¢ase k.t, pro k>1 tedy plyne ¢as
rychleji, pro k<1 plyne ¢as pomaleji (obr.2-11). 0
c)
Posunuti v ¢ase 20 0 20

-—-t"
E o pricteni (Ode,cr:e”') f‘gfj:(’ty.r ‘,’Id pTVOd”'hO Casu t dochazi ., 11 7sna sasoveho métitka -
posunu €asového pribéhu signalu vlevo (vpravo) na ¢asové a) pavodni signél, b) komprimovany
ose. Jinymi slovy po pfi¢teni hodnoty T dochazi ke zpozdéni signal k=2, c) expandovany signal
signalu, po odecteni se signal pfedchazi. k=0,5
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V €ase posunuty signal na-

byva vcase t+T1 hodnot, 2 )
kterych nabyva puvodni Sy $a
signal v ¢ase t. Kterym smé- 1 1 f |

rem dochazi k posunu si Ize

nejsnaze uvédomit pro Cas a0 »°
t=0. Aby posunuty signal o2 0 20 e 0 b
nabyl téze hodnoty jako s .

B b

pavodni signal v Case t=0, . l'
pak musi byt argument t+T '
téz roven nule. Tedy pfici-

0 0

. L . b) b)

tame-li T, je argument nulovy 20 3 20 =0 a 20
pro t = -1, odelitame-li T, je se ,cz

argument nulovy pro t = T. 1 . t 4

Obraceni ¢asové osy

0 o

Inverzi €asové osy prove- D= 0 E 9 =% 0 =
deme zménou znaménka -z -
casoveho argumentu. Ma-li  opr 212 posunuti signalu v éase - Obr.2-13 Obréaceni ¢asové osy -
soucasne .dOJ'tvk casovemu a) plivodni signél; b) signél s(t-10); a) puvodni signal; b) signal s(-t);
posunu, je treba zmeénit ¢) signal s(t+10) c) signal s(10-t)
znaménko u vSech ¢lend

argumentu.

2.3.2 Matematické modely zakladnich spojitych signalt
Periodické signaly
Signal x(t) je periodicky, kdyz existuje takové Cislo T, pro které a pro vSechny realné hodnoty t je
x(t +nT) = x(t) (2.1)

kde n je libovolné celé Cislo. Nejmensi hodnota T, pro kterou plati rovnice (2.1) mizeme oznacit T, a
nazyvame ji zakladni periodou.

uM] Prikladem periodického signalu maze byt obdél-
ta3 : ) s nikovy puls znazornény na obr.2-14, ktery je defi-
novany matematickymi vztahy

2 3 8 _»
oL L L L T =3 prot0(0s;10%s)
x(t)=-3 prot(10-6s;2.10° s) (2.2)
x(t+n.2.10°%) = (1),

pro vSechnarealnatan

Deterministicky fyzikdini model datového signilu.
) l

T+3

0
-3

—_ Jeho zakladni perioda je tedy 2 ps.

W m— — Wrmmemcd Wl —t [j.,LS]

Za jeden ze zakladnich periodickych signalt mu-
Zeme povazovat signal harmonicky popsany pri-
Graf matematického modeln signdlu béhem goniometrické funkce sin nebo cos.
Vzhledem k dal$im souvislostem je tfeba rozhod-
nout o jedné z obou funkci jako referen¢ni. Proto

rozhodnéme, ze nadale budeme povazovat za harmonicky signal signal definovany vztahem
X(t) = A.cos(u,t + §g), (2.3)

Obr.2-14 Priklady periodického signalu

kde A je kladna redlna konstanta, kterou nazyvame amplitudou harmonického signalu, w, je rovnéz
kladna realna konstanta, kterou oznacujeme jako zakladni ahlovy (kruhovy) kmitocet a ¢, je pouze
realna konstanta, ktera ur€uje posunuti pribéhu harmonického signalu vaci pocatku, tj. pro okamzik
t =0. Nazyvame ji pocatecni faze. Argument funkce urCuje hodnotu faze harmonického signaluZa-
kladni perioda harmonického signalu je dana vztahem

T, = 21, (2.4)
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Prikladem harmonického signalu je prabéh
zobrazeny na obr.2-15 a definovany vztahem

x(t) = 3.cos(2.10°tt + 102). (2.5) - x(t)
Amplituda je v tomto pfipadé rovna A =3 (je 1
uréena maximalni vychylkou harmonického
prib&hu), thlovy kmitodet je 2.10%mt [rad.s™"] a K

pocateéni faze ¢o = T2 2.

Jak plyne z definiéniho vztahu (2.3), je pribéh ¥
harmonického signalu pro vsechny hodnoty 0 0.5
Casu jednoznacné uréen hodnotami tfi para- !
metrd - amplitudy A, Uhlového kmitoctu w, a
pocatecCni faze ¢o. Lze tedy vlastnosti tohoto
signalu vyjadfit i graficky vzajemnou zavislosti  Obr.2-15 Priklad harmonického signalu podle vztahu (2.5)
téchto parametr(li, zpravidla vyjadien ve dvou

rovinach - jednak v roviné amplituda vs. Uhlovy kmitoCet, jednak v roviné pocate¢ni faze vs. uhlovy
kmitoCet. Zobrazeni vlastnosti (harmonického) signalu v zavislosti na jeho kmito¢tu nazyvame spekt-
rem signalu. Pro signal definovany vztahem (2.5) a zobrazeny na obr.2-15 je spektrum vyobrazeno
na obr.2-16.

1 -+t [ms]

A P

2000w —s® 2000x —®

Obr.2-16 Amplitudové (a) a fazové (b) spektrum harmonického signalu podle vztahu (2.5)

Kromé& defini¢niho vztahu harmonického signalu podle (2.3) I1ze harmonicky signal vyjadfit jesté i jiny-
mi zpUsoby, které zpravidla vyplyvaji z Eulerovych vztaht

eja + e_j(x
cosa =——
2
a (2.6)
. jo — e_ja
sina = :
2j

Tohoto pfistupu se obvykle vyuziva vzhledem ke snadnéj$im vypoCtim s komplexni exponencialni
funkci € nez s tradiénimi goniometrickymi funkcemi sin o a cos a.

Vynasobime-li prvni rovnici dvéma a druhou rovnici 2j a poseceni vysledku dostavame vyraz
€% =cosa +j.sina (2.7)

Znamena to, Ze pribéh funkce cos o Ize vyjadfit téZ jako realnou slozku priibéhu komplexni funkce €
atedy je

2 . . . . T Lo . Y . . .

Je potfeba zduraznit a uvédomit si, Ze stejné jako posun v ¢ase predstavuje kladna hodnota faze posun harmo-
nického signalu vlevo na ¢asové ose ve sméru k mensim hodnotam €asu, zaporna faze posun ve sméru opac-
ném.
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x(t) = Re{A.expli(w.t+¢o)]}, (2.8)

coz odpovida primétu kruhového pohybu reprezentovaného pohybem vrcholu vektoru A.exp[j(uw,t+¢g)]
v komplexni roviné na realnou osu.

Vzhledem ke skute€nosti, Ze funkce cos je suda, pak plati i
x(t) = Re{X(t) } = Re{A.expli(wt+o)]} = RefA.exp[i(-wx - do)]} = Re{X (1)}, (2:9)

kde X (t) je komplexné& sdruzena hodnota k X(t). Timto vztahem je zaveden zaporny dhlovy kmito-

Cet, ktery lze geometricky interpretovat jako rychlost otaceni vektoru A.exp[j(-w;t - ¢g)] v opacném
smeéru (ve sméru hodinovych rucic¢ek) nez vektor A.exp[j(w.t+do)].

Ze vztahu (2.6) pro cos mame

x(t) = A.cos(ayt + ¢o) = 72.{A.exp(j®o)-exp(jw.t)} + “2.{A.exp(-j@o).exp(-jwt)} (2.10)
Oznalime-li
c1 = A.exp(j@o)/2 a c.1 = A.exp(-j@o)/2 (2.11)
je
x(t) = cr.exp(jw,t) + cq.exp[j(-w,)i] (2.12)

To znamena, ze harmonicky signal Ize vyjadfit souétem dvou komplexné sdruzenych vyrazu, které
jsou rovny okamzitym hodnotam komplexnich exponencialnich funkci vyjadfujicich protibézné otaceni
vrcholll vektorl cq.exp(jw,t) a c_i.exp[j(-w,)t v komplexni roviné. Harmonicky signal je tedy opét vyjad-
fen pomoci komplexnich exponencialnich funkci, tentokrat sice sou¢tem komplexné sdruzenych hod-
not, zato bez nutnosti mnohdy nesikovné hledat realnou hodnotu funkce cs.exp(jw,t).

ImC
1 -
¥
0
-
Cq

a) b)

Obr.2-17 a) Komplexni amplitudy exponencialnich slozek harmonického signalu; b) casova dynamika exponen-
cialnich sloZzek harmonického signalu

Jednorazové signaly

Signaly, které nespliuji vztah (2.1), nazyvame neperiodické. MGZeme konstatovat, Ze neperiodické
signaly jsou takové periodické signaly, jejichZ zakladni perioda je nekonecna, tj. x(t) = x(t + nT) pro
T - . Neperiodické signaly s relativné kratkym €asovym intervalem, ve kterém nastavaji zmény prQ-

(Diractiv) impuls a jednotkovy skok (Heavisidova funkce).

Jednotkovy (Diracuv) impuls 8(t) je signal, jenz splnuje vztah
j x(1).8(t - T)dt = x(1). (2.13)

Zjednodus$ené Ize Fict, Ze jednotkovy impuls 8(t) je velice Uzky (limitné s nulovou Sifkou) a velice vyso-
ky (limitné s nekonecnou vyskou) obdélnikovy impulz, jehoz vySka je rovna pfevracené hodnoté Sirky,
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tzn. Ze mohutnost, definovana plochou, kterou signal ohrani€il spolu s ¢asovou osou je jednotkova
(obr.2.18).

1

0 — 1

Obr.2-18 Jednotkovy impuls Obr.2-19 Jednotkovy skok
Jednotkovy skok o(t) (Heavisidova funkce) je definovan vztahem (obr.2-19)

0 t<0;
oo-[1 2150

1 prot=0. (2.14)
2.3.3 Rozklad spojitych periodickych signald na diléi harmonické slozky

Kazdou periodickou funkci s(t+kT)=s(t), (ktera vyhovuje Dirichletovym podminkam)®, miizeme rozlozit
ve Fourierovu fadu

x(t)= > c,eM™; Q=2mT, (2.15)

n=-—o

kde c, jsou komplexni Fourierovy koeficienty definované vztahem

_ 112 -jnQt
C, —?J._lex(t).e dt (2.16)

a Q je uhlovy kmitoCet zakladni harmonické slozky.

Pron=0je

1 T2
Co —?J._lex(t).dt (2.17)

coz je stfedni hodnota (stejnosmérna slozka) signalu x(t).
Pro realné signaly x(t) je cx = c*« (symbolem * oznacujeme komplexné sdruzenou hodnotu).

Kromé vySe uvedeného tvaru rozvoje do Fourierovy fady je mozné se setkat i s Fourierovou Fadou
v trigonometrickém tvaru

X(t):%+z(an cosnQt +b, sinnQt) (2.18)
n=1

kde a, a b, jsou Fourierovy koeficienty dané vztahy

t+T
3 1) x(t) je absolutné integrovatelna nad kazdou periodou, tj. plati J‘|X(t)|dt <oo;
t
2) x(t) ma nad kazdou periodou pouze kone¢ny poc¢et maxim a minim;
3) x(t) ma nad kazdou periodou kone¢ny pocet nespojitosti;
Dirichletovy podminky jsou postacujici, nikoliv nutné. VSechny fyzikalné realizovatelné funkce spliiuji Di-
richletovy podminky.
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T/2
a, =1I X(t).cosnQtdt (n=012,...)
T T2 , (2.19)
b, =%j_T/2x(t).siant.dt (n=123,...)

pfipadné ve tvaru harmonické Fourierovy fady
x(1)=Co + Y. (C, cos(nQt +y,)), (2.20)
n=1
kde vyraz C,.cos(nQt + Y, ) nazyvame n-tou harmonickou slozkou signalu x(t).
Priklad:

Uréeme vlastnosti jednotlivych harmonickych sloZek, z nichZ se sklada obdélnikovy puls (obr.2-20) o
zakladni periodé T, dobé trvani jednotlivych impulsti 0 a vySce D. Necht je prvni z impulst umistén
symetricky kolem poc&atku Casové osy.

x(t)

!

!
D
i

0

LR : —

Obr.2-20 Zadani obdélnikového pulsu
Reseni:

Spocitejme nejdfive hodnotu integralu

a
(nw) = je*’“‘*“dt. (2.21)
—a
Pron=0je
a ) a
(0)= [e***dt = [dt="2a. (2.22)
—a —a
apron#0
a tjnot 2 jnwa _ 4 -jnwa jnwa _ 4 -jnwa i
() = [esrdt = e* e meTT 2 et e _ppsinnwa 505
° tjnw] jnw nw 2j nwa

Tvar funkce Sa(x) = sin(x)/x je na obr.2-21. Funkce

je primarné dana prubéhem funkce sin(x) je vSak A
tlumena s rdstem hodnoty x ve jmenovateli zlomku. t
Limita pro x- 0 je Sa(0) = 1, coz Ize spocitat podle

I'Hospitalova pravidla. '
N LN

S timto vysledkem lze spocitat Fourierovy koefici- S N _JS  w—
enty zadaného obdélnikového pulsu podle nasledu- r -
Jiciho postupu Obr.2-21 Pribéh funkce Sa(x) = sin(x)/x
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T/2 312 8/2
=— js(t)e‘l”mdt -1 j D.e Mgt = j e gt =
—T/2 —3/2 —3/2 . (224)

= _22 ﬁSa '9 =D.i.Sa ﬁnQ
T 2 2 T 2

Koeficienty ¢, tedy nabyvaji hodnot funkce Sa(x) pro hodnoty argumentu BnQ vynasobené vyrazem

DO/T, tj. plochou jednoho impulsu normalizovaného na jednotku periody. ProtoZze koeficienty c, jsou
obecné komplexni, Ize jejich hodnoty vyjadfit pomoci zavislosti jejich moduld a fazi na frekvenci jed-
notlivych harmonickych slozek. Tyto zavislosti oznacujeme jako modulové (amplitudové) a fazové
frekvenéni spektrum periodického signalu. ProtozZe jsme vychazeli z exponencialniho tvaru Fourierovy
fady, je tfeba pfedpokladat jak kladné tak zaporné hodnoty n a tim uvazovat frekvenéni slozky o klad-
nych i zapornych frekvencich. Vzhledem k tomu, Ze hodnoty koeficientl pocitame jen pro urcité kmi-
tocty, které jsou celoCiselnymi nasobky kmitoétu zakladni harmonické slozky, je spektrum tohoto
signalu a vSech periodickych signalu diskrétni (Earové).

Grafické znazornéni hodnot modull a fazi koeficientl c, pro obdélnikovy puls podle zadani je na
obr.2-22.

leg |
2x
o =5
? Sl T
w = =5
a) D; l [ (N
| l [ I T .11
-5y, ~4a), -2a) -a), @, 24, a‘ 40, 50_,__ o 7o), 8a,
U'gck
b) b
-Sw, '“@4 ] l
l l 0l &, 20, +o, S, e, 80
-} —

Obr.2-22 Modulové (amplitudové) (a) a fazové (b) frekvencni spektrum obdélnikového pulsu dle zadani

2.3.3 Rozklad spojitych neperiodickych signali na diléi harmonické slozky

Fourierova transformace

Jak jsme uvedli v dfivéjSim textu Ize neperiodické s;(t)
signaly povaZovat za periodické s nekone¢né dlouhou @) I A Y O Y Y N
periodou (obr.2-23). Protoze kmitocet zakladni har- oo 7a —
monické slozZky je b) ( 1 M ] — .
Q=2nT (2.25) - —
pak pro T—o je Q—dw—0. oL i ]'_:_l ' - »l—t
Graficky to pfedstavuje zhuStovani spektralnich Car s d) s’(t) ;
prodiuzuiici se periodou a2 do limitniho pfipadu, kdy je 1 —

vzdalenost mezi spektralnimi ¢arami nulova. Pro ape-
riodicky signal tedy budou spektralni Cary na sebe  Obr.2-23 Prechod od periodickych k neperiodic-
navazovat - nQ—w - z diskrétni reprezentace uhlové kym signalim

frekvence jednotlivych harmonickych slozek se stava veliina spojitd a definicni sumacni vztah pro
Fourierovu fadu (viz (2.15)) pfechazi na vztah integracni, kde koeficienty ¢, uréime nasledovné.
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Ve vztahu (2.16), tj.

_ 112 -jnQt
C, = TJ‘_mx(t).e dt

je T=2mdw a tedy pro dw—0 je T—o a NnQ—w. Meze integralu budou pro nekoneé&né dlouho trvajici
signal -0 a +o0. Pro T —o0 budou rovnéz amplitudy spojitého spektra jednordzového impulsu nekoneé-
né malé. Dosadme za c, do vztahu na pfedchozim obrazku a dostavame

1T _
c, = lim = J-x(t).e"“"dt. (2.26)
ToeT -T/2

a definiéni vztah rozkladu se transformuje do podoby

00

_ pdof -jot w - 1T joot
Xﬂ)—faﬁ[fﬂﬂe’ dqe’ —Eﬁix«meldw, (2.27)

—co —00

kde vztah pro funkci X(w), kterou nazyvame spektralni funkci nebo spektralni hustotou signalu
x(t), je

m@:jmuymm (2.28)

—co

oznacujeme jako Fourierovu transformaci. Ta uz nevyjadfuje skute€né zastoupeni jednotlivych har-
monickych slozek signalu jako v pfipadé rozkladu pomoci Fourierovy fady, nybrz jen jejich pomérné
zastoupeni.

Fourierova transformace prevadi signal (funkci) x(t) z ¢asové domény na funkci X(w) v kmitoctové
oblasti.

Vztah (2.27) potom definuje inverzni relaci, tj. zplsob vypoctu ¢asového prabéhu signalu z jeho spekt-
ralni funkce. Tento vypoc€et nazyvdme inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci.

Vlastnosti Fourierovy transformace
Princip superpozice
X1(t) + x2(t) ~ Xq(w) + Xa(w)

(2.29)
a.x(t) ~ a.X(w)
Zména znaménka
X(-t) ~ X*(w) (2.30)
Zména méfitka
x(t/a) ~ a.X(aw), kde a> 0 (2.31)
Translace funkce
X(t-T) ~ X(w).e™" (2.32)
Transpozice spektra
X(w-Q) ~ x(t).e™ (2.33)

Priklad:

Uréeme spektralni funkci jednotkového skoku.

Reseni:

Jednotkovy skok o(t) nevyhovuje podmince absolutni integrovatelnosti, tzn. ze neexistuje Fourierav
integral. Pomuzeme si proto pomoci exponencialni funkce

x(t)=Ae™ prot=0
x(t)=0 prot<0

(2.34)
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ProtoZe funkce ma nenulovy prabéh pouze pro t = 0, Ize pouzit Fourier(lv integral pouze v mezich od
0 do . Je tedy

0 _ » A
X(@) = [Ae™ e dt == (2.35)
5 B+jw
s(w)d 39
H S{w) | -ylw)
ol ey T 27 lw) x
) t ‘ 2
e
: i 5 Slw)
co s wo i [0 S L ) " 0
— 0 e 0 2 —=w 3
a) b)
Obr.2-24 Casovy priibéh a spektraini funkce Obr.2-25 Casovy priibéh a spektralni funkce jednotkového
exponencialy e? skoku

Za jednotkovy skok Ize povazovat vySe uvedenou exponencialni funkci za prfedpokladu, ze atlum 3 =0
a koeficient A= 1.

Potom
Xs(w) = i (2.36)
jw
a tedy
1 1l
Xo(w)|=— a ¢(w)=-—. (2.37)
w 2
Priklad: X(8) latm

Urcete spektralni funkci obdélnikového impulsu o vySce A,
dobé trvani T a s ndb&Znou hranou v po€atku ¢asové osy.

Reseni: o
X\

Obdélnikovy impuls o pozadovanych vlastnostech miazeme y T

zkonstruovat ze vzajemné posunutych skokovych funkci, b) !“

jak je znazornéno na obr.2-26. G EE—
Xyt

Tedy plati T

x(t) = A.o(t) — A. o(t-T) (2.39) El | *A ~¢
cj
Potom je ’ L

Obr.2-26 Konstrukce obdélnikového impul-
Su ze vzajemné posunutych skokovych

funkci
X(w) = A-(i _i.e_m] ) A-—ejmz —e Tz =
Jo o Jo (2.38)
= %.sinﬂ.e‘j‘*’”2 = A.T.Sin—%.e‘j‘*’”2
w W

2

V tom pfipadé je modul spektralni hustoty dan vztahem
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X(0) = A.T.|Sa(%x

,),,;qu

Obr.2-27 Spektralni funkce obdélnikového impulsu - a)
modulové spektrum; b) fazové spektrum

Priklad:

Ur&ete spektrum Diracova impulsu.
Reseni:

ProtoZze jednotkovy impuls muzZeme
povazovat za obdélnikovy impuls
s limitné nulovou Sitkou a limitné neko-
nec¢nou vyskou, jejichZ soucgin je roven
1, pak sou€in A.T definujici multiplika-
tivni koeficient u modulové spektralni
funkce obdélnikového impulsu (vztah
(2.41)) je roven jedné a prvni nulové
hodnoty dosahuje spektralni funkce pro
w — . To znamena, Zze modul spekt-
ralni funkce jednotkového impulsu je

roven 1 pro vSechny frekvence a faze
je v celém frekven&nim rozsahu nulova.

Priklad:

Uréete spektrum periodického sledu
Diracovych impulst s periodou T.

Reseni:

(2.39)

Modul spektraini funkce je dan prlibéhem funk-
ce Sa(wrt/2). Nulové hodnoty nabyva tato funk-
ce pro hodnoty argumentu rovny celo€iselnym
nasobk({m TT, tj. pro

wT/2 = kT, k=1,2,..., (2.40)
resp.
2TIT/2 = KTt (2.41)
a tedy
f=kit (2.42)

To znamena, ze ¢&im je obdélnikovy impuls
uzsi, tim plossi je jeho modulova spektralni
funkce.

Fazové spektrum je dano souctem funkce
d1(w) = wt/2 (2.43)

a faze vyplyvajici ze zmény znaménka funkce.

]
=

S
At .
i
' [satx)]
; a)
ol
* IS JE— “’23" -z
| TR L I T ——— L,,ALf, Y U — _.L, S — -
a Vi it —=f
180° b)
P }
g o0ty
|
NI .
E 90 180° 270° 360"  —- T

Obr.2-28 Spektraini funkce jednotkového impulsu

Podobné jako v pfipadé jednorazového jednotkového impulsu, Ize i v tomto pfipadé nalézt feSeni roz-
borem pfipadu periodického obdélnikového pulsu.

Z periodického charakteru signalu vyplyva, Ze jeho spektrum bude diskrétni, nabyva hodnot pouze pro
frekvence rovné celoCiselnym nasobkim zakladni uhlové frekvence signalu, ktera je dana periodou T
opakovani impulsd, tj. nw, = 2T/T. Protoze hodnoty modult Fourierovych koeficientl c, jsou dany
hodnotami funkce Sa(Bw/2) a protoze doba trvani 6 jednotlivych impulsu jde limitné k nule, posouva se
prvni nulova hodnota funkce Sa(Bw2) limitné do nekone¢na. Moduly jednotlivych koeficientll proto
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nabyvaji konstantnich hodnot rovnych |Cn| =1/T a faze je, vzhledem ke kladnym realnym hodnotam
koeficient(, rovna nule.

2(2) S{t}

1

» o

T ol T 2T

—{

Ickl DF S"(? 61)

’ S ptagel F T A= _
AT HITIL

[ \\‘y"/I\T 1 1

“II‘_|

1
-5¢, -40, -2, w, ‘.“ 2wy @y 4o Soy T 8o, =54 =4w, =30, Rw), o) 0 0, 2:4,, 3w, 40, Su. 8&. 70. 8y
g Oy g oy o 2a
b) |« b) '« wF oo Foon
“5c, -4, l I ~Sauy -4,
l l 0 @y Ra, 4o Sy T, 8¢y 3w, 2w, -@) 0 @, 2w, 3w, 4o, S@ 6w, e, 80
-x — G -% — G
Obr.2-29 Casovy pribéh a spektrum periodického Obr.2-30 Casovy priibéh a spektrum periodického
obdélnikového pulsu sledu jednotkovych impulsi

2.3.4 Konvoluce
Definice a zakladni vztahy

Konvoluce je matematicky vztah mezi dvéma funkcemi téhoz argumentu definovany

X, (t) Ox,(t) = Tx1(r).x2(t—r).dr = Tx1(t—r).x2(r).dr (2.44)
Ddkaz:
oo u=1-t1 -0
X, (t) O, (t) = jx1(r).x2(t —7)dt={t=t-ul= —Ixz(u).x1(t—u).du = X, (t) O, (1)
e dt=-du ©
Pro konvoluci plati nasledujici zékonitosti:
o distributivni zakon
O [x2 (1) Dxa (0] =[xy () Ex (D] Ex (1) (245)
* asociativni zadkon
X3 (8 C[xo (1) + X5 (1] = X, (8) x5 (1) + %4 (1) D (1) (2.46)

e zakon o posunu v Case
Je-li x,(t)Cx,(t) =c(t), pak

X() X, (t=T)=c(t=T), x,(t = T)Cx,(t) =c(t=T)
(2.47)
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Xg(t=T)EXp(t=Ty) =c(t-T, - T,)

Jsou-li x4 a x, funkce €asu, pak konvoluci odpovida v Laplacové i Fourierové doméné soucin obraza.
Tedy plati

L (x1(t) * x2(t)) = X4(p)-X2(p)

resp. (2.48)
F (x1(t) * Xo(t)) = X1(00). X5(w)

Tato relace plati i inverzné, t;.

L (X4(p)*Xa(p)) = Xa(t).-x2(t)

resp. (2.49)
F 1 (Xq(@) Xa(w)) = X4(t)-X(t)

Kauzalita

Kauzalita je vlastnost spiSe systému, v pfipadé signall vyplyva az z podstaty kauzalnich systémdu.
Kauzalni je takovy systém, jehoz vystup v kazdém ¢asovém okamziku t, zavisi pouze na prabéhu
vstupniho signalu x(t) pro t<t,. Jinymi slovy, hodnota vystupu systému v kazdém okamziku zavisi
pouze na vstupu v daném okamziku a jeho pribéhu v minulosti, nikoliv na budoucich hodnotach
vstupniho signalu. Systém, ktery tento poZadavek nesplfiuje nazyvame nekauzalni, pfip. anticipativ-
ni. Nebo jesté jinak systém je kauzalni, pokud se vystup systému neobjevi dfive nez je na vstup pfi-
veden vstupni signal. VSechny realné systémy jsou systémy kauzalni. Signaly zpravidla zacinaji v
ur€itém referenénim okamziku, ktery nazyvame pocatkem Casové osy. Jako kauzalni signély tedy
oznacCujeme takové signaly, pro které plati x(t) = 0 pro t < 0 (obr.2-31). Z toho plyne, Ze je mozné
zmeénit integracni meze v defini¢nim vztahu pro konvoluci na

t
X, (t) Ox,(t) = j X, (T).X, (t = T).dT (2.50)
0
Dévody plynou z obr.2-32.
x(1)
| 5(1)= 0 ———
X0 0 T ——
(a)
o1 —t sy(t-1)=0
o =0
Obr.2-31 Kauzalni signal & ! T——
s(1)=0 sy(t-1)=0
0 ) s (rz=0)
©)
(1)=0 (t-t)=0
s,(T) = syt -1) =
! j S 2 t<Q
r

(d)

Obr.2-32 Konvoluce kauzalnich signala
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Obr.2-33 Geometricky vyznam konvoluce
Geometricky vyznam konvoluce
Jak vyplyva z definiéniho vztahu je konvoluce rovna hodnoté
urcitého integralu ze soucinu dvou funkci, z nichz jedna setr- st
vava ve své pozici a druha je otoCena vzhledem ke svému ! Vsl
argumentu a je posunuta o hodnotu, kterd odpovida argu- s(t)
mentu funkci, pro ktery je vypocet provadén (obr.2-33).
Konvoluce signalu s jednotkovym impulsem 5 0 —

Z definice jednotkového impulsu vyplyva (vztah (2.13)), ze

Tx(t).é(t - T)dt = x(1).

Srovname-li tento definiéni vztah jednotkového impulsu
s definiénim vztahem pro konvoluci (2.44), je zfejmé, Ze hod-
nota konvoluce signalu x(t) s jednotkovym impulsem

=

s(t)

Obr.2-34 Konvoluce jednotkového impul-
Su se signalem

v okamziku t; je rovna hodnoté signalu x(to) v tomto ¢asovém okamziku (obr.2-34).
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