2.4. DISKRETNI SIGNALY
2.4.1. Vzorkovani

Vzorkovani je nejbéznéjsi zplsob vzniku diskrétnich signalt ze signalu spojitych. Pfedpokladejme, Ze
spojity signal x(t) je pfiveden na spinac, ktery se velice kratce sepne kazdych T,, sekund. Pokud je
doba, béhem které je spina¢ sepnut o mnoho mensi nez interval mezi dvéma sepnutimi, mizeme
povazovat impulsni signal na vystupu spinace za signal v diskrétnim €ase t, = nT,,, kde n=..... , =2, -
1, 0, 1, 2, ... . Je oznaCovan jako navzorkovany signal pavodniho spojitého signalu a dobu T,,
nazyvame vzorkovaci perioda, resp. vzorkovaci interval. Je-li doba mezi kazdymi dvéma sepnutimi
spinace konstantni, hovofime o rovhomérném vzorkovani.

.

x (1) = signal ve spojitém Ease X x(kT7) = signal v diskrétnim &ase

spinac spina kratce
kazdych Ty sekund

Obr.2-35 Vzorkovani
s(t)
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Obr.2-36 Spojity signél a jeho navzorkovana verze

Aby bylo mozZné zjednodu$it analyzu vlivu vzorkovani na vlastnosti vzorkovaného signélu, je
navzorkovana verze puUvodniho spojitého signalu x(t) vyjadfovana ve tvaru x(t).p(t), kde p(t) je
periodicky sled jednotkovych impulst definovany jako

00

p(t)= D _&t-nT,) (2.51)

n=—oco
Z toho pro navzorkovany signal plati

00 [

x(t)p(t) = D x(t)&(t-nT,,)= > x(nT,,).3(t-nT,,) (2.52)

n=-o0 n=—o0

Tento vztah fika, Ze navzorkovany signal x(t)p(t) je sled impulsu, jejichZ Urovné jsou rovny hodnotam
vzorkd pUvodniho signalu v ¢asech nT,,. (Vzorkovani popsané vztahem (2.52) oznacujeme jako
idealni vzorkovani.)

Podstatné z hlediska vzorkovani je stanoveni velikosti vzorkovaci periody T,,, resp. vzorkovaci
frekvenci f,, = 1/T,, nebo w,, = 21/T,,. Pro stanoveni této hodnoty uvazujme situaci na obr.2-37.
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Obr.2-37 Vzorkovani signalu a jeho spektrum

Necht ma vzorkovany signal f(t) (obr.2-37a) spektrum zobrazené na (obr.2-37b). Puls Diracovych
impulst s periodou T ma spektrum ve tvaru periodického sledu Diracovych impulst ve frekvenéni
oblasti s periodou w,;, tak jak bylo ur€eno v pfikladu na konci kap.2.3.3 a jak je zobrazeno na obr.2-37
vpravo uprostfed. Protoze navzorkovany signal je dan soucinem puvodniho spojitého signalu a sledu
jednotkovych impulst (vztah (2.52)) je vysledné spektrum nevzorkovaného signalu dano konvoluci
obou dil¢ich spekter. A protoze definicni vlastnosti jednotkového impulsu je, Ze vysledek jeho
konvoluce se signalem je hodnota signalu v misté vyskytu jednotkového impulsu, je vysledné
spektrum takové, jaké je uvedeno na obr.2-37e. Ma periodicky charakter s periodou rovnou
vzorkovaci frekvenci a tvar jednotlivych segmentl odpovida tvaru spektira vzorkovaného signalu.
Digitalizace signalu tedy zplisobuje periodizaci spektra, pficemz jednotlivé spektralni periody
maji tvar spektra ptvodniho spojitého signalu. Z obrazku vyplyva, Ze jednotlivé segmenty spektra
se nebudou prolinat za pfedpokladu, Zze maximalni frekvence sloZzek signalu neni vétsi nez polovina
vzorkovaci frekvence. Toto pravidlo nazyvame vzorkovaci teorém (Nyquistlv, Kotelnikovav C&i
Shannonlv teorém) a matematicky jej vyjadfujeme ve tvaru
f, =2f

vz — max 2

(2.53)

kde fax j€ NejvysSi frekvence harmonické slozky obsazené ve vzorkovaném signalu.

Zpétny prevod z diskrétni reprezentace na spojitou se provadi potlaCenim téch Casti spektra, které
jsou kolem nenulovych nasobk( vzorkovaci frekvence. Toto potladeni Ize provést selektivnim
systémem, ktery dokaze propustit harmonické slozky signalu s niz§imi frekvencemi a naopak
potlaCuje sloZky s vy38imi kmitoCty - takovému systému (filtru) Fikdme dolni propust. Pokud by
vzorkovaci frekvence pravé splfiovala vzorkovaci teorém (f,, = f.), pak by vysledné spektrum
vypadalo jak je zobrazeno na obr.2-38. Z hlediska zpétného pfevodu by to znamenalo pouzitd dolni
propust by méla mit idealni vlastnosti, tj. harmonické slozky diskrétniho signalu o frekvencich do f,,/2
by méla zachovat bez jakéhokoliv zkresleni, naopak vSechny harmonické slozky, jejichz frekvence
jsou vySsi nez f,,/2 by méla beze zbytku odstranit. Takovy idealni systém bohuzel sestrojit nelze a tak
je potfeba pfi FeSeni realnych vytvofit vzorkovanim ponékud méné vyhranénou situaci, tedy pouzivat
vzorkovaci frekvenci vyssi nez presné definuje vzorkovaci teorém. V praxi to byva 4 az 5-nasobek
maximalni frekvence sloZzek obsazenych v plvodnim spojitém signalu.
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Obr.2-38 Princip C/A (&islicov&/analogového) prevodu

Pokud neni vzorkovaci teorém splnén, dochazi ke zkresleni pribéhu signalu, kterému fikame
prekryvani spekter nebo aliasing. Znamena to, ze slozka o frekvenci f, vySSi nez je polovina
vzorkovaci frekvence se do navzorkovaného signalu promita jako signal o frekvenci |[f,, - fy|, coz ma
v Casoveé oblasti vliv jak je naznadeno na obr.2-39 vpravo.
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Obr.2-39 Prekryvani spekter vlivem nevhodné vzorkovaci frekvence

Vliv zmén vzajemného poméru frekvence harmonického signalu a frekvence jeho vzorkovani je
jednoznacné zfejmy z obr.2-40. Pfedpokladejme stale stejnou vzorkovaci frekvenci s tim ,ze se méni
frekvence vzorkovaného spojitého signalu. Prvni obrazek znazornuje situaci, kdy je frekvence
pavodniho harmonického signalu nulova, tj. cos (0)=1 - pribéh je konstantni a tedy jakakoliv
nenulova vzorkovaci frekvence je dostateCna. Obrazek (b) vyjadfuje pfipad kdy je vzorkovaci
frekvence 16x vétsi nez frekvence signalu a nasleduiji ilustrace signall, kdy je vzorkovaci frekvence 8x
(c) a 4x (d) vétsi nez frekvence signalu. V pfipadé signalu na ¢asti obrazku (d) to konkrétné znamena,
Ze v kazdé periodé signalu jsou znamy hodnoty &tyf vzorkl. ProtoZze prfedpokladame, Ze je pocatecni
faze signalu nulova odpovidaji vzorky signalu hodnotam signalu pro cos(0), cos31v2), cos(m) a
cos(3172). Mezni pfipad popisuje obrazek (e), kdy je vzorkovaci frekvence pravé rovna dvojnasobku
frekvence signalu, tedy situace kdy je pravé splnéna mezni podminka vzorkovaciho teorému. DalSi
obrazky jiz ilustruji pfipady tzv. podvzorkovaného signalu, tj. frekvence vzorkovani jiz nesplfiuje
vzorkovaci teorém. Na obrazku (f) je pfipad, kdy je fx = 3f,,/4. Zde se navzorkovany signdl jevi jako
signal o frekvenci [f,, - fy| = f,./4, ktery je zobrazen v €asti (d). ZvySujici se pomérnou frekvenci signalu
vuci frekvenci vzorkovani pak zobrazuji dal$i ¢asti obrazku az obrazek (i) reprezentuje stav, kdy je
frekvence vzorkovani pravé rovna frekvenci signalu. ProtoZe opét je pocateCni faze nulova, jsou
hodnoty navzorkovaného signalu pravé rovny hodnotam cos(2km) a jevi se jako signal konstantni.
Kdyby doslo k dalSimu zvySovani poméru frekvence signalu k frekvenci vzorkovani charakter obrazki
by se opakoval diky periodicité spektra navzorkovaného signalu.
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x[n] = cos (0:n) = 1 X[n] = cos (7n/8) x[n} = cos (wn/4)
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x[n] = cos (wn/2) Xx[n] = cos TN x[n] = cos (3wn/2)
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x[n] = cos (7mn/4) x[n] = cos {157n/8)
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Obr.2-40 Vliv zmény poméru mezi frekvenci harmonického signalu a frekvenci jeho vzorkovani

(n)

Poznémka nakonec kapitoly:

Je potfeba si uvédomit, Ze Cislicova reprezentace plivodniho spojitého (analogového) signalu neni
v kone¢ném dusledku takova, jaka byla vySe pouZita pro vysvétlovani principu vzorkovani. Kone¢na
reprezentace vzorku diskrétniho (Cislicového) signalu je ve formé posloupnosti Cisel, se kterymi dale
pracuji vypocetni systémy, Ffizené patficnymi algoritmy zaloZenymi na matematickém vyjadfeni
pouzitych metod.

2.4.2. Zakladni operace s Cislicovymi signaly

Podobné jako v pfipadé spojitych signalt (kap.2.3.1) Ize zkoumat vliv jednotlivych matematickych
operaci na prubéh ¢islicovych signall.

x[n]

"'ﬂlm “h, ™

0 1|15 "

x[n]

x[n—ng]

lli,

‘luul" n

(b)

Obr.2-41 Zakladni matematické operace se signaly - inverze ¢asové osy (vlevo), posun v ¢ase (vpravo)
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Kromé& nasobeni signalu konstantou, se Ize zabyvat posunem signalu v Ease, inverzi ¢asové osy,
pfipadné kompresi ¢i expanzi asového méfitka.

Prvni dvé zuvedenych operaci (posun a inverze v ase) jsou ilustrovany na obr.2-41 a lIze
konstatovat, Ze situace je zcela ekvivalentni situaci s niz jsme se setkali spojitych signald. Ponékud
jiny je pfipad zmény Casového méfitka. Zakladni tvar ¢asového méfitka je dan vzorkovaci periodou a
polohy jednotlivych vzorkl jsou definovany celoCiselnymi nasobky vzorkovaci periody. Pokud ma dojit
ke zméné cCasového méfitka, pak zdanlivé nejjednodussi cestou jak to ucinit je zména velikosti
vzorkovaci periody - to ovSem narazi na nutnost zachovani pomérd vyplyvajicich ze vzorkovaciho
teorému (musi byt zachovan, jinak dojde ke zkresleni signalu. Druha moznost je vloZzeni &i vyjmuti
vzorkl ze signalu. Ale i vtomto pfipadé je nutné, aby byl zachovan vzorkovaci teorém, zejména
v pfipadé vyjimani vzorkd z diskrétni reprezentace signalu. V pfipadé vloZzeni novych n vzork( mezi
kazdé dva stavajici je potfeba FeSit zpusob interpolace (tj. jak stanovit hodnoty jednotlivych vzorkd,
coz neni zcela elementarni Uloha. V pfipadé vyjmuti vzorku je situace ponékud jednodussi, je vSak
nanejvys vhodné zachovat pravidelnost vzorkovani, tedy mezi kazdymi dvéma ponechanymi vzorky
vypustit stejny poc€et plvodnich vzorka.

2.4.3. Matematické modely zakladnich diskrétnich signalt
Periodické signaly
Diskrétni signal x(kT) je periodicky s periodou NT, pravé kdyz plati
X[(k+N)T] = x(kT), prok =0, £1, 2, ... (2.54)

Vzhledem k tomu, Ze periodicita diskrétnich signald je vazana na celoCiselny nasobek vzorkovaci
periody, je logické, Ze vzorkovany spojity periodicky signal s periodou T je reprezentovan periodickym
diskrétnim signélem pouze tehdy, je-li perioda T pravé rovna N-nasobku vzorkovaci periody, tj. plati
Ts = NT.

Jako priklady periodickych signalll mGzeme povazovat signaly reprezentované funkcemi x(kT) =
= A.cos(2rk/N), x(kT) = A.sin(2rk/N) nebo x(kT) = A.exp(j2rnk/N). Komplexni exponenciala
samoziejmeé rovnéz reprezentuje periodicky signal, protoze plati

j2r(k +N j21K ,
x|(k +N)T] = exp T[(N ) - exp? N .exp(j2m), (2.55)
kdy exp(j2m) = cos2m+ jsin2mt=1+j0 =1

Jednorazové signaly

Zakladnimi jednorazovymi diskrétnimi signaly jsou stejné jako v pfipadé spojitych signald jednotkovy
impuls a jednotkovy skok, které jsou definovany nasledujicimi vztahy:

Jednotkovy impuls

1, k=0
OkT)=+" 2.56
(kT) {o, k#0 (2.56)

a jednotkovy skok

, k<0,
o(kT) = 2.57
(k) {1, k20 (2.57)

Al u(t)
1-¢
19 © o o @ o o XYy
T 4T e o e e IR IR I r=kT
-47 -37 -2T -T |0 T 2T 3T 4T -4T =37 -2T-T |0 T 2T 3T 4T 5T 6T

Obr.2-42 Diskrétni reprezentace jednotkového impulsu a jednotkového skoku
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2.4.4 Rozklad diskrétnich periodickych signald na diléi harmonické slozky

Necht x(kT) je periodicky signal s periodou NT; pak Ize x(kT) rozlozit pomoci komplexni exponencialni
Fourierovy fady

N-1 ;
j2rnk
x(kT)=» c,.ex , k=0x1+2,... 258
(KT) nz(; P (2.58)
kde
1 j2mkn _
c, =— » x(KT).exp| - , n=01..,N-1 (2.59)
N & N
Dukaz:

Zménme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu ¢,

z

-1

Ch =% x(mT).exp(=2jTmn/N) (2.60)
m=0
Pak je
N-1 N-1 1 N-1
X(KT) =Y c,.exp(2jmk /N) = > — > x(mT).exp(-2jmimn/N) | exp(2jmk /N) =
ey n=o N\m=o (2.61)
18 -
=—» x(mT).» exp[2jmn(k —m)/N],
Nn; ( )nZ:(; p[2jm( )/N]
Potom prok =m je
N-1
exp[2jrm(k —m)/N] = (2.62)
n=0
pro k #m
N-1 — i -
exp[2jm(k ~m)/N] = L XPLIMNKCM)IN _ o, 2.63)
P 1-exp[2jr(k —m)/N]
a tedy
1 N-1 N-1
x(kT) = NZx(mT > exp[2jm(k —m)/N] = (2.64)
m=0 n=0
=lx(kT).N = x(kT)
N
Priklad:
Urcete spektrum signalu x(kT) = A.cos(21k/N).
Reseni:

Zadany diskrétni signal x(kT) reprezentuje periodicka funkce s periodou N, ktery si mizeme vyjadfit
pomoci Eulerovy vztahu ve tvaru

Acosﬂzé expzjnk+exp —M 2.65
' N ' N N ' (2.65)

Nyni protoze
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2jTk(N-1) _ 2jTkN 2jTK ) _ 2jTK
exp =exp .exp _T = exp _T (2.66)

N N
je
A.cos% = %.[exp% + exp(wﬂ (2.67)
Z toho plyne, Ze
a, = A ay = A a a, = 0 pro vSechna jina n. (2.68)
2 2

Spektrum tohoto signalu pak mGzeme graficky vyjadrit jak je tomu na obr.2-43.

cn
Al
| v—l—v—v—ﬁ ﬁ—V_L
0 1 2 . cee. N-1T— N
Pn
0 1 2 ... ... N-1 — n

Obr.2-43 Amplitudové a fazové spektrum signalu x(kT) = A.cos(27&/N)
2.4.5 Fourierova transformace s diskrétnim ¢asem (FTDT)

Necht x(kT) je ¢asové omezeny signal s diskrétnim ¢asem s x(kT)=0 pro vSechna cela k <-N; a
k > N,, kde N, je celoCiselna konstanta. Dale, necht’ pro kladné sudé celé Cislo N>2N, oznagime

Xy (KT)signal s periodou NT, ktery je x(kT) pro k = -N/2, -(N/2)+1, ..., -1,0, 1, ..., (N/2)-1.
Z definice X\ (KT) mame

x(kT) = ,Linl Xy (KT) (2.69)

Protoze ?N(kT) je periodicka funkce s periodou NT, ma Fourierovu fadu

~ Al 2jmk
Xy(KT)=> c,.exp J (2.70)
n=0 N
kde
1 N&T 2jmkn
C,=— Xn(KT).exp| - , n=01..,N-1. 2.71
32 kT j 27
Z definice XN(kT) vyplyva, zZe Ize posledni uvedenou rovnici pfepsat do tvaru
1T 2jtknT
c., =— » x(kT).exp| - , n=01..N-1. .
" Nkzz_m( ) p( NT j (2.72)

a potom
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X(w) = ix(kT).exp(—jkooT), w=2mM/NT. (2.73)

k=-c0
kde w je pro N— spojita (nediskrétni) veli€ina.
2.4.6 Diskrétni Fourierova transformace (DFT)
Aby bylo mozné poditat s frekvenénim spektrem na poéitadi, je tfeba spektralni funkci diskretizovat.

Pfedpokladejme, Ze je diskrétni signal x(nT) =0 pron <0 an =N, pak DFT je definovana vztahem

N-1 . N-1 _jkEnT N-1 '
X(kQ) =D x(nT).e M =>"x(nT).e "N => x(nT).e 2N (2.74)
n=0 n=0 n=0

Zpétnou inverzni diskrétni Fourierovu transformaci pak definuje vztah
x(nT) —1NZ_iX(kQ)eJ’"TkQ —lNZ_iX(kQ) gl2mkn/N 2.75
Ni= . N ' . (279)

Pokud uvazujeme pouze posloupnost hodnot bez jeji Casové resp. kmitoCtové interpretace, lze
definiéni vztah diskrétni Fourierovy transformace vyjadfit téz ve tvaru

N-1
X(k) =" x(n).e 2N (2.76)
n=0
resp. inverzni transformace
18 j2mkn /N
NZ (k).e : (2.77)
k=0

(Tento zplsob vyjadreni se v odborné literatufe ¢asto vyskytuje, nicméné vzhledem ke ztraté fyzikalni
interpretace pouzitych posloupnosti nebudeme nadale tohoto zplisobu popisu vyuzivat.)

Plati, ze
DFT {DFT (x)} = x. (2.78)

Tuto vlastnost diskrétni Fourierovy transformace nazyvame inverzibilita. Muzeme ji dokazat
nasledujicim postupem:

1 1% i
mT - X kQ jmTkQ - X nT —jkQnT -ejmTkQ -
NZ (& Sxome]

— H - j(m-n)kQT _
| R pro m=n je Z.e =N (2.79)
J(m-n)kQT _| k=0 —
NZX(nT z e = N-1 (m-nkaT _ N- 1 eJ(m n)NQT o
n=0 k=0 : J(m-n —
pro m#nje ) e EIRN =T 0
k=0 n=0

X(MT).N = x(mT) Q =21/NT

ZI—\

Vliv DFT na charakter spektra harmonického signalu je patrny z obr.2-44 a 2-45. Na obr.2-44 je
zobrazen pfipad, kdy je perioda vzorkovaného signalu Ts= 2TV, rovna celoCiselnému nasobku
vzorkovaci periody T = 210wW,;, v konkrétnim pfipadé T, =4T, tj. w = w4 = (2T). Na obou
obrazcich jsou zobrazeny v levé ¢asti Casové prabéhy a vpravo jim odpovidajici spektra.

Konec¢ny usek signalu je vytvofen zpuvodniho €asové neomezeného prabéhu vynasobenim
obdélnikovym oknem, jehoZ délka je rovna celo€iselnému nasobku vzorkovaci periody, konkrétné

N = 8. Spektrum vynasobeného, tj. Casové omezeného Useku spojittho harmonického signalu je dan
konvoluci spekter puvodniho harmonického signalu a spektra obdélnikového okna ve tvaru funkce
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Sa(w). Vzorkovani tohoto Useku signalu o kone¢né dobé trvani vyjadfime dle definice (vztah (2.52))
nasobenim sledem jednotkovych impulst s periodou opakovani rovnou vzorkovaci periodé T. Tomu
odpovida rovnéz periodické impulsni spektrum s periodou rovnou vzorkovaci frekvenci w,, = NQ a
vysledné spektrum navzorkovaného signélu je konvoluci vSech tfi dilCich slozek jejichZz nasobenim
vznikl diskrétni harmonicky signal omezeného trvani. Diskrétni verzi spektra ziskame nasobeni m
tohoto spektra pulsem Diracovych s frekvenci Q. Tomuto pulsu odpovida v asové oblasti periodicky
sled jednotkovych impulst s periodou NT a protoze konecné spekirum je vysledkem nasobeni
spojitého spektra navzorkovaného signalu konec&ného trvani je €asova reprezentace navzorkovaného
spektra konvoluce navzorkovaného koneéného signalu s Casovou reprezentaci vzorkovaciho pulsu
spektra. Touto konvoluci se signalu nepfimo vnucuje periodicita, takze vysledné diskrétni spektrum je
spektrem periodického signalu. Tim, ze vzorkovani signalu je vhodné vazano s délkou koneéného
obdélnikového okna a tim i se vzorkovanim spektra odpovida fiktivni vysledny periodicky signal
puavodnimu signalu, jehoz spektrum jsme pomoci DFT pogitali.

Na druhé strané, pokud délka omezujiciho obdélnikového okna neodpovida celo€iselnému nasobku
period vstupniho signalu, pak i vysledné diskrétni spektrum odpovida signalu, jehoz priibéh
modifikovan, napf. tak, jak je zobrazeno na obr.2-45.

F,«:)T Fw)

Falw) ,

‘ ’ t dtriieRgRebyebLd

MY it & S W

LF (@) w Fp (w) » Fa ). Fela)

Obr.2-44 Princip a diasledky diskrétni Fourierovy transformace pro kmitocet signalu ws = W,/4 = 77(2T)
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Obr.2-45 Princip a dasledky diskrétni Fourierovy transformace pro kmitocet signalu ws =5 /16 = 577(8T)
2.4.6 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Defini¢éni vztah pro vypocet diskrétni Fourierovy transformace v exponencialnim tvaru muazeme
pomoci Eulerova vztahu vyjadfit i funkcemi sin a cos jako

N-1 N-1
X(kQ) =" x(nT).e " =" x(nT).(cos(kQnT) - jsin(kQnT)). (2.80)
n=0 n=0

Vypocet kazdé z N slozek spektra diskrétniho signalu pak predstavoval N-nasobny soucet soucinu
hodnoty signalu s realnou i komplexni slozkou jadra transformace, predstavované odpovidajicimi
hodnotami funkci sin a cos. Takto definovany vypocet je pomérné pracny a je otdzkou, zda jej nelze
optimalizovat.

Zrychleni vypocetniho algoritmu se mGze dosahnout vyuzitim dfive vypocitanych mezivysledkd, resp.
vynechanim zbyte¢nych vypoctld — napf. nasobeni nulou. Relativné zdlouhavé a opakované vypocty
hodnot obou goniometrickych funkci Ize usnadnit pouzivanim pfedem spocitanych tabulkovych hodnot
pro jednu &tvrtinu periody jedné z obou funkci. Daldiho zefektivnéni vypoctu Ize dosahnout vhodnym
usporadanim vypocetniho algoritmu, napf. tzv. rychlou Fourierovou transformaci.

Abychom dokazali posoudit pracnost jednotlivych variant vypocétu diskrétniho spektra diskrétniho
signalu je potfeba urcit zakladni elementy vypoctu. Z defini¢niho vztahu (2.80) vyplyva takové
elementy jsou dva - nasobeni komplexniho &isla a secitani dvou Cisel. Jednotku pracnosti P tedy
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definujme pomoci jednoho komplexniho nasobeni a secteni dvou C&isel. Vypoclet jedné hodnoty
spektra signalu o N vzorcich pomoci definiéniho vztahu predstavuje N elementl pracnosti vypoctu,
tedy N.P. Pracnost vypocltu celého spektra zahrnujiciho N hodnot poté pfedstavuje hodnotu
N.N.P = N%P. Tuto hodnotu miizeme povazovat za referen¢ni pro srovnani s pracnostmi jinych variant
vypocdtu.

Algoritmus rychlé Fourierovy transformace ma dvé z hlediska pracnosti v podstaté ekvivalentni
varianty:

* rozklad v ¢asové oblasti;
* rozklad ve frekvenéni oblasti,

z nichZ se podrobnéji zabyvejme principem prvni varianty, ktery je pak snadno aplikovatelny i pro
postup druhy.

Predpokladejme, ze vstupni signalova posloupnost ma sudy pocet vzork. Rozdélime ji na dvé dil&i
posloupnosti (obr.2-46):

e {gi} = {xa} - sudé prvky pavodni posloupnosti;

o {hi} = {Xzi+1} - liché prvky pavodni posloupnosti, i = 0,1,..., N/2-1.

X
5
Xo  Xo . %a
X1 X3

|‘| |_|I__|)I(15
gy hggy Ny g h9; | | d; h;

Obr.2-46 Rozdéleni signalové posloupnosti

Dale predpokladame, Ze vSechny posloupnosti (plivodni i obé dil¢i), maji svou DFT, které jsou
definovany vztahy

N/2-1 _j2mk  N/2-1 _Jjamk
G(k) = Z e N2 —Z ge N (2.81)
a
N/2-1 j2mik N/ 2-1 _j4mik
H(k) = ZheN/2—Zhe N (2.82)

pro kD(O,N/2—1>.

k-tou hodnotu spektra pocitanou podle pavodniho transformaéniho algoritmu nyni vyjadfeme pomoci
dil¢ich vypoctl G(k) a H(k). V tom pfipadé plati

Nt _Jzrik -0k LM L 2T N-1)k
XK) =D xe N =xoe N +x.e N +xye N ++xe N =
- — _ _ N/2-1 _j2m2ik _jem2it 1K

_[9 =Xo 91=Xz G X4___97 X1a| _ ge N +he N _ (2.83)

ho =X, hy=x3 h,=x5 h; =X 5

N/2-1 _j2m2ik _j2m2ik J2le _jerk
=> |ge N +he N e =G(k')+e N HK') k'=kmod(N/2)

i=0

Kdyz hodnoty pomocnych dil€ich posloupnosti budeme pocitat podle zakladniho definiéniho vztahu,
bude celkova pracnost souctem pracnosti vypoc&tu spekter obou posloupnosti a jejich spojeni

2.(N/2)2.P+N.P = (N°>.P)/2 + N.P (2.84)
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tzn. uspofeni pracnosti témeér na polovinu, pokud bude druhy €&len vyjadfujici pracnost zkombinovani
obou posloupnosti maly ve srovnani se ¢lenem prvnim (to bude platit predevsim pro velké hodnoty N).

Je-li N/2 opét sudé, muze se v déleni dale pokracovat — celkové je vyhodné, je-li N mocninou dvou, ;.
plati N = 2™ - v tom pfipadé Ize pokracovat v déleni az ke vstupni signalové posloupnosti (obr.2-47).

o KK M XK
~N FH b N a0

Obr.2-47 Vypocetni schéma algoritmu FFT rozkladem v ¢asové oblasti

Kazdy uzel ve vypocCetnim schématu predstavuje soucet prispévkl reprezentovanych vstupnimi
orientovanymi hranami, pficemz jeden z obou vstupl je nasoben vahou Wr. Pracnost vypoctu
v kazdém uzlu schématu bude tedy pravé P a pocet uzll v kazdé vypocetni vrstvé je N, pracnost
vypodtu v celé vrstvé je N.P. Pocet vrstev ve vypoéetnim schématu bude v pfipadé N =2" pravé
m = log;N a proto celkova pracnost je N.P.m = N.P.log;N. Pfi velkych N tento vyraz roste jiz téméf
linearné a jeho hodnoty jsou proto vyrazné mensi nez puvodni pracnost s kvadratickou zavislosti.

Vzhledem k postupnému déleni a uspofadavani dilich vstupnich posloupnosti neni po dokonceni
rozkladu vstupni signalova posloupnost uspofadana vzestupné podle jejich index(, nybrz jinak.
Vyjadfime-li hodnoty indexu jednotlivych vzork(l binarné a tato binarni Cisla Eteme zprava doleva tvori
hodnoty index(i pfirozené rostouci posloupnost - proto nazyvame usporadani vzorkd vstupni
posloupnosti bitové inverzni.

Dalsi skuteCnosti usnadhujici vypoCet je existence standardnich opakujicich se motylkovitych
vypocetnich struktur o &tyfech uzlech a &tyfech hranach, coz znamend, Ze vypoclet v ramci kazdé
takoveé dil&i struktury se Fidi stale stejnym algoritmem. Navic pro vypocet vystupnich hodnot v kazdé
vrstvé jsou potfeba pouze vstupni vzorky kazdé vrstvy, vypocet tedy mlze probihat vzdy jen v jedné
vrstvé a lze tak Setfit vypoletni pamét.
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