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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

SKALARNI VIDY V APROXIMACI SLABE VE-
DOUCIHO VLNOVODU

VlIakno se stupnovitym prubéhem indexu lomu (Sl):
niry=n, O<r<a jadro
(r) =n, J - (4.1)
=n, r>a plast

A Vzdalenost od stfedu vldkna

Index lomu

V realnych vlaknech obvykle plati

n, = n, 4.2)
takze je mozné pouzit tzv. skalarni vinovou aproximaci (nékdy

také nazyvanou aproximaci slabé vedouciho vinovodu). V této

aproximaci se predpoklada, ze vidy maji pouze pricné slozky
pole a mohou nabyvat libovolny stav polarizace. Takze dve ne-
zavislé sady vidd muzeme predpokladat jako x- a y- polarizova-
né s témer shodnou konstantou Sifeni. Takove linearne polari-

zovane vidy se obvykle oznacuiji jako LP vidy.

Jedna se o analogii TE a TM vidl pro n, = n,, viz pfedchozi ka-

pitola.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

V priblizeni slabé vedouciho vinovodu vyhovuji pficné slozky
elektrického pole (Ex nebo E,) skalarni vinove rovnici
, %W

VY = g 1unn?
oo atg

(4.3)

Pokud bude n” zaviset pouze na pFiénych soufadnicich (r,¢)

¥(r,g,z,t) = y(r,g)e' (4.4)
kde @ je uhlovy kmitoCet a £ konstanta Sireni. Tato rovnice

predstavuje rozlozZeni vidu v daném systému. Dosazenim do

(4.3) dostavame

2 2
(vz—j?jw{f—zn%r,m ﬂz}/mo (4.5)

Ve vétsing praktickych pfipadd n° zavisi pouze na radialni sou-

radnici r, je tedy vhodné&jsi pouzit valcovy souradnicovy systém

Oy 10y 18 1,22 2
— +——+ +| kgn“(r)— =0 4.6
arz r or I’25¢2 [0 () ﬂ:|';” ( )
kde
k=2 =27 (4.7)
c 4

je vinoveé Cislo ve vakuu.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Protoze vlakno ma valcovou symetrii, miZzeme rovnici (4.6) feSit
separaci proméennych:

w(r.¢) =R(r)®(4) (4.8)

Po substituci a déleni vyrazem w(r,4)/r? dostavame

2 2 2
! [d R+1dﬂ+r2[n2(r)k§—ﬂz]z—id—cp=+/2 (4.9)

R\ dr? rdr O gPp?
Zavislost na ¢ bude mit tvar cos/¢g nebo sin/g a pro periodicke

reseni (tj. ®(¢ +27) = D(¢)) musi platit

1=0,12,... (4.10)
(Zaporné hodnoty / odpovidaji stejnému radialnimu rozlozeni

pole).

Protoze pro kazdou hodnotu / dostavame dva nezavisle stavy
polarizace, vidy s / > 1 jsou Ctyfnasobné degenerované (dva or-
togonalni polarizaCni stavy a zavislost na ¢ ve tvaru cos/¢ a
sinlg); vidy s I =0 jsou nezavislé na ¢ a jsou dvojnasobné de-

generovane.

Pozn.: Fyzikalné ma / podobny vyznam jako vedlejSi kvantové Cislo popisujici z-
ovou slozku orbitalniho uhlového momentu elektronu v cylindricky symetrickém
potencialnim poli. Pokud tedy kladné znaménko pfed /¢ odpovida pravotocive ,ro-
taci fotonu kolem osy z, pak zaporné znaménko pfedstavuje rotaci ,levotoCivou®.
Protoze ve vlaknu neni zadny smér rotace preferovany jedna se o degenerovaneé

stavy.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Radialni tvar rovnice (4.9) bude
,d°R dR
r +r—+

dr?  ar
Reseni této rovnice pro viakno se stupriovitym indexem lomu

{[kénz(r)—ﬂz]rz —/Z}R -0 (4.11)

bude provedeno v nasledujici kapitole.

Nyni vS§ak mizeme provést vSeobecnou analyzu rovnice (4.11)
pro libovolny valcové symetricky profil indexu lomu, ktery klesa
monotonné z hodnoty n, v ose, na konstantni hodnotu n, za
hranici rozhrani jadra a plasté (r=a). Reeni rovnice (4.11) mi-

zeme opét rozdéelit na dvé oblasti - jadro x plast:

a) kin? > p% > kin; jadro (4.12)
Pro konstanty Sifeni v této oblasti pole R(r) kmita v jadru a

v plasti je tltumeno, konstanty Sifeni nabyvaji diskrétnich hodnot
— jedna se o vedené vidy. Pro danou hodnotu / dostavame ne-
kolik vedenych vidu, oznacuji se LP,, (m =1,2,3, ...). (LP znaci
,Linearni Polarizaci). Protoze LP vidy jsou feSenim skalarni vl-
nove rovnice, da se oCekavat, Zze budou vyhovovat podmince

ortonormality

0 271

(I) (J) wi (r @), (r,¢)rdrdg=56,6, (4.13)
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

b) % < kinZ plast (4.14)
Pro takové hodnoty £ je pole harmonické i v plastia g muze
nabyvat libovolnych hodnot. Jedna se o vyzarené vidy.

Vedené a vyzareneé vidy tvori kompletni soustavu, ktera umoz-
nuje popsat libovolné rozlozeni pole

v(r6.2)= X Gy (1 9)e " +[C(Bly (1 $)e 2 (4.15)
kde prvni Clen na prave strané predstavuje soucet pres diskret-
ni vedené vidy a druhy Clen integral pres kontinuum vyzarenych
vidl. Veli¢ina \c,m\z je uUmérna vykonu prenasenému videm fadu
(Im). Konstanty c;, |ze ziskat ze znalosti tvaru pole pro z=0.
Podobné |c( ,6’)\2 df je umérné vykonu pfenasenému vyzareny-

mi vidy s hodnotou S vintervalu g a g+dp.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

ANALYZA VIDU VE VLAKNECH SE STUPNOVI-
TYM INDEXEM LOMU (SI)

V této kapitole odvodime vlastnosti vidu a odpovidajici kon-
stanty Sifeni pro Sl opticka vlakna s prubéhem indexu lomu
podle vztahu (4.1). VétSina vlaken pouzivanych v komunikacich
splnuje podminku aproximace slabée vedouciho vinovodu, tj.
plati (n,—n,)/ n, <1, takze radialni slozka pticneho elektrického

pole je dana nasledujici rovnici (viz. (4.11))

d’R dR
2 2.2 21,2 2 .
S +{[kon (r)-p2r* -1 }R_o (4.16)
a kompletni pricné pole je dano relaci
. /
W(r.4,2,t) = R(r)e~ @52 {Cc_’s ¢} (4.17)
sinlg

Pokud dosadime vyraz pro n%(r) z (4.1) do (4.16) dostavame

2 2
r2d§+rdR+ U2r_2_/2 R=0 pro O<r<a (4.18)
ar ar a
2 2
r2d§+r%— W2r_2+/2 R=0 pro r>a (4.19)
ar dr a
kde
U = aykZn? - 52 (4.20)

W =a\ 5% —k2n? (4.21)

417



Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

normovany parametr vinovodu (tzv. normovany kmitocCet) V je

definovan jako (viz planarni vinovody)

V =JU% + W2 = kyayn? - n? (4.22)
ProtoZe pro vedené vidy plati nskg < % < n?kg, musi byt Ua W
realna Cisla.
Resenim rovnic (4.18) a (4.19) jsou standardni Besselovy funk-

ce.

Resenim rovnice (4.18) jsou J,(x) a Y,(x), kde x = Ug. Reseni

Y,(x) muzeme zamitnout, protoze tato funkce diverguje pro

x—>0.
Resenim rovnice (4.19) jsou modifikované Besselovy funkce

K,(x) a I,(x) s asymptotickymi vztahy

~ /A _y
K (%) —— >‘/2)~(e x (4.23)

) 1
)5 5= e* (4.24)

kde x=WL . Reseni l,(X) zamitneme, protoZe pro x — oo di-
a

verguje.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Besselovy funkce
Besselova funkce prvniho druhu, fadu (indexu) n je definovana rovnici:

(Ve =Y
Jn(X)—(Zj k;)k!r(n+k+1)(2)

Rada je konvergentni pro kazdé realné n a pro kazdé x.

Véta: Pro celé n plati J_(x)=(-1)"J,(x)

Véta: Funkce y = J,(x) vyhovuje Besselové diferencialni rovnici:

X2yn + Xya + (X2 _ n2)y =0

Véta: Integralni tvar

J.(x) = %jcos(x sin9-n9)d9
0

Véta: J,(x)=—-J,(x)
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Pricné pole je tedy definovano jako
( /
A J,(ﬂj 0l <a
J,(U) a )| sinlg
A

K/(Mj{cc.)s/q r>a
K (W) a )| sinlg

kde jsme predpokladali spojitost w na rozhrani jadro-plast. Ze

w(r.¢)=1 (4.25)

spojitosti oy /or pro r = a vyplyva
uJilv) _WK;Ww)

= (4.26)
JU)  K(W)
Vyuzijeme vlastnosti Besselovych funkci
tUJ(U)=1,(U)-UJ,4(U) (4.27)
tWK(W)=IK(W)FWK, (W) (4.28)
2/
J(U) = (Uj Ji(U)—-J,4(U) (4.29)
21
KW= 2k W)+ Ko ) (4.30)
a rovnici (4.26) muzeme prepsat do nékterého z nasleduijicich
tvaru
UM — WM (4.31)
Ji(U) K, (W)
nebo
UM — _WM (4.32)
J;(U) K, (W)
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Pokud vsak pouzijeme limitniho tvaru K;(W) pro W — 0, Ize

ukazat, ze

im W= 0 1=012,... (4.33)

Dukaz:
Limitni tvary jsou

Ko(W)—p—5—>-In(W /2)

K,(W)W%F(I)(Z/W)’; />0

pro analyzu vidu pouzijeme tedy vztah (4.32). Pro / = 0 mame

UM=W Ke(W) (4.34)
Jo(U) Ko(W)

kde jsme vyuzili relaci (viz Besselovy funkce) J_4(U)=-J4(U) a

K4 (W) =K,(W).

Je treba zminit, ze okrajové podminky, které jsme pouzili pro
odvozeni charakteristické rovnice (4.32) odpovidaji pouzité
aproximaci pro skalarni vinovou rovnici. Pokud bychom napfi-

klad uvazovali, Zze y reprezentuje E,, pak presné receno E,a

OE, /or nebudou spojité pro r = a pro vSechna ¢. Spravné mu-

sime uvazovat spojitost E£,E, a n2E, na rozhrani. Nastesti pro

n, = n, je chyba zanedbatelna.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Casto je vhodné zavést normalizovanou konstantu Sifeni

2
fz -2 W2
b=-2 = (4.35)
n12 — n% V2
Takze
W =V+b (4.36)
a
U=+V2-W? =V/1-b (4.37)
Protoze pro vedené vidy plati
2
nZ <'B—2<n12 (4.38)
ko
dostavame
O<b<1 (4.39)

Pomoci normalizované konstanty Sifeni muZeme rovnice (4.32)

a (4.34) zapsat ve tvaru

Ji4| V1= | K4 Vb | .
VJ1-b ; [v M] =-Vb K [v JE] I>1 (4.40)
Vih V1D VN Vb 1=0 (4.41)

Jo|VA1-b ] Ko| Vb |
Resenim té&chto transcendentalnich rovnic jsou kfivky charakte-
rizujici zavislost b (a tedy i U a W) na V. Pro dané / existuje ko-

necny pocet reSeni. M-té reseni se oznacuje jako LP, vid.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

/=0 [=1
4|
2-
........ 0.5 b
2] ceean ]
-4 4

Grafické reSeni rovnice (4.41)a (4.40)pro/=0a /=1 pfi V=2.
Z obrazku je vidét, Ze pro / = 0 dostavame pouze jeden vid (je-
den prasecik) a pro I = 1 se graficka znazornéni LHS a RHS
(4.40) neprotinaji, pro takovou hodnotu V se neSifi Zadny vid.
Priklad 4.1:

Uvazujme Sl vlakno s nasledujicimi parametry:

n,=145 A=0,0064 a=3,0um (4.42)
takze normovany kmitocet pro 4, =1,546 xm bude

V = kya\n? —n? = 2,0, takze

kﬁ = Jn? + b(n? —n?) = 14539 (4.43)
0
o) Jiné vlakno s parametry
1461 n,=145 A=0,010 a=20um
1485 ______ bude mit V =0 pro 4, =1,288 um a odpovi-

1,45

dajici hodnota g/k, bude £ 1,4560

0

1,445

12 3 4 5 Carkovana ¢ara na obrazku odpovida diskrétnim

r(km) hodnotam PB/ko pro vedené vidy.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Priklad 4.2:

Uvazujme nyni vySSi hodnotu normovaného kmitoctu,

napf. V = 6,5 (vétsi priumér jadra). Na nasledujicim obrazku je zakres-

lena LHS a RHS rovnice (4.41) [I=0] a rovnice (4.40)[/I=1, 2, 3,4 a 5].
V=65
I=0 =1

157 LP., LP,, 197
107 b=0475() b=0898 10T
5L oeaN-m T\ 51
— - b = b
0,5 1
-5 -
10|
-151L
157 /=2
12 / LP,. b= 0,541
- . . / b
----- .0‘-5 é 1
5t T fmmeeaal
10t
151t
15[ /=4
10| _
5/
P e oo,k
5t 0,5 B
10r LP,, b=0,029
-151L

Z obrazku je patrné, Ze pro I = 0 mame dva vidy (oznacuji se LPg,
LPo2), dva vidy pro / =1 (LP44 a LP42) a po jednom vidu pro /= 2, 3, 4
(LP21, LP34 @ LP44). LP41 je velmi blizko ke kritické frekvenci.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

n(r)
1,46

1455E-==zzzzzz

1,45F~~~===777

1,445

r(um)
n,=145 A=0,0064 a=3,0um. Viakno s téemito parametry
bude mit V=6,5 pro A, = 0,4757. Carkované &ary na obrazku

odpovida diskrétnim hodnotam p/k, pro vedené vidy.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Kritické frekvence raznych vida LP, v Sl optickém vlakné

[ =0 vidy Jy(V,)=0 [ =1 vidy Jy(V.)=0
Vid V. Vid V.

LPo1 0 LP41 2,4048
LPo2 3,8317 LP12 5,5201
LPos 7,0156 LP43 8,6537
LPos4 10,1735 LP44 11,7915
| = 2 vidy J(V,)=0 V.0 [=1vidy Jy(V,)=0 V_=0
Vid V. Vid V.,

LP24 3,8317 LP31 5,1356
LP>, 7,0156 LP3» 8,4172
LP2s 10,1735 LP33 11,6198
LP24 13,3237 LP34 14,7960

Z analyzy Besselovych funkci a podminky pro normovanou
konstantu Sifeni 0 < b <1 vyplyva, Ze vedenych vidi bude pou-

ze omezeny pocet. Uvazujme napfiklad LHS rovnice (4.41).
Ji(VA1-b)
Jo(VA1-b)

f(b)=VJ1-b

(4.44)

Nyni pro V =2
f(b)=0 kdyz V+1-b=0;3,8317;7,0156; ...

f(b)=00 kdyz V+1-b=24048;5,5201; ...
ProV=6,5
f(b)=0 kdyz b=10,6525; ...
f(b)=o kdyz b=0,86310,2788 ...
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Na zakladé znalosti kofenu Besselovych funkci Ize zjistit poCet
vidu a velikost normalizované konstanty Sifeni b. Vedené vidy
jsou dany pruseciky podle obrazku v PFikl. 4.2. Zavislost b na
V tvori sérii univerzalnich kfivek podle nasledujicino obrazku.

Je vidét, Zze pro dané V existuje konecny pocet vidu.
1,0

0,8
0,6 [
b a

04

0,2

Zavislost normalizované konstanty Sifeni b na normalizované
frekvenci V pro vidy nizSich rada v Sl viaknu.

Podminka b=0 (tj.3° = kinZ) odpovida kritické (mezni) frek-

venci vidu. Pro b <0 (tj. B* < kgng) pole kmita i v plasti a jed-

na se o vyzarené vidy. Pfi podmince mezni frekvence plati:
p=kn, b=0, W=0 U=V=V (4.45)
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Kritické frekvence (cuttoffs) jednotlivych vidu jsou dany kofeny
vidy/=0: J,(V,)=0
vidy/=1: J,(V,)=0 (4.46)
vidyl>2: J _(V,)=0; V,=0
Pozn.: Pro vidy / > 2 je tfeba vyloucit kofen V. = 0, protoze
lim VM¢O pro [>2 (4.47)
V-0 JI(V)
Mezni normalizované frekvence jsou tedy korfeny Besselovych

funkci (viz tabulka).
Z predchoziho obrazku je zfejmé, ze v Sl vlakné pfi podmince

0<V <24048 (4.48)
dostavame pouze jediny vedeny vid — LPy4. Jedna se o jednovi-

dove vlakno, které ma velky vyznam napr. v optickych teleko-

munikacnich systémech.

Podobné dostavame vedené vidy i pro dalsi kofeny:

2,4048 < V< 3,8317 vidy LPgs a LP14
3,8317 < V< 5,1356 vidy LPo1, LP11, LP21 @ LPo2
95,1356 < V < 5,5201 vidy LPo1, LP11, LP24, LPg2 @ LP3;

Graficka zavislost V(b) umoznuje zjistit konstantu Sifeni:
Pro dané Sl vlakno a danou pracovni A nejdfive spoCitame V a

z grafu odecCteme b. Konstanta Sifeni se pak spocita ze vztahu

B = ko N2 + b, (n? —n?) (4.49)
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Sifeni vin ve vinovodech se stupiiovitym indexem lomu

0 04 08 12 16
R (=r/a)

Radialni rozlozeni intenzity
(normované na stejny vykon)
pro vidy niZ$ich rada v Sl
viakné pro V = 8.

Vidy vy$Sich radu maji vétsi
podil vykonu v plasti (proni-
kaji vice ven z jadra).

<

<
7 N\
S
N—

(@)

(@)

wn

AS)

)

<
VR
o ‘S
N—

(@]

(@)

wn

S

y J (%}sm(o X J, (%)sm(o
LP;
y J{%}cos&o X Jz(%jcos&o
QAL AL
& O &\
y Jz(%jsinZ(p X J, (%)sinZ(p

Rozlozeni pole pro vidy nizsich
radad v Sl vlaknu. Sipky zna-
zornuji smér elektrickeho pole
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Pocitacove modelované rozlozeni pole a intenzity pro LPys a
LPys vidy v Sl viaknu s V = 8. RozlozZeni pole je vlevo a intenzity
vpravo. Odstiny Sedé a bilé odpovidaji otoCeni faze pfi pricho-
du pole nulou.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Pocitacove modelované rozlozeni pole a intenzity pro LP¢, a
LPq, vidy v Sl viaknu s V = 8. RozlozZeni pole je vlevo a intenzity
vpravo. Odstiny Sedé a bilé odpovidaji otoCeni faze pfi prucho-

du pole nulou.

1

LP14
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

v

LP2,
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Zaver:

a) Vidy I = 0 jsou dvojnasobné degenerované, coz odpovida
dvéma nezavislym stavum polarizace

b) Vidy / = 1 jsou Ctyfnasobné degenerované protoze pro
kazdy stav polarizace muze zaviset na ¢ ve tvaru cos /¢
nebo sin /g.

c) Pocet nulovych hodnot ve sméru ¢ = 2/

d) Pocet nulovych hodnot v radialnim smeéru

(s vyjimkour=0)=m -1

Pro V >> 1, Ize nalézt pfiblizny vztah pro pocCet vedenych vidu

N=~V?/2 (4.50)
Takova vlakna se nazyvaji multividova (multimodova).

Priklad:

Pro typické multimodové Sl vlakno s parametry
n =147 n,=146 a=25um

dostaneme pro Ao = 0,8 um

V ~34
coz odpovida celkovému poctu 580 vidu.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

POMERNY VYKON PRENASENY VIDY V JADRU

- je jednim z dulezitych parametru optickych vinovodu. Vykon
prenaseny jadrem je

Faaro :konst.jj|w|2rdrd¢ = JZ(U)IJZ( ]rdr Icos 1dg (4.91)

nebo

'D'édro:Cﬂ:azz 2 ]{J( x)xdx = Cra? {1—J’1(LIZ)J'+1(U)} (4.52)
’ U? JA(U)s JE(U)

kde C je konstanta.
V uprave jsme vyuzili standardnich vlastnosti Besselovych

funkci.

Podobné vykon prenaseny plastem

w2z, 9 K/—1 w K/+1 w
B kot [|of' rardy = O { . )‘1} (4.53)

Celkovy vykon je

Pty = P + Py = Ot KWK w0 (4.54)
y Ja ro pas U2 K/Z(w)
kde jsme vyuzili rovnosti
UPJn(U)JiU) _ e KisW)K (W) (4.55)
Ji(U) Ki (W)

ktera vyplyva z charakteristickych rovnic.
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Sifeni vin ve vinovodech se stupnovitym indexem lomu

Pomeérny vykon, ktery se Sifi jadrem je
Pjédro W2 + U2 K/Z(W)

n= = (4.50)
Pcelkovy V2 V2 KI+1(W)KI—1(W)
Pokud se bude vid blizit ke kritické mezi, {j.
V>V, W -0 U->V, (4.57)
pak pfi pouziti asymptotickych hodnot K;(W) dostavame
0 [=0 a 1
n—> pro (4.58)
(I-1)/1 pro [>2

Na nasledujicim obrazku je zakreslen pomeérny vykon pro né-
které vidy Sl vlakna v jadru a plasti jako funkce V. Z obrazku je
patrné, ze konkrétni vid je koncentrovan vice v jadru pro vetsi

hodnoty V, tj. dale od kritické meze.

1,0\' T T T T T T T T T T 0

0,8

o
®»
T

P pléét’/Pcelkovy
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