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1 Úvod

1.1 Některé kroky ve vývoji světlovod̊u

Kdybychom si přáli uvěznit světlo, posloužil by nám jako návod Snell̊uv zákon. Z něj

mimo jiné vyplývá známá skutečnost o totálńım odrazu – pokud světlo š́ı̌ŕıćı se prostřed́ım

s indexem lomu n1 dopadá na rozhrańı s opticky řidš́ım prostřed́ım s indexem lomu n2

pod úhlem větš́ım než arcsin (n2/n1), odraźı se se stejnou intenzitou zpět a do opticky

řidš́ıho prostřed́ı neprojde. Na tomto principu založený světlovod ukázal už John Tyndall

(publikováno v r. 1870), který zavedl světlo do proudu kapaliny vytékaj́ıćı bočńım otvorem

z nádoby. Světlo bylo vedeno uvnitř proudu, přestože byl zakřivený. Analogickou strukturu

maj́ı i současná optická vlákna. Jsou tvořena dielektrickým jádrem, které je obklopeno

pláštěm vyrobeným z dielektrika s indexem lomu menš́ım než je index lomu jádra.

Velký zájem o světlovody se objevil až v šedesátých letech 20. stolet́ı v souvislosti

s objevem laseru. Zdroj koherentńıho optického zářeńı nab́ızel možnost obrovsky rychlého

přenosu dat, která ale narážela na vysoký útlum světla v tehdy dostupných optických

materiálech. Za zlomový se považuje rok 1970, kdy se podařilo vyrobit optické vlákno

s útlumem pod 20 dB/km (V takovémto vlákně došlo k útlumu na polovinu p̊uvodńı

intenzity na vzdálenosti 150m.) I daľśı vývoj optické komunikace byl doprovázen prudkým

poklesem útlumu v optických vláknech spojeným s posunem vlnové délky použ́ıvaného

zářeńı k vyšš́ım hodnotám (1550 nm), kde docháźı k menš́ımu rozptylu zářeńı. Dnešńı

křemenná vlákna dosahuj́ı útlumu menš́ıho než 0,2 dB/km a s pomoćı zesilovač̊u překlenuj́ı

i tiśıcikilometrové vzdálenosti mezi kontinenty.

Daľśım problémem, který je při optickém přenosu dat potřeba řešit, je disperze.

Tvar optického signálu je ve světlovodu deformován, při použit́ı pulz̊u docháźı k jejich

rozšǐrováńı, př́ıpadně i překryvu sousedńıch pulz̊u. Základńım krokem v tomto směru bylo

využit́ı jednomodových vláken. Následoval posun vlnové délky z oblasti pod 900 nm k hod-

notě 1300 nm, na které běžná křemenná vlákna vykazuj́ı minimálńı disperzi. Protože ale

na vlnových délkách okolo 1550 nm lze dosáhnout menš́ıho útlumu, byla vytvořena tzv.

vlákna s posunutou disperźı. Ta maj́ı profil indexu lomu jádra upravený tak, aby se ob-

last minimálńı disperze posunula právě do okoĺı vlnové délky 1550 nm. Nejd̊usledněǰśım

potlačeńım disperze je jej́ı kompenzace pomoćı nelineárńıch optických jev̊u. Vzniknou tak

pulzy nazývané solitony, které se vláknem pohybuj́ı bez změny svého tvaru. Už v roce

1994 se tak podařilo přenést na vzdálenost 180 milión̊u kilometr̊u signály rychlost́ı 1010

pulz̊u za sekundu.

Velkého urychleńı přenosu dat optickými vlákny bylo dosaženo současným pośıláńım

signál̊u na r̊uzných vlnových délkách. Pro rozvoj této technologie na dlouhých trasách mělo

zásadńı vliv vytvořeńı erbiem dotovaných vláknových zesilovač̊u. Jde o optická vlákna

s př́ıměśı erbia, která jsou čerpaná vhodným polovodičovým laserem a na základě stimu-

lované emise zesiluj́ı procházej́ıćı signál. Jejich výhodou je, že zesiluj́ı dostatečně širokou

oblast zářeńı s vlnovými délkami v okoĺı 1550 nm, která se použ́ıvá pro opickou komuni-
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kaci.

Kromě optických vláken se k přenosu světla využ́ıvaj́ı také rovinné světlovody. Jsou

základem pro integrovanou optiku. Podobně jako integrované obvody minimalizuj́ı rozměry

v elektronice, integrovaná optika se snaž́ı umı́stit množstv́ı optických zař́ızeńı (slouž́ıćıch

např. pro rozbočováńı, slučováńı, modulaci, přeṕınáńı, sṕınáńı, polarizaci, fokusaci, gene-

rováńı a detekci) na jedinou desku (čip).

1.2 Využit́ı světlovod̊u

• Přenos dat.

• Přenos osvětleńı a obrazu, přenos zářeńı. Optickými vlákny je možné nejenom osv́ıtit

těžko př́ıstupná mı́sta, ale také přenést obraz těchto mı́st – typickým př́ıkladem je

endoskop. Přenos zářeńı ve spektroskopii, v ICCD kamerách . . .

• Vláknové zesilovače zářeńı a lasery.

• Měřeńı r̊uzných fyzikálńıch veličin pomoćı optických vláknových senzor̊u. Vhodně

vyrobené vlákno může být citlivé na požadovanou veličinu, což lze využ́ıt k jej́ımu

měřeńı.

• Galvanické odděleńı obvod̊u.

1.3 Výhody a nevýhody použit́ı světlovod̊u

Výhody:

◦ Velká š́ı̌rka přenosového pásma. Dnes jsou běžná optická vlákna přenášej́ıćı 10Gb/s

na jediné vlnové délce na vzdálenosti přes 100 km. Možnosti t́ım ale zdaleka nejsou

vyčerpány. Např́ıklad pomoćı soliton̊u je možné stejnou rychlost́ı pośılat pulzy stovky

milion̊u kilometr̊u daleko.

◦ Možnost pośılat signály na několika vlnových délkách současně, tzv. vlnový mul-

tiplex (wavelength division multiplex, WDM). Dnes je vlákny běžně pośıláno několik

deśıtek vlnových délek zaráz, č́ımž se samozřejmě rychlost přenosu dat mnohoná-

sobně zvyšuje. Ovšem jen samotná využitelná spektrálńı oblast v okoĺı 1550 nm má

frekvenčńı rozsah 1012 - 1013 Hz, což je přibližně o tři řády v́ıc než v celé radiofrekven-

čńı a mikrovlnné oblasti. Počet kanál̊u tedy ještě bude možné podstatně zvýšit.

◦ Ńızká latence, tedy rychlé š́ı̌reńı jednotlivých pulz̊u vláknem.

◦ Dobrá izolace signálu od okolńıho prostřed́ı, data proto nejsou ohrožena rušeńım

a jejich př́ıpadné odposloucháváńı by bylo obt́ıžné.

◦ Bezpečnost – optický světlovod nemůže být zdrojem zkrat̊u ani jisker. Může proto

být bez problémů použit i v hořlavém a výbušném prostřed́ı.

◦ Malý útlum v optických vláknech.
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◦ Energetická nenáročnost – ve srovnáńı s elektickým přenosem signálu vyžaduj́ı opt.

vlákna podstatně méně energie.

◦ Malé rozměry a hmotnost, dobrá pevnost optických kabel̊u.

◦ Galvanické odděleńı vstupu a výstupu. Při nevodivém spojeńı vstupu a výstupu

optického kabelu také odpadá problém s tzv. zemńımi smyčkami zp̊usobenými roz-

d́ılným potenciálem spojovaných mı́st.

Nevýhody:

• Obt́ıžné spojováńı optických prvk̊u.

• Možnost křehnut́ı optických vláken za ńızkých teplot.

1.4 Přenos světla atmosférou

Ve volném prostoru mimo atmosféru Země je možné vyśılat světlo na obrovské vzdálenosti.

Přenos světla atmosférou se ale v optoelektronice př́ılǐs neujal, zejména kv̊uli útlumu

přenášeného zářeńı. Za útlum zodpov́ıdaj́ı:

• Molekulárńı absorpce (H2O, CO2, . . . ) a absorpce na částićıch aerosol̊u.

• Rozptyl na pevných a kapalných částićıch př́ıtomných v atmosféře. Ve srovnáńı

s ńım má rozptyl na molekulách nezanedbatelný vliv jen za jasných dn̊u a ve vyšš́ıch

vrstvách atmosféry. Naopak za hustého sněžeńı je dohlednost v atmosféře mizerná.

• Ohyb a rozptyl na teplotńıch nehomogenitách atmosféry. Index lomu vzduchu je

závislý na teplotě, která v atmosféře zdaleka neńı konstantńı. Protože tyto nehomo-

genity svými rozměry přesahuj́ı pr̊uměr světelného svazku, docháźı sṕı̌s než k roz-

ptylu k odkloněńı celého svazku.

Daľśı nevýhodou je, že bez použit́ı zrcadel umožňuje atmosféra přenos informace pouze

mezi mı́sty s př́ımou viditelnost́ı. Turbulentńı atmosféra a jas pozad́ı jsou dále zdroji šumu

v detektorech.

2 Optická vlákna

2.1 Elektrické a magnetické pole v opt. vláknech

2.1.1 Obecné rovnice pro optická vlákna

Typické optické vlákno se skládá z jádra, které má maximálńı index lomu n1, a pláště

s indexem lomu n2 < n1 (viz. obr. 1). Ke zjǐstěńı vlastnost́ı elektromagnetického pole

ve vlákně použijeme Maxwellovy rovnice pro téměř homogenńı dielektrikum bez volných

náboj̊u
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a

n
n1

n2

r

Obrázek 1: Př́ıklad profilu indexu lomu optického vlákna.

~∇. ~E ≈ 0 ~∇. ~B = 0

~∇× ~E = − ~B,t
~∇× ~B = µε ~E,t

ze kterých vyplývá

△ψ =
n2

c2
ψ,tt (1)

kde ψ může označovat libovolnou složku vektoru ~E nebo ~B.

Řešeńı hledáme ve tvaru

ψ = ψ0(r, ϕ) eiωt−γz

γ = iβ + α ≈ iβ

kde ω reprezentuje (kruhovou) frekvenci, β složku vlnového vektoru ve směru osy z a α

útlum vlněńı. Z uvedeného předpokladu vyplývaj́ı úpravy

ψ,t = iω ψ ψ,z = −γ ψ

ψ,tt = −ω2 ψ ψ,zz = γ2 ψ

které můžeme dosadit do rovnice (1) vyjádřené v cylindrických souřadnićıch (viz kpt. 5.1,

vztah (81)):

ψ,rr +
1

r
ψ,r +

1

r2
ψ,ϕϕ + γ2ψ = −ω2n

2

c2
ψ

Dále označ́ım H2 ≡ (nω/c)2 + γ2 = k2
0n

2 + γ2, použijeme separaci proměnných

ψ0 = R(r) Φ(ϕ) a skutečnost, že funkce Φ je periodická s periodou 2π:

r2R,rr

R
+ r

R,r

R
+

Φ,ϕϕ

Φ
+ r2H2 = 0

Φ,ϕϕ

Φ
= −l2 l ∈ Z

r2R,rr + rR,r + (r2H2 − l2)R = 0 (2)
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Řešeńı, zat́ım neúplné, tedy dostává tvar

ψ = R(r) ei(lϕ+ωt)−γz l ∈ Z (3)

kde funkce R(r) je řešeńım rovnice (2). Je vhodné poznamenat, že veličina H2 záviśı

na indexu lomu, je tedy v obecném př́ıpadě také funkćı r, což rovnici (2) komplikuje.

Důležitou skutečnost́ı je spojitost tečných složek intenzity elektrického a magnetického

pole v celém vlákně, tedy i na hranici jádra a pláště.

Předpokládejme, že známe řešeńı rovnice (2) pro veličiny Ez aBz. Pro výpočet ostatńıch

složek vektor̊u ~E a ~B je možné použ́ıt pár Maxwellových rovnic obsahuj́ıćı rotace:

1

r
Ez,ϕ + γEϕ = −iωBr

1

r
Bz,ϕ + γBϕ = i

ωn2

c2
Er

γEr + Ez,r = iωBϕ γBr +Bz,r = −i
ωn2

c2
Eϕ

Eϕ,r +
1

r
Eϕ − 1

r
Er,ϕ = −iωBz Bϕ,r +

1

r
Bϕ − 1

r
Br,ϕ = i

ωn2

c2
Ez

Tyto rovnice mimo jiné ukazuj́ı, že Ez i Bz muśı mı́t stejný řád l. Při výpočtu Er lze

postupovat:

i
ωn2

c2
Er =

1

r
Bz,ϕ +

γ

iω
(γEr + Ez,r)

iEr

(

ωn2

c2
+
γ2

ω

)

=
1

r
Bz,ϕ − i

γ

ω
Ez,r

Er

(

k2
0n

2 + γ2
)

= − iω

r
Bz,ϕ − γEz,r

Er = − iω

rH2
Bz,ϕ − γ

H2
Ez,r

Er =
ωl

rH2
Bz −

γ

H2
Ez,r (4)

Analogicky se odvod́ı:

Eϕ =
iω

H2
Bz,r −

ilγ

rH2
Ez (5)

Br = − ωln2

rH2c2
Ez −

γ

H2
Bz,r (6)

Bϕ = − iωn2

H2c2
Ez,r −

ilγ

rH2
Bz (7)

Všimněme si ted’ veličiny H2, která vyjadřuje druhou mocninu velikosti pr̊umětu

vlnového vektoru do roviny kolmé k ose z. Označ́ım h2 ≡ k2
0n

2
1 + γ2 ≈ k2

0n
2
1 − β2,

h2
2 ≡ k2

0n
2
2 + γ2 ≈ k2

0n
2
2 − β2. Pro světlo š́ı̌ŕıćı se vláknem mohou nastat dvě situace:

1. h2
2 > 0, tj. β2 < n2

2k
2
0. V této situaci se světlo může v plášti š́ı̌rit i ve směru kolmém na

osu z, docháźı tedy ke ztrátám intenzity vyzařováńım ven z vlákna. Tyto př́ıpady se

nazývaj́ı zářivé módy. Maj́ı spojité spektrum (vlnové č́ıslo β zářivých mód̊u může

nabývat libovolné velikosti), velký útlum a pro vedeńı světla na větš́ı vzdálenosti

nejsou zaj́ımavé.
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2. h2
2 < 0 ∧ h2 > 0, tj. n2

1k
2
0 > β2 > n2

2k
2
0. Nyńı se světlo může š́ı̌rit jádrem vlákna,

ale do pláště může pronikat jen jako evanescentńı vlna. Tyto př́ıpady se nazývaj́ı

vedené módy a budou předmětem daľśıho výkladu.

2.1.2 Vlákna se skokovou změnou indexu lomu

Nejjednodušš́ım př́ıpadem je vlákno se skokovou změnou indexu lomu (step-index fiber, SI

vlákno), které má jádro s konstantńım indexem lomu n1 a plášt’ s konstantńım indexem

lomu n2. Když označ́ıme

h2 = k2
0n

2
1 + γ2 ≈ k2

0n
2
1 − β2 (8)

q2 = −(k2
0n

2
2 + γ2) ≈ β2 − k2

0n
2
2 (9)

a poloměr jádra a, rozpadne se vztah (2) na dvě samostatné rovnice, z nichž jedna plat́ı

v jádře a druhá v plášti:

r2R,rr + rR,r + (r2h2 − l2)R = 0 r ≤ a (10)

r2R,rr + rR,r − (r2q2 + l2)R = 0 r ≥ a (11)

Rovnice (10) je Besselovou diferenciálńı rovnićı, jej́ımž řešeńım jsou tzv. Besselovy

funkce prvńıho a druhého druhu řádu l (viz kpt. 5.2). (Pro puntičkáře – přesný tvar

Besselovy rovnice dostaneme po substituci s = hr.) Protože Besselovy funkce druhého

druhu diverguj́ı pro r → 0, mohou reálné situaci v jádru optického vlákna odpov́ıdat

pouze Besselovy funkce prvńıho druhu.

Podobně rovnice (11) je tzv. modifikovanou Besselovou diferenciálńı rovnićı, jej́ıž

řešeńı se nazývaj́ı modifikované Besselovy funkce. Zat́ımco modifikované Besselovy funkce

prvńıho druhu diverguj́ı pro r → ∞, modifikované Besselovy funkce druhého druhu kle-

saj́ı v této limitě k nule rychleji než exponenciála. Reálné elektromagnetické pole v plášti

proto popisuj́ı pouze modifikované Besselovy funkce druhého druhu př́ıslušného řádu l.

Použijeme-li nyńı rovnice (4) – (7) a označeńı

τ = ei(lϕ+ωt)−γz

J′
l(x) =

d Jl(x)

dx

K′
l(x) =

d Kl(x)

dx

kde Jl(x) znač́ı Besselovu funkci prvńıho druhu řádu l a Kl(x) modifikovanou Besselovu

funkci druhého druhu řádu l, dostaneme pro výsledné elektromagnetické pole vztahy (12):

r ≤ a r ≥ a

τ−1Ez = A Jl(hr) τ−1Ez = C Kl(qr)
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r ≤ a r ≥ a

τ−1Er = B
ωl

h2

1

r
Jl(hr) − A

γ

h
J′

l(hr) τ−1Er = −D ωl

q2

1

r
Kl(qr) + C

γ

q
K′

l(qr)

τ−1Eϕ = −A ilγ

h2

1

r
Jl(hr) +B

iω

h
J′

l(hr) τ−1Eϕ = C
ilγ

q2

1

r
Kl(qr) −D

iω

q
K′

l(qr)

τ−1Bz = B Jl(hr) τ−1Bz = DKl(qr)

τ−1Br = −A ωl

h2

n2
1

c2
1

r
Jl(hr) − B

γ

h
J′

l(hr) τ−1Br = C
ωl

q2

n2
2

c2
1

r
Kl(qr) +D

γ

q
K′

l(qr)

τ−1Bϕ = −B ilγ

h2

1

r
Jl(hr) − A

iω

h

n2
1

c2
J′

l(hr) τ−1Bϕ = D
ilγ

q2

1

r
Kl(qr) + C

iω

q

n2
2

c2
K′

l(qr)

(12)

Ze spojitosti tečných složek (Ez, Eϕ, Bz a Bϕ) na rozhrańı vyplývá soustava rovnic

A Jl(ha) = C Kl(qa) (13)

B Jl(ha) = DKl(qa) (14)

A
lγ

(ha)2
Jl(ha) −B

ω

ha
J′

l(ha) = −C lγ

(qa)2
Kl(qa) +D

ω

qa
K′

l(qa) (15)

A
ω

ha

n2
1

c2
J′

l(ha) +B
lγ

(ha)2
Jl(ha) = −C ω

qa

n2
2

c2
K′

l(qa) −D
lγ

(qa)2
Kl(qa) (16)

která má v triviálńım př́ıpadě řešeńı A = B = C = D = 0. Nás ovšem bude zaj́ımat

netriviálńı př́ıpad, ve kterém z rovnic (13) – (15) spoč́ıtáme poměry mezi konstantami A,

B, C a D:

C

A
=

Jl(ha)

Kl(qa)
(17)

B

A
=

lγ

ω

[

1

(ha)2
+

1

(qa)2

] [

J′
l(ha)

ha Jl(ha)
+

K′
l(qa)

qaKl(qa)

]−1

(18)

D

A
=

Jl(ha)

Kl(qa)

B

A
(19)

Výrazné mı́sto má rovnice (18), která vyjadřuje poměr mezi složkami magnetického a elek-

trického pole ve směru osy z. Protože γ ≈ iβ, jsou veličiny Ez a Bz fázově posunuty o π/2.

Aby soustava rovnic (13) – (16) mohla mı́t netriviálńı řešeńı, muśı být determinant

této soustavy nulový. Tato skutečnost vede k rovnici

[

J′
l(ha)

ha Jl(ha)
+

K′
l(qa)

qaKl(qa)

] [

n2
1 J′

l(ha)

ha Jl(ha)
+
n2

2 K′
l(qa)

qaKl(qa)

]

= −
[

lγc

ω

(

1

(ha)2
+

1

(qa)2

)]2

(20)
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Řešeńı pole v SI vláknech pro l = 0

Nejdř́ıv budeme řešit jednodušš́ı př́ıpad pro l = 0, kdy se rovnice (13) – (16) redukuj́ı na

A J0(ha) = C K0(qa) (21)

B J0(ha) = DK0(qa) (22)

−B 1

ha
J′

0(ha) = D
1

qa
K′

0(qa) (23)

A
n2

1

ha
J′

0(ha) = −C n2
2

qa
K′

0(qa) (24)

Poděleńım rovnic (21) a (22) a rovnic (24) a (23) źıskáme vztahy A/B = C/D a An2
1/B =

Cn2
2/D, které mohou v nehomogenńım prostřed́ı (n1 6= n2) být zároveň spolněny pouze

dvěma zp̊usoby:

1. A = C = 0. Tyto př́ıpady se nazývaj́ı transverzálně elektrické (TE) módy, protože

jde o elektromagnetickou vlnu spoňuj́ıćı Ez = 0. Doplńıme-li podmı́nku A = C = 0

do soustavy rovnic (12), zjist́ıme, že v TE módech jsou složky Ez, Er a Bϕ nulové,

zat́ımco složky Eϕ, Bz a Br jsou všechny nenulové.

Protože rovnice (21) a (24) jsou v TE módech splněny automaticky, stač́ı už zaručit

jen současnou platnost rovnic (22) a (23), což v netriviálńım př́ıpadě vede k

J′
0(ha)

ha J0(ha)
= − K′

0(qa)

qaK0(qa)
(25)

Platnost rovnice (25) umožňuje, aby poměr B/A vypoč́ıtaný pomoćı (18) dosáhl

nekonečně velké hodnoty.

2. B = D = 0. Jde o tzv. transverzálně magnetické (TM) módy. Složky Eϕ, Bz a Br

zde jsou nulové narozd́ıl od složek Ez, Er a Bϕ.

Tentokrát jsou automaticky splněny rovnice (22) a (23). Ze vztah̊u (21) a (24)

vyplývá
n2

1 J′
0(ha)

ha J0(ha)
= −n

2
2 K′

0(qa)

qaK0(qa)
(26)

Podmı́nky (25) a (26) ovšem vyplývaj́ı také z rovnice (20), jej́ıž pravá strana je nyńı d́ıky

l = 0 nulová. Jak je vidět ze soustavy rovnic (12), optickým vláknem se nemůže š́ı̌rit vlna,

která by měla Ez = 0 i Bz = 0.

Dı́ky (86) a (95) můžeme zlomky s Besselovými funkcemi vyjádřit bez jejich derivaćı:

J′
l(ha)

ha Jl(ha)
= ± l

(ha)2
∓ Jl±1(ha)

ha Jl(ha)
(27)

J′
0(ha)

ha J0(ha)
= − J1(ha)

ha J0(ha)

K′
l(qa)

qaKl(qa)
= ± l

(qa)2
− Kl±1(qa)

qaKl(qa)
(28)

K′
0(qa)

qaK0(qa)
= − K1(qa)

qaK0(qa)

9
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Obrázek 2: Výraz (27) pro řády l = 0 − 3.

Tenkými svislými čarami jsou znázorněny

asymptoty v mı́stech, kde výraz (27) diver-

guje.

-10

-8

-6

-4

-2

 0

 0  1  2  3  4  5

K

qa

l=0

3

Obrázek 3: Výraz (28) pro řády l = 0

(černě), 1 (červeně), 2 (modře) a 3 (ze-

leně).

Výrazy (27) a (28) pro řády l = 0, 1, 2, 3 jsou vyneseny v grafech 2 a 3. Je vidět, že zlomek

(27) nabývá nekonečných hodnot v kořenech př́ıslušné Besselovy funkce.

Aby bylo možné vyřešit rovnice (25) a (26), je nutné vyjádřit vztah mezi argumenty

ha a qa. Z definice těchto veličin (8) a (9) vyplývá

(ha)2 + (qa)2 = k2
0a

2(n2
1 − n2

2)

Odmocninu pravé strany uvedené rovnice označ́ım V . Tato bezrozměrná veličina

V = k0 a
√

n2
1 − n2

2 (29)

je př́ımo úměrná frekvenci vedeného světla, nazývá se normovaná frekvence a hraje d̊uležitou

roli v následuj́ıćım výkladu. Výraz
√

n2
1 − n2

2 se nazývá numerická apertura a jeho význam

bude vysvětlen později. Pro součin qa tak źıskáváme vztah

qa =
√

V 2 − (ha)2 (30)

V následuj́ıćım kroku už můžeme řešit upravenou rovnici (25)

J1(ha)

ha J0(ha)
= − K1(qa)

qaK0(qa)
(31)

pro TE módy, resp. téměř totožnou rovnici

J1(ha)

ha J0(ha)
= −

(n2

n1

)2 K1(qa)

qaK0(qa)
(32)

pro TM módy. Grafické řešeńı je ukázáno na obr. 4, kde jsou modrou křivkou vyneseny

levá a červenou křivkou pravá strana rovnice (31) pro zvolenou hodnotu V = 8 v závislosti

na parametru ha. V pravé straně rovnice byl za výraz qa dosazen vztah (30). Pr̊useč́ıky
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modré a červené křivky odpov́ıdaj́ı r̊uzným řešeńım rovnice (31). Je vidět, že počet řešeńı

je závislý na velikosti normované frekvence V . Pokud normovaná frekvence bude menš́ı

než prvńı kořen Besselovy funkce řádu 0 (přibližně 2,405), nebude existovat žádné řešeńı

a vláknem se nebude š́ı̌rit žádný mód odpov́ıdaj́ıćı l = 0. Budeme-li zvyšovat hodnotu

normované frekvence, pak kdykoliv V překroč́ı kořen Besselovy funkce nultého řádu, objev́ı

se nové řešeńı (nový mód). Protože jde o transverzálně elektrické módy, označuj́ı se TE0m,

kde index 0 udává hodnotu l, zat́ımco druhý index m ř́ıká, o kolikáté řešeńı rovnice (31)

jde. V našem př́ıpadě, kdy bylo zvoleno V = 8, by se vláknem š́ı̌rily dva TE módy

s označeńım TE01 (odpov́ıdaj́ıćı prvńımu – levému – pr̊useč́ıku modré a červené křivky)

a TE02 (odpov́ıdaj́ıćı druhému pr̊useč́ıku). Téměř shodné výsledky bychom źıskali při

řešeńı rovnice (32) pro TM módy.

-2

-1

 0

 1

 2

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

ha

TE TE01 02
V

Obrázek 4: Levá (kreslená modře) a pravá (červeně) strana rovnice (31) pro V = 8.

Hodnota normované frekvence, při které se objev́ı nový mód, se označuje cut-off. Při

této hodnotě plat́ı pro nejvyšš́ı mód ha = V a tedy qa = 0, z čehoš podle (9) vyplývá

β = n2k0. Takovýto mód má proto fázovou rychlost shodnou s vlněńım, které by se š́ı̌rilo

pouze materiálem pláště vlákna. Při zvyšováńı normované frekvence vlnové č́ıslo β daného

módu v souladu s (9) poroste a v limitě V → ∞ dosáhne hodnoty β = n1k0. V této limitě

naopak fázová rychlost sledovaného módu neńı ovlivněna materiálem pláště a odpov́ıdá

indexu lomu jádra vlákna.
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Řešeńı pole v SI vláknech pro l 6= 0

Pro zjednodušeńı daľśıho zápisu zavedeme označeńı výraz̊u (27), (28) a pravé strany rov-

nice (20):

Jl ≡ J′
l(ha)

ha Jl(ha)

Kl ≡ K′
l(qa)

qaKl(qa)

L ≡ −
[

lγc

ω

(

1

(ha)2
+

1

(qa)2

)]2

(Protože γ je imaginárńı č́ıslo, je L ve skutečnosti kladné.) Rovnice (20) s t́ımto označeńım

źıskává tvar

(Jl + Kl) . (n
2
1Jl + n2

2Kl) = L

Protože l 6= 0 a pravá strana této rovnice už neńı nulová, vycháźı i poměr B/A ve

výrazu (18) nenulový a konečný. Pro l 6= 0 proto neexistuj́ı transverzálně elektrické ani

transverzálně magnetické módy, ale obě složky Ez a Bz maj́ı nenulovou amplitudu.

Vzhledem k Jl je (20) kvadratickou rovnićı se dvěma větvemi řešeńı

Jl = −n
2
1 + n2

2

2n2
1

Kl ±

√

(

n2
1 − n2

2

2n2
1

Kl

)2

+
L

n2
1

(33)

Když odmocninu v rovnici (33) přičteme, źıskáme řešeńı označovaná EH módy, naopak

řešeńı s odečteńım odmocniny vedou k tzv. HE mód̊um. Ve srovnáńı s HE módy maj́ı

EH módy slabš́ı složku Bz a silněǰśı Ez. Tomu odpov́ıdá i skutečnost, že kdybychom do

rovnice (33) dosadili l = 0, źıskali bychom pro EH módy rovnici (32), zat́ımco pro HE

módy rovnici (31). Pro označeńı jednotlivých mód̊u se symbol EH nebo HE opět doplňuje

dvěma indexy, z nichž prvńı udává hodnotu l a druhý o kolikáté řešeńı př́ıslušné větve

rovnice (33) pro dané l se jedná.

Abychom źıskali názorná grafická řešeńı, je vhodné rovnici (33) upravit

• pro EH módy na tvar

Jl+1(ha)

ha Jl(ha)
=

n2
1 + n2

2

2n2
1

Kl +
l

(ha)2
−

√

(

n2
1 − n2

2

2n2
1

Kl

)2

+
L

n2
1

(34)

• a pro HE módy:

Jl−1(ha)

ha Jl(ha)
= −n

2
1 + n2

2

2n2
1

Kl +
l

(ha)2
−

√

(

n2
1 − n2

2

2n2
1

Kl

)2

+
L

n2
1

(35)

Sĺıbená grafická řešeńı jsou pro l = 1 vynesena v grafech 5 a 6. Levé strany rovnic (34)

a (35) jsou zde vykresleny modře, pravé strany červeně. Za veličinu qa bylo opět dosazeno

ze vztahu (30). Důležitá je skutečnost, že mód HE11 je jediným módem, který se může
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Obrázek 5: Grafické řešeńı rovnice (34) pro

l = 1 a V = 8. Za zvolených podmı́nek

se levá (kreslená modře) a pravá (kreslená

červeně) strana rovnice prot́ınaj́ı ve dvou

bodech odpov́ıdaj́ıćıch dvěma EH1 mód̊um.
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Obrázek 6: Grafické řešeńı rovnice (35) pro

l = 1. Zvolená podmı́nka V = 8 vede ke

třem HE1 mód̊um. Podstatná je skutečnost,

že pr̊useč́ık odpov́ıdaj́ıćı módu HE11 exis-

tuje pro libovolnou hodnotu V .

š́ı̌rit vláknem při libovolné hodnotě normované frekvence V (viz obr. 6). Pokud je tedy

V < 2, 405 (2,405 je přibližná hodnota prvńıho kořene Besselovy funkce nultého řádu,

jde proto o cut-off mód̊u TE01 a TM01), bude se vláknem š́ı̌rit jen jediný vedený mód

HE11. Takové vlákno se nazývá jednomodové a v některých směrech má velice výhodné

vlastnosti. Při jeho výrobě se dostatečně ńızké hodnoty normované frekvence pro danou

vlnovou délku dosahuje malým rozd́ılem index̊u lomu n1 − n2 a malým poloměrem jádra

vlákna.

Grafická řešeńı rovnic (34) a (35) pro ostatńı řády l nebo podmı́nky vedoućı k jiné nor-

mované frekvenci si můžete vykreslit např. pomoćı funkce sestavené v programu matlab,

kterou lze pod jménem JKl2.m naj́ıt na ISu v adresáři učebńı materiály předmětu Opto-

elektronika (http://www.is.muni.cz/el/1431/podzim2007/F7450/).

Kompletńı řešeńı elektromagnetického pole v SI vlákně je superpozićı poĺı odpov́ı-

daj́ıćıch jednotlivým vedeným mód̊um i mód̊um zářivým. Př́ıspěvek zářivých mód̊u ale

můžeme v mnoha př́ıpadech d́ıky jejich velkému útlumu zanedbat.

Disperzńı relace v SI vláknech

Z pozic pr̊useč́ık̊u levé a pravé strany rovnice (34) nebo (35) můžeme pro jednotlivé módy

určit veličinu h a pomoćı (8) spoč́ıtat vlnové č́ıslo β. T́ımto postupem lze źıskat závislost

β(V ), která je vzhledem k př́ımé úměrnosti mezi V a ω disperzńı relaćı optického vlákna

se skokovou změnou indexu lomu. Graf disperzńı relace je na obr. ....... Na uvedeném grafu

je názorně vidět některé vlastnosti optických vláken:

• Pro ńızké hodnoty normované frekvence je vláknem veden jediný mód HE11. Roste-li

normovaná frekvence, roste i počet vedených mód̊u vlákna.
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• Fázová rychlost (ω/β) jednotlivých mód̊u s rostoućı hodnotou normované frekvence

klesá od hodnoty c/n2 (cut-off) k hodnotě c/n1 (pro V → ∞).

• Grupová rychlost (dω/dβ) naopak ve většině př́ıpad̊u roste. Výjimkou je např.

základńı mód HE11, jehož grupová rychlost při zvyšováńı V nejprve klesá a te-

prve později roste. Módy vyšš́ıch řád̊u maj́ı většinou menš́ı grupovou rychlost než

módy nižš́ıch řád̊u.

2.1.3 Lineárně polarizované módy v SI vláknech.

V některých vláknech, zejména jednomodových, je rozd́ıl mezi indexy lomu jádra a pláště

malý, tedy
n1 − n2

n1
≪ 1 (36)

Takové prostřed́ı se podobá homogenńımu, ve kterém se mohou š́ı̌rit jednoduché lineárně

polarizované elektromagnetické vlny. Následuj́ıćı kapitola se proto za předpokladu (36)

pokuśı optickému vláknu vnutit lineárně polarizované řešeńı Maxwellových rovnic, což

povede ke dvěma výhodám. Řešeńı by mělo být relativně snadné a umožńı jednoduché

zacházeńı s polarizovaným světlem.

V kpt. 2.1.2 jsme zjistili, že závislost složek elektrického a magnetického pole na

vzdálenosti od osy vlákna popisuj́ı Besselovy funkce. Předpokládejme tedy, že vlna pola-

rizovaná ve směru osy y má tvar

Ex = 0

Ey =



















A Jl(hr) ei(lϕ+ωt−βz) r ≤ a

BKl(qr) ei(lϕ+ωt−βz) r ≥ a

(37)

Tento předpoklad dosad́ıme do druhého páru Maxwellových rovnic:

iβEy + Ez,y = −iωBx iβBy +Bz,y = 0

Ez,x = iωBy Bz,x + iβBx = −i
ωn2

c2
Ey

Ey,x = −iωBz By,x − Bx,y = i
ωn2

c2
Ez

Vzhledem k (36) má normovaná frekvence malou hodnotu a plat́ı β ≫ h, q a Ez ≪ Ey.

Členy Ez,y a Ez,x se proto daj́ı zanedbat, což vede k By ≈ 0.

V následuj́ıćım kroku je třeba derivovat do Maxwellových rovnic dosazený vztah (37)

podle x a y. Derivace podle x a y se převedou na derivace podle r a ϕ pomoćı definic

r2 = x2 + y2 a ϕ = arctg (y/x), ze kterých vyplývaj́ı rovnice
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∂r

∂x
=

x

r
= cosϕ

∂ϕ

∂x
= − y

r2

∂r

∂y
=

y

r
= sinϕ

∂ϕ

∂y
=

x

r2

Dále se využij́ı vztahy pro Besselovy funkce

J′
l =

1

2
(Jl−1 − Jl+1) K′

l = −1

2
(Kl−1 +Kl+1)

l

x
Jl(x) =

1

2
[Jl−1(x) + Jl+1(x)]

l

x
Kl(x) =

1

2
[−Kl−1(x) +Kl+1(x)]

a aproximace ω/β ≈ c/n.

Uvedeným postupem źıskáme řešeńı (38):

r ≤ a r ≥ a

Ex = 0 Ex = 0

Ey = A Jl(hr) ei(lϕ+ωt−βz) Ey = BKl(qr) ei(lϕ+ωt−βz)

Ez =
hA

2β

[

Jl+1(hr) ei(l+1)ϕ + Ez =
qB

2β

[

Kl+1(qr) ei(l+1)ϕ −

+ Jl−1(hr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz) −Kl−1(qr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz)

Bx = −Aβ
ω

Jl(hr) e
i(lϕ+ωt−βz) Bx = −Bβ

ω
Kl(qr) e

i(lϕ+ωt−βz)

By ≈ 0 By ≈ 0

Bz = − ihA

2ω

[

Jl+1(hr) ei(l+1)ϕ − Bz = − iqB

2ω

[

Kl+1(qr) ei(l+1)ϕ +

− Jl−1(hr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz) + Kl−1(qr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz)

(38)

Stejným postupem dostaneme pro vlnu polarizovanou ve směru osy x řešeńı (39):

r ≤ a r ≥ a

Ex = A Jl(hr) ei(lϕ+ωt−βz) Ex = BKl(qr) ei(lϕ+ωt−βz)

Ey = 0 Ey = 0
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r ≤ a r ≥ a

Ez =
ihA

2β

[

Jl+1(hr) ei(l+1)ϕ − Ez =
iqB

2β

[

Kl+1(qr) ei(l+1)ϕ +

− Jl−1(hr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz) + Kl−1(qr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz)

Bx ≈ 0 Bx ≈ 0

By =
Aβ

ω
Jl(hr) e

i(lϕ+ωt−βz) By =
Bβ

ω
Kl(qr) e

i(lϕ+ωt−βz)

Bz =
hA

2ω

[

Jl+1(hr) ei(l+1)ϕ + Bz =
qB

2ω

[

Kl+1(qr) ei(l+1)ϕ −

+ Jl−1(hr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz) −Kl−1(qr) e
i(l−1)ϕ

]

ei(ωt−βz)

(39)

Stejně jako v předchoźı kapitole muśı i nyńı řešeńı splňovat podmı́nku spojitosti

tečných složek intenzit na rozhrańı jádra a pláště vlákna, což vede k rovnićım

A Jl(ha) = BKl(qa) (40)

ha
Jl+1(ha)

Jl(ha)
= qa

Kl+1(qa)

Kl(qa)
(41)

ha
Jl−1(ha)

Jl(ha)
= −qa Kl−1(qa)

Kl(qa)
(42)

S pomoćı rovnic (86) a (95) lze snadno dokázat, že vztahy (41) a (42) jsou ekvivalentńı

a také že z nich spolu s rovnićı (40) vyplývá Ah J′
l(ha) = BqK′

l(qa), tedy hladkost řešeńı

na hranici jádra a pláště. Hladkost řešeńı je v souladu s předpokladem (36).

Rovnici (42) lze jednoduše řešit graficky. Na obr. 7 je vynesena levá strana této rovnice

pro řády 0 – 3 a na obr. 8 jej́ı pravá strana. Vzledem k (87) lze lehce ukázat, že levá strana

rovnice (42) jde pro ha → 0 k hodnotě 2l. Pomoćı (30) je opět možné vynést obě strany

rovnice (42) do jednoho grafu, naj́ıt pr̊useč́ıky odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým řešeńım a z jejich

pozic určit vlnové č́ıslo β. Ukázka grafického řešeńı pro l = 0 a normovanou frekvenci

V = 8 je zobrazena v grafu 9. Jednotlivá řešeńı se označuj́ı symbolem LPlm, kde m udává,

o kolikáté řešeńı rovnice (42) př́ıslušné danému l jde. Je zřejmé, že řešeńı odpov́ıdaj́ıćı

módu LP01 existuje pro libovolnou hodnotu normované frekvence, zat́ımco ostatńı módy

se ve vlákně mohou vyskytnout jen po překročeńı př́ıslušného cut-off daného vztahem

Jl−1(V ) = 0 (43)

Vyřešeńım Maxwellových rovnic v optickém vlákně jsme mimo jiné źıskali prostorové

rozložeńı intenzity světla ve vlákně. Př́ıklady těchto rozložeńı, převzané z [2], jsou pro

několik LP mód̊u vyobrazeny na obr. 10 – 15. Prostorová souřadnice [0;0] na obrázćıch
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Obrázek 7: Levá strana rovnice (42) pro

řády l = 0 (černě), 1 (červeně), 2 (modře)

a 3 (zeleně).
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Obrázek 8: Pravá strana rovnice (42) pro

řády l = 0 − 3.

odpov́ıdá ose vlákna, v jednotkové vzdálenosti od ńı se nacháźı rozhrańı jádra a pláště.

Z obrázk̊u je vidět, že zat́ımco LP módy s l = 0 maj́ı alespoň lokálńı maximum na ose

vlákna, je intenzita zářeńı LP mód̊u s l 6= 0 na ose vlákna nulová. Kdybychom se chtěli

omezit na zjednodušenou představu paprskové optiky, názorně vysvětĺıme existenci mód̊u

s nulovou intenzitou zářeńı na ose vlákna pomoćı tzv. kosých paprsk̊u, viz kpt. 2.3.2.

Dále je vidět, že hodnota l úzce souviśı se symetríı řešeńı v̊uči úhlu ϕ, zat́ımco z hodnoty

druhého indexu konkrétńıho LP módu je možné vyč́ıst počet maxim intenzity na cestě

mezi osou vlákna a jeho okrajem.

Z řešeńı źıskáme také závislost β(V ), tedy disperzńı relaci jednotlivých LP mód̊u. Ta

je vynesena na obr. ... Stejně jako v kpt. 2.1.2 lze z grafu disperzńı relace vyč́ıst informace

o počtu mód̊u a o jejich grupové i fázové rychlosti.

Na prvńı pohled neńı vidět jasný vztah mezi přesným řešeńım vlnové rovnice v op-

tickém vlákně, tedy EH a HE módy, a přibližným řešeńım ve formě LP mód̊u. Počet mód̊u

souhlaśı, nebot’ dvě větve rovnice (33) nahrad́ı v př́ıpadě LP mód̊u dvě možné polarizace.

Je nápadné, že disperzńı relace mód̊u EHl−1,m a HEl+1,m téměř splývaj́ı (zcela splývaj́ı

v limitě n1 → n2) a že jsou podobné disperzńı relaci módu LPl,m. Skutečně lze ukázat, že

LPl,m módy jsou lineárńı kombinaćı mód̊u EHl−1,m a HEl+1,m.

Počet vedených mód̊u v SI vlákně

Pro ńızké hodnoty normované frekvence V < 2, 405 (tj. menš́ı než prvńı kořen Besselovy

rovnice nultého řádu) se vláknem může š́ı̌rit pouze mód LP01. Vždy když normovaná

frekvence překroč́ı nějaký kořen Besselovy funkce, tedy cut-off daný rovnićı (43), může

být ve vlákně vybuzen nový vedený mód. Pro malé hodnoty normované frekvence lze

počet mód̊u přesně spoč́ıtat např. pohledem na graf disperzńıch relaćı, pro velké hodnoty

V lze použ́ıt následuj́ıćı aproximace.
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Obrázek 9: Levá (kreslená modře) a pravá (červeně) strana rovnice (42) pro l = 0 a V = 8.

Pro velké hodnoty normované frekvence lze využ́ıt limity (88), rovnici (43) přepsat na

Vlm − (l − 1)π

2
− π

4
= mπ +

π

2
m ∈ Z

a po zanedbáńı π/4 źıskat podmı́nku pro cut-off

Vlm ≈ lπ

2
+mπ (44)

Pro danou normovanou frekvenci V se tedy vláknem mohou š́ı̌rit všechny módy splňuj́ıćı

Vlm ≤ V , tedy módy lež́ıćı uvnitř plochy trojúhelńıku nakresleného na obr. 16. Protože

každému bodu odpov́ıdaj́ı dvě řešeńı pro kladnou a zápornou hodnotu l a dvě r̊uzné

polarizace, je výsledný počet možných mód̊u přibližně dán výrazem

N(V ) ≈ 4

(

V

π

)2

(45)

Výkon přenášený pláštěm a jádrem

Intenzitu světla přenášeného vláknem źıskáme výpočtem z-ové složky Poyntingova vek-

toru

Sz =
1

2
Re(ExH

∗
y − EyH

∗
x) (46)

což s použit́ım (38) nebo (39) vede k

Sz =



















β

2ωµ
|A|2 J2

l (hr) r ≤ a

β

2ωµ
|B|2 K2

l (qr) r ≥ a

(47)
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Obrázek 10: Rozložeńı intenzity světla v op-

tickém vlákně odpov́ıdaj́ıćı modu LP01.

Obrázek 11: Rozložeńı intenzity světla v op-

tickém vlákně odpov́ıdaj́ıćı modu LP03.

Špatný obrázek!!!

Obrázek 12: Mód LP11. Obrázek 13: Mód LP12.

Obrázek 14: Mód LP22. Obrázek 15: Mód LP41. Obr. 10 – 15 byly

převzaty z [2]
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Obrázek 16: Vedené módy splňuj́ı podmı́nku V ≥ lπ/2 + mπ a lež́ı proto uvnitř plo-

chy znázorněného trojúhelńıku. Každému bodu odpov́ıdaj́ı čtyři módy lǐśıćı se polarizaćı

a znaménkem l.

Pomoćı vztah̊u pro integraci Besselových funkćı a podmı́nek (40) – (42) dostaneme pro

výkon přenášený jádrem (Pcore), pláštěm (Pclad) a celým vláknem (P )

Pcore =

2π
∫

0

dϕ

a
∫

0

dr rSz =
βa2π

2ωµ
|A|2

[

J2
l (ha) − Jl−1(ha) Jl+1(ha)

]

(48)

Pclad =

2π
∫

0

dϕ

∞
∫

a

dr rSz = −βa
2π

2ωµ
|A|2

[

J2
l (ha) +

(

h

q

)2

Jl−1(ha) Jl+1(ha)

]

(49)

P = Pcore + Pclad = −βa
2π

2ωµ
|A|2

(

1 +
h2

q2

)

Jl−1(ha) Jl+1(ha) (50)

Názorný je pod́ıl výkonu přenášeného pláštěm

Pclad

P
=

1

V 2

[

(ha)2 + (qa)2 J2
l (ha)

Jl−1(ha) Jl+1(ha)

]

, (51)

který je pro množstv́ı LP mód̊u vynesen v grafu .... Je vidět, že se zvyšuj́ıćı se normovanou

frekvenćı se jednotlivé módy stahuj́ı do jádra a že mód nejlépe uzavřený v jádře je LP01.

Pr̊uběh křivek v grafu ... souhlaśı s výše popsaným chováńım fázové rychlosti. Když

normovaná frekvence odpov́ıdá cut-off nějakého módu, je tento mód plně veden pláštěm

vlákna, a proto jeho fázová rychlost odpov́ıdá materiálu pláště. S r̊ustem normované

frekvence se zářeńı daného módu soustřed’uje do jádra, takže i jeho fázová rychlost je

stále v́ıce ovlivněna materiálem jádra (které má vyšš́ı index lomu než plášt’) až v limitě

V → ∞ je zářeńı sledovaného módu zcela uzavřeno v jádře a fázová rychlost je určena

pouze materiálem jádra.
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V praxi se u jednomodových vláken jako měř́ıtko uzavřeńı zářeńı do bĺızkého okoĺı

osy jádra často uvád́ı tzv. parametr MFD (mode field diameter, pr̊uměr vidového pole).

Jedná se o pr̊uměr oblasti, ve které je intenzita zářeńı větš́ı nebo rovna 0,135-násobku (tj.

1/e2) maximálńı intenzity zářeńı (na ose vlákna).

2.2 Útlum zářeńı v optických vláknech

Tato kapitola se zabývá útlumem zářeńı v křemenných vláknech, protože pouze ta jsou

dnes použ́ıvána při dálkové optické komunikaci. Spektrálńı závislost útlumu v křemenném

vlákně ukazuje obr. .... Útlum je zp̊usoben absorpćı a rozptylem.

2.2.1 Absorpčńı ztráty

K pohlcováńı zářeńı vedeného optickým vláknem docháźı d́ıky absorpci v křemenném

skle i vlivem př́ıměśı. Protože na dálkových přenosech se použ́ıvá předevš́ım infračervené

zářeńı, nemá ultrafialový absorpčńı pás SiO2 na přenos zářeńı prakticky žádný vliv.

Výrazným omezuj́ıćım faktorem je ale absorpce křemenem v infračervené oblasti, která

se zač́ıná výrazně projevovat při vlnových délkách nad 1,6µm.

Důvodem, proč do r. 1970 nebylo prakticky možné optická vlákna použ́ıvat, je výrazná

absorpce př́ıměsemi. Např. jen 1 ppm iont̊u Fe2+ zp̊usobuje na vlnové délce svého ab-

sorpčńıho ṕıku 1,1µm útlum 0,68 dB/km nebo 1 ppm iont̊u Cu2+ na 850 nm útlum 1,1 dB/km.

Při výrobě opt. vláken je proto nutné vyloučit kontaminaci materiálu vlákna absorbuj́ıćımi

př́ıměsemi.

Daľśı problematickou látkou je voda, které je poměrně obt́ıžné zabránit ve vniknut́ı

do vláken, at’ už při výrobě nebo během použ́ıváńı vlákna. Voda vždy obsahuje aniont

OH−, který má absorpčńı ṕıky m.j. na vlnových délkách 1,38µm a 1,24µm, které jsou při

koncentraci 1 ppm zodpovědné za útlum 4,0 dB/km a 2,0 dB/km, respectively. Pro vlnové

délky v bĺızkosti IČ absorpčńıho pásu tak z̊ustávaj́ı v křemenných vláknech pouze dvě

vysoce propustná spektrálńı okna, a to kolem vlnových délek 1,55 a 1,3µm. Na vlnové

délce 1,55µm se dosahuje útlumu pod 0,2 dB/km, který je zp̊usoben zejména rozptylem

zářeńı.

2.2.2 Zářivé ztráty

Za rozptyl zářeńı v optických vláknech je zodpovědný zejména Rayleigh̊uv rozptyl, tedy

rozptyl na nehomogenitách s rozměry menš́ımi než je vlnová délka světla. Tentýž jev

zp̊usobuje např. modré zbarveńı oblohy. Útlum daný Rayleighovým rozptylem (αR) klesá

se čtvrtou mocninou vlnové délky

αR(λ) = αR(λ0)

(

λ0

λ

)4

, (52)

pro křemenná vlákna dosahuje na 1,55µm hodnoty 0,15 dB/km a v druhém absorpčńım

okně na 1,3µm hodnoty 0,31 dB/km. Kv̊uli Rayleighovu rozptylu je snaha vyvinout op-
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tická vlákna z materiál̊u, které by měly hranu IČ absorpčńıho pásu posunutou do vyšš́ıch

vlnových délek. Jsou proto zkoumána fluoridová skla, která absorbuj́ı až kolem 50µm.

Posun vlnové délky procházej́ıćıho zářeńı nad 2µm by totiž potlačeńım Rayleighova roz-

ptylu sńıžil útlum ve vláknech na hodnoty pod 0,01 dB/km a umožnil tak konstruovat

optické trasy se zesilovači po v́ıce než 1000 km. K rozptylu přisṕıvaj́ı i př́ıměsi použ́ıvané

k nastaveńı správného indexu lomu skla (např. GeO2, P2O5). Jednomodová vlákna tak

maj́ı menš́ı útlum než vlákna mnohomodová nejenom d́ıky nejkratš́ı dráze, kterou v nich

paprsek muśı proj́ıt, ale také d́ıky ńızkému dopováńı jádra př́ıměsemi. (Index lomu jádra

jednomodového vlákna totiž nesmı́ být o mnoho větš́ı než index lomu pláště, aby normo-

vaná frekvence byla dostatečně ńızká a vláknem se mohl š́ı̌rit pouze jeden mód.) Stoj́ı za

zmı́nku, že jednotlivé módy ve v́ıcemodovém vlákně se lǐśı i svoj́ı hodnotou útlumu.

K vyzařováńı z vlákna docháźı také vlivem nedokonalost́ı vlákna, např. geometrickými

nepřesnostmi rozhrańı jádra a pláště, at’ už pocházej́ıćımi z výroby nebo vyvolanými

vněǰśım tlakem. Zdrojem ztrát jsou dále spoje vláken a ohyby vláken.

2.2.3 Zesilovače zářeńı

Při přenosu zářeńı optickými vlákny na vzdálenosti větš́ı než přibližně 100 km je nutné

utlumené zářeńı ześılit. Nejstarš́ı možnost́ı je použ́ıt tzv. opakovač – přeměnit optický

signál na elektrický a do navazuj́ıćıho úseku optického kabelu poslat nový, ześılený optický

signál. Výhodou opakovač̊u je, že jednoduše umožňuj́ı opravit tvar pulz̊u a odstranit tak

vliv disperze. Mezi jejich zásadńı nevýhody patř́ı např. nemožnost zesilovat jedńım opa-

kovačem v́ıce kanál̊u WDM (vlnových délek) zároveň. Elegantněǰśı řešeńı útlumu nab́ızej́ı

zesilovače, při kterých signál nemuśı být v̊ubec vyvázán z optického vlákna.

Takovými zesilovači jsou v prvńı řadě vlákna dopovaná prvky vzácných zemin, zejména

erbiem (EDFA, erbium-doped fiber amplifiers), které umožňuje zesilovat zářeńı s vlnovýmı́

délkami bĺızkými 1550 nm, př́ıp. ytterbiem, praseodymem, thuliem nebo jinými prvky.

Princip EDFA spoč́ıvá ve stimulované emisi excitovaných iont̊u Er3+ vyvolané procházej́ı-

ćım signálem. Ionty Er3+ jsou do excitovaného stavu vybuzené absorpćı zářeńı s vlnovou

délkou 980 nm nebo 1480 nm. To je do vlákna ze zdroje (laserové diody) přivedeno pomoćı

vhodného vazebńıho členu, který naváže čerpaćı zářeńı do vlákna, j́ımž procháźı zesilovaný

signál, ale nevyváže z něj signály na vlnové délce kolem 1550 nm. EDFA zesiluj́ı zářeńı

mezi 1525 a 1570 nm s maximálńım ziskem na vlnové délce bĺızké 1530 nm.

Druhou možnost́ı, jak optický signál ześılit př́ımo ve vlákně, je využ́ıt stimulovaného

Ramanova rozptylu. Do vlákna je opět navázáno čerpaćı zářeńı s vlnovou délkou menš́ı

než je vlnová délka zesilovaného signálu. Při stimulovaném Ramanově rozptylu odevzdá

foton čerpaćıho zářeńı část své energie materiálu vlákna ve formě fononu a zbytek energie

si odnáš́ı nový foton, jenž je ve stejném stavu jako zářeńı zesilovaného signálu, které

stimulovaný rozptyl podńıtilo.

K ześıleńı optického signálu lze použ́ıt také stimulovanou emisi zářeńı v polovodičové

diodě, podobně jako v polovodičových laserech. Polovodiče běžně zesiluj́ı zářeńı ve spek-
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φ
α jádro 

plášt’ 

Obrázek 17: Trajektorie meridiánových paprsk̊u v SI vlákně. Zeleně označený paprsek se

na rozhrańı jádra a pláště láme a je rychle vyzářen ven z vlákna, červeně označený paprsek

se totálně odráž́ı a je vláknem veden. sinφ se nazývá numerická apertura vlákna.

trálńım rozsahu 850 až 1600 nm, ale kv̊uli množstv́ı šumu, malému zisku a značné neli-

nearitě se na dálkových datových linkách nepouž́ıvaj́ı.

2.3 Paprsková optika

2.3.1 Numerická apertura

Zobrazeńım dráhy paprsk̊u v optickém vlákně źıskáme d̊uležitou veličinu nazývanou nume-

rická apertura vlákna, běžně označovanou NA. Jde o sinus maximálńıho úhlu, pod kterým

mohou paprsky dopadnout na vstup vlákna, aby ještě došlo na rozhrańı jádra a pláště

k totálńımu odrazu (viz obr. 17) a aby tedy paprsky byly vláknem vedeny. Numerická

apertura proto označuje, z jak velké oblasti je vlákno schopné přij́ımat zářeńı.

Hodnotu numerické aperture lze jednoduše spoč́ıtat. Maximálńı úhel dopadu paprsku

na rozhrańı jádra a pláště, pro který ještě dojde k totálńımu odrazu, je

α = arcsin
n2

n1
(53)

Odpov́ıdaj́ıćı vstupńı úhel φ spoč́ıtáme ze Snellova zákona

sin φ = n1 sin
(π

2
− α

)

= n1 cosα

a s pomoćı n1 sinα = n2 dostáváme pro hodnotu numerické apertury

NA = sinφ =
√

n2
1 − n2

2, (54)

tedy výraz, který už vystupoval v definici normované frekvence (29) a na kterém mimo

jiné záviśı počet vedených mód̊u.

2.3.2 Klasifikace paprsk̊u

Paprsky v optickém vlákně můžeme rozdělit na ty, které se na rozhrańı jádro – plášt’

lámou a jsou z vlákna rychle vyzářeny, a na vedené paprsky. Třet́ı speciálńı kapitolu

představuje zářeńı, které z jádra uniká tunelováńım, jež je umožněno bud’ př́ıtomnost́ı

bĺızkého prostřed́ı s indexem lomu větš́ım než je index lomu pláště (např. bĺızký světlovod),
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Obrázek 18: Pr̊umět trajektorie me-

ridiánového (červeně) a kosého (modře)

paprsku v SI vlákně do roviny xy. Černý

kruh označuje hranici jádra a pláště.

min

rmax

r

Obrázek 19: Pr̊umět trajektorie kosých

paprsk̊u v obecném gradientńım (modrá

křivka) a parabolickém (zelená elipsa)

vlákně do roviny xy.

nebo ohybem vlákna. Dráha, kterou tuneluj́ıćı se zářeńı uraźı uvnitř vlákna než je vyvázáno

ven, může nabývat velmi r̊uzných hodnot, pouze několik milimetr̊u nebo i kilometrové

vzdálenosti.

Daľśı děleńı paprsk̊u je založeno na tom, zda paprsek procháźı osou vlákna:

1. Meridiánové paprsky jsou ty, které během letu vláknem pravidelně procházej́ı jeho

osou. Jde-li o vedené paprsky, pak v cylindricky symetrickém vlákně je pr̊umětem

jejich dráhy do roviny xy úsečka. Tato úsečka konč́ı v SI vláknech na rozhrańı jádra

a pláště. V gradientńıch vláknech, kde index lomu vlákna neńı konstantńı (obr. 1),

konč́ı uvnitř jádra ve vzdálenosti od osy dané hodnotou invariantu I1 (kpt. 2.3.3).

Speciálńım př́ıpadem gradientńıch vláken jsou tzv. parabolická vlákna (kpt. 2.4.1).

Lze ukázat, že trajektorie meridiánového paprsku je v nich popsaná rovnićı

r(z) ∝ cos

[

NA

aI1
(z − z1)

]

2. Kosé (mimoosé) paprsky naopak nikde osu vlákna neprot́ınaj́ı, jejich vzdálenost

od osy osciluje mezi danou minimálńı a maximálńı hodnotou. Narozd́ıl od me-

ridiánových paprsk̊u je invariant I2 (kpt. 2.3.3) kosých paprsk̊u nenulový. Pr̊umět

trajektorie kosých paprsk̊u do roviny xy je nakreslen na obr. 18 a 19. Kosé paprsky

názorně zd̊uvodňuj́ı existenci mod̊u s nulovou intenzitou na ose vlákna.

V parabolických vláknech má pr̊umět trajektorie do roviny xy tvar elipsy. Speciálńımi

př́ıpady elipsy jsou úsečka prot́ınaj́ıćı osu jádra, která odpov́ıdá meridiánovému pa-

prsku, a kružnice odpov́ıdaj́ıćı paprsku pohybuj́ıćımu se po šroubovici s konstantńım

poloměrem. Závislost r(z) popisuj́ıćı trajektorii paprsku v parabolickém vlákně má

tvar

r2 = C1 + C2 cos

[

2NA

aI1
(z − z1)

]

C2 ≤ C1 (55)
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Př́ıpad C1 = C2 odpov́ıdá meridiánovému paprsku, př́ıpadC2 = 0 popisuje zmı́něnou

šroubovici s konstantńım poloměrem.

2.3.3 Invarianty š́ı̌reńı paprsku v optickém vlákně

Z válcové symetrie optického vlákna vyplývá existence dvou invariant̊u, tedy veličin, které

se během letu paprsku vláknem zachovávaj́ı. Prvńı invariant I1 lze jednoduše odvodit

z paprskové rovnice ve tvaru (101). Protože index lomu se ve směru osy z neměńı, plat́ı

d

ds

(

n
dz

ds

)

= 0

n
dz

ds
= konst.

Označ́ıme-li úhel mezi vlnovým vektorem a osou vlákna ϑ, źıskáme tvar prvńıho invariantu

I1 = n cosϑ (56)

Je logické, že mezi invariantem I1 a vlnovým č́ıslem β je úzký vztah

β = k0I1, (57)

nebot’ vlnové č́ıslo je také invariantem řešeńı Maxwellových rovnic ve vlákně (3).

Druhý invariant I2 můžeme odvodit podobným zp̊usobem, jakým je v kpt. 5.3 odvo-

zena paprsková rovnice. Vyjádř́ıme veličinu L definovanou výrazem (99) v cylindrických

souřadnićıch

L = n
√

1 + ṙ2 + (rϕ̇)2,

kde

ṙ =
dr

dz
a ϕ̇ =

dϕ

dz
,

a v rovnici analogické vztahu (100) využijeme válcové symetrie vlákna (∂n/∂ϕ = 0):

d

dz

(

∂L

∂ϕ̇

)

= 0

nr2ϕ̇
√

1 + ṙ2 + (rϕ̇)2
= konst.

Protože ds/dz =
√

1 + ṙ2 + (rϕ̇)2, uprav́ıme na

I1r
2ϕ̇ = konst. (58)

a aby i druhý invariant byl bezrozměrný, definujeme v souladu s literaturou

I2 = I1
r2

a

dϕ

dz
. (59)

Pro meridiánové paprsky je I2 = 0.
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Obrázek 20: Trajektorie paprsk̊u v SI

vlákně. Zeleně označený paprsek muśı

překonat deľśı dráhu než červeně označený

paprsek.

Obrázek 21: Trajektorie paprsk̊u v gradi-

entńım vlákně. Zeleně označený paprsek

se pohybuje v prostřed́ı s nǐzš́ım indexem

lomu.

Existence invariantńıch výraz̊u pomůže spoč́ıtat trajektorii paprsku v optickém vlákně.

Protože

I1 =
n(r)

√

1 + ṙ2 + (rϕ̇)2

źıskáme diferenciálńı rovnici

ṙ = ±
√
f

I1
(60)

f ≡ n2(r) − I2
1 − I2

2

(a

r

)2

jej́ımž řešeńım je kýžená závislost r(z). V následuj́ıćım kroku je možné řešeńım dife-

renciálńı rovnice

ϕ̇ =
aI2
r2I1

(61)

źıskat závislost ϕ na r nebo z. Trpěliv́ı matematikofilové mohou uvedené rovnice aplikovat

na parabolické vlákno a odvodit závěry popsané v kpt. 2.3.2.

2.4 Disperze v optických vláknech

Disperze, neboli rozšǐrováńı pulz̊u pośılaných optickým vláknem, má spolu s útlumem

zásadńı omezuj́ıćı vliv na rychlost přenosu dat. Disperze má v optických vláknech několik

př́ıčin: modová disperze (která je nejvýrazněǰśı), materiálová, vlnovodová, polarizačńı

a nelineárńı disperze.

2.4.1 Modová disperze, gradientńı vlákna

Š́ı̌ŕı-li se světelný pulz v́ıcemodovým vláknem, rozděĺı se jeho energie do několika mod̊u,

z nichž každý má svoji grupovou rychlost. Na výstupu vlákna délky L tak dojde k rozš́ı̌reńı

krátkého pulzu na dobu L/vmin − L/vmax, kde vmin je grupová rychlost nejpomaleǰśıho

a vmax nejrychleǰśıho módu. Rozd́ılná grupová rychlost je přirozená, protože módy se lǐśı

hodnotou vlnového č́ısla β, tj. i úhlem, který jejich paprsky sv́ıraj́ı s osou z a paprsky

r̊uzných mód̊u tak muśı ve vlákně překonat odlǐsné vzdálenosti (viz obr. 20).
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Důmyslný zp̊usob jak minimalizovat modovou disperzi představuj́ı tzv. gradientńı

vlákna, tedy vlákna ve kterých docháźı ke spojitému poklesu indexu lomu n(r) v jádře.

Př́ıklad profilu indexu lomu gradientńıho vlákna je na obr. 1. I v gradientńıch vláknech

sice paprsky s nižš́ı hodnotou vlnového č́ısla β (tj. sv́ıraj́ıćı s osou vlákna větš́ı úhel ϑ)

muśı překonat deľśı dráhu, zato ale pronikaj́ı do oblasti s menš́ım indexem lomu a pohy-

buj́ı se proto větš́ı rychlost́ı. Optimálńı profil indexu lomu proto minimalizuje modovou

disperzi mnohomodvých vláken.

Spoč́ıtat hodnotu modové disperze ve vláknech s velkou hodnotou normované frekvence

lze pomoćı paprskové optiky. Čas, který paprsek potřebuje k uražeńı vzdálenosti dz je

dt =
n dz

c cosϑ
=
n2 dz

cI1
(62)

Většinu běžných profil̊u indexu lomu jádra lze přibližně popsat výrazem

n2 = n2
1

[

1 − 2∆n

(r

a

)q]

pro r ≤ a (63)

∆n =
n2

1 − n2
2

2n2
1

≈ n1 − n2

n1
(64)

kde n1 je maximálńı index lomu na ose vlákna, n2 index lomu pláště a q parametr popisuj́ıćı

tvar profilu. Hodnota q = ∞ odpov́ıdá profilu SI vlákna, vlákno s q = 2 se nazývá

parabolické. Po dosazeńı (63) do (62) źıskáme

t =
n2

1

cI1
L − 2∆nn

2
1

cI1

L
∫

0

(r

a

)q

dz

Výraz n2
1L/(cI1) označuje čas, za který by paprsek proletěl vlákno s konstantńım indexem

lomu n1. Jak je spoč́ıtáno v dodatku 5.4, plat́ı pro integrál

L
∫

0

(r

a

)q

dz =
n2

1 − I2
1

n2
1∆n(q + 2)

L

Pro čas, který paprsek charakterizovaný invariantem I1 potřebuje k překonáńı délky L

gradientńıho vlákna s profilem popsaným parametrem q, dostáváme

t =

[

n2
1

cI1
− 2(n2

1 − I2
1 )

c (q + 2)I1

]

L =

[

n2
1q

c (q + 2)

1

I1
+

2

c (q + 2)
I1

]

L (65)

Tento výsledek je nezávislý na hodnotě invariantu I2. Závislost (65) je pro několik hodnot

q nakreslena na obr. 22.

Pro vedené paprsky I1 ∈<n2;n1), takže pro časový rozptyl mod̊u plat́ı

t

L
(I1 = n2) −

t

L
(I1 = n1) =

n2
1q − n1n2(q + 2) + 2n2

2

cn2(q + 2)
(66)

V optimálńım př́ıpadě (levá strana rovnice je nulová)

q = 2
n2

n1
≈ 2 (67)
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Obrázek 22: Převrácená hodnota grupové rychlosti paprsk̊u spoč́ıtaná podle (65) pro

několik hodnot parametru q ve vlákně s n1 = 1,46 a ∆n = 0,01. Červená křivka (q = 1,98)

odpov́ıdá ideálńımu profilu podle (67), modrá křivka SI vláknu. Všechny křivky se pro

I1 = n1 sb́ıhaj́ı v hodnotě n1/c.

což vysvětluje význačné postaveńı parabolických vláken. Jsou to vlákna, ve kterých je vliv

modové disperze minimalizován. Modovou disperzi lze samozřejmě zcela potlačit použit́ım

jednomodových vláken. Výraz (66) nabývá pro SI a parabolická vlákna hodnot

q = ∞:
n1

cn2
(n1 − n2) pro n1 = 1,46 a ∆n = 0,01 vycháźı: 49 ns/km

q = 2:
1

2cn2

(n1 − n2)
2 0,25 ns/km

Vztah (66) přestává platit na př́ılǐs dlouhých vzdálenostech, kde se již začne uplatňovat

mezimodová vazba – přenos energie mezi módy s podobnými konstantami β zp̊usobený

drobnými nehomogenitami vlákna. Rozš́ı̌reńı pulzu v dlouhém vlákně nemuśı být d́ıky

mezimodové vazbě př́ımo úměrné L, ale
√
L.

2.4.2 Materiálová disperze

I pokud eliminujeme modovou disperzi, materiál vlákna je disperzńım prostřed́ım s relaćı

k =
n(ω)

c
ω (68)

Grupovou rychlost

vg =
dω

dk
(69)

spoč́ıtáme derivováńım
1

vg

=
dk

dω
=

1

c

(

ω
dn

dω
+ n

)

(70)
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Obrázek 23: Index lomu křemenného skla

v závislosti na vlnové délce.
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Obrázek 24: Druhá derivace závislosti n(λ)

křemenného skla.

a vyjádř́ıme pomoćı vlnové délky

ω
dn

dω
= −λdn

dλ

(λ je vlnová délka, kterou by studované zářeńı mělo ve vakuu). Pro čas, který pulz zářeńı

o této vlnové délce potřebuje k pr̊uletu vláknem délky L dostáváme

t =
L

c

(

n− λ
dn

dλ

)

(71)

Po daľśım zderivováńım dostáváme pro rozptyl grupových čas̊u pulzu složeného z vlnových

délek v rozmeźı ∆λ

∆t ≈ −L
c
λ

d2n

dλ2
∆λ (72)

kde

D =
1

L

dt

dλ
= −λ

c

d2n

dλ2
(73)

se nazývá disperzńı koeficient. Závislost indexu lomu křemenného skla a jej́ı druhá derivace

vystupuj́ıćı v disperzńım koeficientu jsou vyneseny v grafech 23 a 24.

2.4.3 Vlnovodová disperze

Protože křivky na grafu s disperzńı relaćı nejsou př́ımky (viz obr. ...), závisela by grupová

rychlost každého modu na vlnové délce i ve vlákně vyrobeném z nedisperzńıho materiálu.

Tento jev se nazývá vlnovodová disperze. Když známe závislost β(V ), spoč́ıtáme jej́ı

koeficient:

D =
d

dλ

(

1

vg

)

=
d

dλ

(

dβ

dω

)

=
d

dλ

(

dβ

dω

V

ω

)

=
V

ω

d2β

dV 2

dV

dλ
= − V 2

2πc

d2β

dV 2
(74)

Nejv́ıce nás bude zaj́ımat vlnovodová disperze v jednomodových vláknech, kde jej́ı vliv

neńı přehlušen modovou disperźı. Jak je vidět na obr. ..., je v jednomodových vláknech
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Obrázek 25: Schémata profil̊u indexu lomu pro SI vlákno, vlákno s posunutou disperźı,

disperzi kompenzuj́ıćı vlákno a vlákno s vyhlazenou disperźı.

pro malé hodnoty normované frekvence d2β/dV 2 > 0, disperzńı koeficient je zde proto

záporný.

Disperzńı relace optického vlákna a t́ım i jeho vlnovodová disperze záviśı na profilu

indexu lomu vlákna. Jak bude ukázáno v následuj́ıćı kapitolce, lze změnou závislosti n(r)

výhodně měnit velikost vlnovodové disperze.

2.4.4 Chromatická disperze – společný vliv materiálové a vlnovodové disperze

Protože materiálová i vlnovodová disperze záviśı na spektrálńı š́ı̌rce optického pulzu,

nazývá se jejich společný vliv chromatická disperze. Jej́ı koeficient v SI vlákně je vyne-

sen do grafu .... Je vidět, že pro vlnovou délku přibližně 1,3µm je materiálová disperze

kompenzována vlnovodovou a celkový koeficient chromatické disperze je nulový. Na této

vlnové délce optická vlákna vykazuj́ı zároveň velmi malý útlum, což vysvětluje velkou

oblibu jednomodových SI vláken v minulosti.

Později bylo změnou profilu indexu lomu (obr. 25) dosaženo takového zvětšeńı vlno-

vodové disperze, že se vlnová délka nulového koeficientu chromatické disperze posunula

na 1,55µm, tedy do nejhlubš́ıho minima útlumu křemenných vláken. Takováto vlákna se

označuj́ı vlákna s posunutou disperźı nebo DSF (dispersion-shifted fibers) a jsou použ́ıvána

v současnosti.

V době, kdy se zavedla DSF a s nimi zdroje i detektory pracuj́ıćı na vlnové délce

1,55µm, fungovaly po světě deśıtky milion̊u kilometr̊u
”
konvenčńıch“ jednomodových SI

vláken (CSF, conventional single-mode fibers) optimalizovaných pro 1,3µm, která ovšem

na 1,55µm vykazovala velkou disperzi. Extrémńım zvýšeńım vlnovodové disperze byla

proto vyvinuta tzv. disperzi kompenzuj́ıćı vlákna (DCF, dispersion compensating fibers)

s velkou zápornou hodnotou koeficientu chromatické disperze pro vlnovou délku 1,55µm.

Zapojeńım relativně krátkého (stovky metr̊u až kilometry) úseku DCF za optickou trasu

tvořenou jednomodovým SI vláknem, jehož koeficient chromatické disperze je na 1,55µm

kladný, bylo možné kompenzovat disperzi ve stávaj́ıćı trase bez drahého vyměňováńı

p̊uvodńıho vlákna a použ́ıvat ji na vlnové délce 1,55µm. Závislost koeficientu chromatické

disperze pro CSF, DSF i DCF jsou ukázaná v grafu ....

Zbývá zmı́nit tzv. vlákna s vyhlazenou disperźı (DFF, dispersion flattened fibers),

která dosahuj́ı téměř nulové chromatické disperze na obou použ́ıvaných vlnových délkách,

1,3 i 1,55µm. Profily indexu lomu CSF, DSF, DCF a vláken s vyhlazenou disperźı jsou

schematicky zobrazena na obr. 25.
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Obrázek 26: Funkce impulzové odezvy je časový pr̊uběh intenzity světla na výstupu vlákna,

do kterého vstoupil pulz ve tvaru delta funkce.
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Obrázek 27: Přenosová funkce.

2.4.5 Polarizačńı disperze

V jednomodových vláknech se při přenosu na velké vzdálenosti může projevit i rozd́ılná

rychlost zářeńı s opačnou polarizaćı zp̊usobená nedokonalou kruhovou symetríı vlákna.

2.4.6 Nelineárńı disperze

Velká intenzita světla ve vlákně může vést k nelineárńım jev̊um, při kterých např. index

lomu je funkćı intenzity světla. Nelineárńı jevy opět vedou k disperzi a v př́ıpadě WDM

k nežádoućım jev̊um jako je čtyřvlnné směšováńı. Na druhé straně ale mohou být využity

ke kompenzaci chromatické disperze. Vzniknou tak solitony š́ı̌ŕıćı se vláknem prakticky

beze změny svého tvaru (např. i na vzdálenosti stovky Gm).

2.4.7 Š́ı̌rka pásma a daľśı veličiny popisuj́ıćı disperzi

Funkce impulzové odezvy je odezvou optického vlákna na vstupńı pulz ve tvaru delta

funkce (viz obr. 26). Š́ı̌rku funkce impulzové odezvy můžeme nazývat časová odezva

vlákna. Ta udává nejkratš́ı možný časový rozestup mezi dvěma pulzy, které se po pr̊uletu

vláknem nepřekryj́ı.

Fourierovou transformaćı funkce impulzové odezvy je přenosová funkce. Jej́ı ab-

solutńı hodnota má názorný význam: Pokud frekvenćı fM modulujeme intenzitu světla

vstupuj́ıćıho do optického vlákna, dojde ve vlákně k poklesu amplitudy této modulace

z hodnoty IM1 na hodnotu IM2. Závislost poměru IM2/IM1 na fM je absolutńı hodnotou
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přenosové funkce (obr. 27). Hodnota přenosové funkce pro fM = 0 udává útlum (nemo-

dulovaného) zářeńı s konstantńı intenzitou.

Š́ı̌rka přenášeného frekvenčńıho pásma je maximálńı frekvence, kterou je možné

modulovat intenzitu vstupńıho signálu aniž by ve vlákně došlo k výraznému sńıžeńı am-

plitudy modulace. Š́ı̌rka pásma je tedy hodnotou modulačńı frekvence, při které dojde

k výraznému poklesu přenosové funkce (obr. 27). Š́ı̌rka pásma je nepř́ımo úměrná časové

odezvě. Když se neuplatńı mezimodová vazba, je také nepř́ımo úměrná délce vlákna.

Běžně se proto udává š́ı̌rka pásma vlákna dlouhého 1 km v jednotkách Hz.km.

2.5 Typy optických vláken

2.5.1 Jednomodová (jednovidová) křemenná vlákna

Protože pro danou vlnovou délku muśı mı́t normovanou frekvenci menš́ı než je cut-off

druhého nejnižš́ıho módu, maj́ı malý pr̊uměr jádra (4 – 10µm) a malý rozd́ıl indexu

lomu jádra a pláště. Typický pr̊uměr pláště jednovidového vlákna je 125µm, pr̊uměr

primárńı ochrany (kpt. 2.6) 250µm, běžná hodnota numerické apertury je např. 0,13.

Š́ı̌rka pásma jednomodových vláken mı́vá hodnotu stovky GHz.km. Jednomodová vlákna

maj́ı nejmenš́ı disperzi, nejmenš́ı útlum (lze dosáhnout 0,16 dB/km) a nedocháźı v nich

k modovému šumu. Jejich nevýhody prameńı z malé numerické apertury d́ıky které se

zářeńı do jednomodového vlákna navazuje relativně obt́ıžně, což např. komplikuje výrobu

konektor̊u. Zdroje světla pro aplikace s jednomodovými vlákny většinou muśı být lasery.

Pod mezńı vlnovou délkou se z nich stávaj́ı vlákna v́ıcemodová.

Většinu jednomodových vláken můžeme dělit podle závislosti disperzńıho koeficientu

na vlnové délce (kpt. 2.4.4) na

• konvenčńı vlákna (označovaná CSF nebo NDSF) se skokovou změnou indexu lomu

a minimálńı disperźı na vlnové délce přibližně 1,31µm

• vlákna s posunutou disperźı (DSF), ve kterých je d́ıky vhodnému gradientu indexu

lomu jádra minimum disperze posunuto na 1,55µm

• disperzi kompenzuj́ıćı vlákna (DCF) s extrémńı vlnovodovou disperźı. Protože na

vlnové délce 1,55µm maj́ı velký záporný disperzńı koeficient, použ́ıvaj́ı se na této

vlnové délce ke kompenzaci disperze v CSF.

• vlákna s vyhlazenou disperźı (DFF) s ńızkou disperźı na obou častých vlnových

délkách, 1,3 i 1,55µm.

Jednomodová vlákna dále můžeme dělit podle profilu indexu lomu pláště na

• vlákna s přizp̊usobeným indexem lomu (matched clad), která maj́ı konstantńı index

lomu v celém plášti (např. prvńı vlákno na obr. 25)

• vlákna s vnořeným indexem lomu (depressed clad). Index lomu pláště je těsně u jádra

sńıžený, což m. j. snižuje útlum zp̊usobený mikroohyby a pod. (např. druhé vlákno

na obr. 25).
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Zvláštńım typem jsou vlákna udržuj́ıćı polarizaci (polarization maintaining fibers,

PM). V běžném kruhově symetrickém vlákně docháźı vlivem nedokonalost́ı (např. dvoj-

lom zp̊usobený vněǰśım tlakem) k přenosu energie mezi oběma možnými polarizacemi

zářeńı. Protože některé aplikace vyžaduj́ı lineárně polarizované světlo, byla vytvořena

PM vlákna, kde je změně polarizace zářeńı zabráněno dostatečně velkým rozd́ılem mezi

rychlostmi, kterými se opačně polarizované módy š́ı̌ŕı. Rozd́ılných rychlost́ı r̊uzně polari-

zovaného zářeńı je dosaženo bud’ eliptickým profilem jádra nebo dvojlomem zp̊usobeným

tlakem ve vlákně. Např. ve vlákně označovaném
”
panda“ je tlak zp̊usoben oblastmi s B2O3

vnořenými do pláště.

2.5.2 Mnohomodová (mnohovidová) vlákna

Dı́ky větš́ımu pr̊uměru jádra a větš́ı numerické apertuře mohou přenášet větš́ı výkony a je

jednodušš́ı do nich světlo navázat. Jejich podstatnou nevýhodou je např. velká disperze.

1. Gradientńı křemenná vlákna. Dı́ky parabolickému profilu indexu lomu je v nich

minimalizován vliv modové disperze (kpt. 2.4.1). Běžné hodnoty parametr̊u gradi-

entńıch vláken se pohybuj́ı kolem následuj́ıćıch hodnot: pr̊uměr jádra 50µm, š́ı̌rka

pásma 1GHz.km, numerická apertura 0,2, útlum 0,8 – 5 dB/km. Pro počet mód̊u

v parabolickém vlákně plat́ı

N(V ) ≈ V 2

4
(75)

tedy méně než v SI vláknech.

Všechna následuj́ıćı mnohomodová vlákna patř́ı mezi SI vlákna.

2. Křemenná vlákna se skokovou změnou indexu lomu. Pr̊uměr jádra se pohybuje od

50µm do 2mm, š́ı̌rka pásma v deśıtkách MHz.km, numerická apertura okolo hodnoty

0,25, útlum mezi 5 a 10 dB/km.

3. Vlákna se křemenným jádrem a pláštěm z jiného materiálu. Patř́ı sem vlákna HCPS

(hard plastic clad silica označovaná také HCS – hard clad silica) s pláštěm z tvrdého

polymeru a vlákna PCS (plastic clad silica) s pláštěm ze silikonové pryskyřice. Útlum

těchto vláken zálež́ı na materiálu pláště, obsahu vody a vlnové délce procházej́ıćıho

světla, dosahuje hodnot i pod 10 dB/km. Pr̊uměr jádra bývá mezi 200µm a 2mm,

plášt’ je většinou ve srovnáńı s jádrem tenký.

4. Polymerová vlákna POF (plastic optical fiber) s jádrem i pláštěm z plastu, která maj́ı

útlum ve stovkách dB/km s minimem na 500 – 650 nm. Pr̊uměr jádra se pohybuje

okolo milimetru.

5. Vlákna z halogenid̊u stř́ıbra (AgCl, AgBr) pro vlnové délky 4 – 18µm. Označuj́ı se

PIR (polycrystalline infrared) a jejich minimálńı útlum jsou stovky dB/km. Do jejich

spektrálńı oblasti spadá zářeńı CO a CO2 laseru, pyrometrické a daľśı IR aplikace.
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6. Spektrálńı mezeru mezi křemennými a PIR vlákny přemost’uj́ı vlákna z chalkoge-

nidových skel (zejména As2S3) označovaná CIR (chalcogenide infrared). Přenášej́ı

zářeńı vlnových délek 2 – 6µm s útlumem stovky dB/km. Do této oblasti spektra

spadá např. zářeńı Er:YAG laseru a, podobně jako v př́ıpadě PIR vláken, množstv́ı

aplikaćı IČ.

7. Kapilárńı vlákna, kde jádro vlákna může být tvořeno kapalinou, př́ıp. plynem nebo

i kapalným krystalem. Patř́ı sem i vlákna, kde dutina uvnitř vlákna má menš́ı in-

dex lomu než plášt’ a jako prostřed́ı s vysokým indexem lomu slouž́ı vnitřńı vrstva

kapiláry.

8. Pro úplnost opust́ıme oblast optických vláken a zmı́ńıme vlnovody, kde k odrazu

elektromagnetického zářeńı docháźı na vodivém prostřed́ı stěny vlnovodu. Ty ovšem

mı́vaj́ı centimetrové až decimetrové rozměry a slouž́ı předevš́ım k vedeńı mikrovln.

Narozd́ıl od optických vláken zde např. nad kritickou vlnovou délkou neexistuje

žádný vedený mód. Také světlovody už́ıvané ve stavebnictv́ı jsou roury s vysoce

odrazivým vnitřńım povrchem, to už je ale úlet do zcela jiného oboru.

2.6 Optické kabely

Aby bylo optické vlákno chráněno před vněǰśımi vlivy, umı́st’uje se do r̊uzných typ̊u opt. ka-

bel̊u. Vlákno se už při výrobě pokrývá polymerńı (lakovou) vrstvou tzv. primárńı ochrany

s vněǰśım pr̊uměrem např. 250µm. Takto kryté vlákno se většinou umı́st’uje do daľśı

”
sekundárńı ochrany“, která může mı́t tři podoby:

• Těsná – jde o vstvu nanesenou př́ımo na primárńı ochranu

• Volná – je tvořená dutou trubičkou, ve které se vlákno může volně pohybovat. Volná

sekundárńı ochrana zp̊usobuje méně mikroohyb̊u vlákna než těsná.

• Plněná – jde v podstatě o volnou sekundárńı ochranu, ale trubička je vyplněna

speciálńım gelem nebo olejem, který vlákno chráńı před pronikáńım vlhkosti.

Kromě optických vláken s primárńı a sekundárńı ochranou může optický kabel obsa-

hovat zejména

• tahové a vyztužovaćı prvky (ocel, kevlar . . . )

• vněǰśı plášt’ (z polyetylénu vysoké hustoty, z ekologicky problamatičtěǰśıho PVC,

př́ıp. z jiných materiál̊u)

• gel – tvoř́ı ochranu proti vlhkosti, omezuje třeńı při výrobě kabel̊u, rozkládá namáháńı

vlákna na větš́ı plochu

• navinutou pásku chráńıćı kabel proti pronikáńı vlhkosti

• ocelový plášt’ proti hlodavc̊um
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Optické kabely se mohou dělit podle typu vláken (jednomodové, mnohomodové, hyb-

ridńı), typu sekundárńı ochrany (těsná, volná, plněná), počtu vláken a jejich geome-

trického uspořádáńı (simplex, duplex, v́ıcevláknový kabel s kruhovou geometríı, v́ıce-

vláknový páskový kabel), určeńı kabelu (venkovńı, vnitřńı, univerzálńı, podmořský . . . ),

umı́stěńı tahového prvku (uprostřed kabelu, vně vláken) a pod.

2.7 Spojováńı optických vláken

Spoje optických vláken můžeme dělit na trvalé, podmı́nečně rozeb́ıratelné a konektory.

Mezi trvalé spojováńı vláken patř́ı předevš́ım svařováńı, které je nejdokonaleǰśım dru-

hem spoje a umožňuje nejmenš́ı ztráty (0,01 dB). Svařuje se elektrickým obloukem, př́ıp.

speciálńım mikrohořákem nebo laserem a je nutná vysoká přesnost (µm). Mezi trvalé

spoje patř́ı také lepené spoje a zalepeńı vláken do společné kalibrované trubičky.

K podmı́nečně rozeb́ıratelným spoj̊um poč́ıtáme takové mechanické spojky, které sice

nejsou určeny k rozpojováńı, lze je ale rozebrat bez poškozeńı. Jde zejména o tzv. V-

drážku, daľśım př́ıkladem je kalibrovaná kapilára, ve které jsou konce obou vláken vratně

upevněny. Ztráty (odrazy) ve spoji se sńıž́ı, když se mezera mezi vlákny vyplńı látkou

s vhodným indexem lomu, např. silikonovou kapalinou nebo u lepených trvalých spoj̊u

epoxidovým lepidlem.

Rozeb́ıratelných spoj̊u, tedy konektor̊u optických vláken, existuje řada typ̊u. Hled́ı se

nejenom na to, aby konektor vnášel do optické trasy co nejmenš́ı útlum, ale také aby se

útlum opakovaným rozeb́ıráńım a spojováńım konektoru nezvyšoval a aby útlum zpětného

odrazu byl co nejvyšš́ı (což lze zajistit např. zkoseńım čelńıch stran obou vláken). Čela

vláken se ovšem nesmı́ dotýkat, protože by se při rozpojováńı a spojováńı mohla poškrábat.

Trubičky, které v mnoha konektorech drž́ı zasunuté vlákno ve správné poloze, se nazývaj́ı

ferule. Do některých feruĺı jsou vloženy spojky, z nichž prvńı přeměńı rozb́ıhavý svazek

paprsk̊u z vlákna na rovnoběžný a druhá jej soustřed’uje do navazuj́ıćıho vlákna.

Spoje, zejména konektory, vnášej́ı do optické trasy útlum zářeńı. Ten může být zp̊uso-

ben rozd́ılnými parametry vláken (pr̊uměr jádra, numerická apertura, profil indexu lomu),

odrazem na čelńıch plochách vláken a špatnou vzájemnou polohou vláken. Může se totiž

stát, že osy vláken ve spoji jsou vzájemně posunuté, sv́ıraj́ı nenulový úhel nebo že jsou

čela vláken od sebe vzdálena a část světla unikne do mezery mezi vlákny. Nerovnosti

čelńıch ploch jsou také zdrojem útlumu ve spoji.

2.8 Výroba optických vláken
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3 Rovinné světlovody

4 Stručná zmı́nka o optronech

Pro úplnost zmı́ńım v těchto naprosto neúplných skriptech optrony, tj. optoelektrické

součástky, které elektrický signál na svém vstupu přenášej́ı ve formě optického signálu na

výstup, kde jej měńı zpět na elektrický. Optrony tedy slouž́ı ke galvanickému odděleńı

elektronických obvod̊u, př́ıpadně, pokud zářeńı procháźı vněǰśım prostřed́ım, mohou tvořit

součást optoelektronických senzor̊u. Zdrojem světla ve vstupńı části optronu je zpravidla

fotodioda, jako detektor ve výstupńı části slouž́ıvá fototranzistor, fotodioda, fotoodpor

nebo fototyristor.

Optrony můžeme dělit do dvou kategoríı, na optrony určené pro analogové a pro logické

obvody. U analogových optron̊u se klade velký d̊uraz na jejich linearitu. Nelinearitu jed-

notlivých součást́ı analogového optronu je možné kompenzovat pomoćı dvou identických

diod na výstupńı straně optronu. Zat́ımco jedna z diod je vyvedena na výstup optronu,

je signál detekovaný druhou diodou přiveden na zesilovač umı́stěný na vstupńı straně

odporu a jeho velikost je použita ke kompenzaci nelinearit a teplotńı závislosti optronu.

Naopak u optron̊u určených pro logické obvody postačuje, aby optron sṕınal mezi dvěma

vhodnými hodnotami.
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5 Dodatky

5.1 Diferenciálńı operátory ve válcových souřadnićıch

Válcové (cylindrické) souřadnice (r, ϕ, z):

x = r cosϕ

y = r sinϕ (76)

z = z

Jednotkové vektory
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(77)

f – skalárńı pole
~F = Fr ~r0 + Fϕ ~ϕ0 + Fz ~z0 – vektorové pole

∇f =
∂f

∂r
~r0 +

1

r

∂f

∂ϕ
~ϕ0 +

∂f

∂z
~z0 (78)

∇. ~F =
∂Fr

∂r
+

1

r
Fr +

1

r

∂Fϕ

∂ϕ
+
∂Fz

∂z
(79)

∇× ~F =

(

1

r

∂Fz

∂ϕ
− ∂Fϕ

∂z

)

~r0 +

(

∂Fr

∂z
− ∂Fz

∂r

)

~ϕ0 +

(

∂Fϕ

∂r
+

1

r
Fϕ − 1

r

∂Fr

∂ϕ

)

~z0 (80)

∆f =
∂2f

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
+

1

r2

∂2f

∂ϕ2
+
∂2f

∂z2
(81)

∆~F =

(

∆Fr −
1

r2
Fr −

2

r2

∂Fϕ

∂ϕ

)

~r0 +

(

∆Fϕ − 1

r2
Fϕ +

2

r2

∂Fr

∂ϕ

)

~ϕ0 + ∆Fz ~z0 (82)

5.2 Besselovy funkce

Řešeńı diferenciálńı rovnice

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (83)

se hledá ve tvaru

y(x) = xρ

∞
∑

j=0

aj x
j

což vede k rovnici

a0(ρ
2 − n2) + a1[(ρ+ 1)2 − n2] +

∞
∑

j=2

{aj−2 + aj [(ρ+ j)2 − n2]} = 0
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Obrázek 28: Besselovy funkce prvńıho

druhu celoč́ıselných řád̊u 0 až 4.
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Obrázek 29: Besselovy funkce druhého

druhu celoč́ıselných řád̊u 0 až 4.

a výsledk̊um

ρ = ±n

a1 = 0

aj = − aj−2

j(j ± 2n)

Řešeńım rovnice (83) jsou tedy tzv. Besselovy funkce 1. druhu řádu n (obr. 28):

Jn(x) =

∞
∑

j=0

(−1)j
(

x
2

)2j+n

j! Γ(n+ j + 1)
(84)

s vlastnostmi

J−n(x) = (−1)nJn(x) pro n ∈ Z (85)

J′
n(x) = ±

(n

x
Jn(x) − Jn±1(x)

)

(86)

a limitńım chováńım

Jl(x) −→
x→0

1

l!

(x

2

)l

(87)

Jl(x) −→
x→∞

√

2

πx
cos

(

x− lπ

2
− π

4

)

(88)

Tabulka nejnižš́ıch kořen̊u Besselových funkćı 1. druhu:

řád: 0 1 2 3 4 5

2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715

5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 11.0647 12.3386

8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725 15.7002
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Obrázek 30: Modifikované Besselovy funkce

prvńıho druhu celoč́ıselných řád̊u 0 až 4.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  1  2  3  4  5

K
n(

x)

x

0

1
2

3
n=4

Obrázek 31: Modifikované Besselovy funkce

druhého druhu celoč́ıselných řád̊u 0 až 4.

Daľśım řešeńım rovnice (83) jsou tzv. Besselovy funkce 2. druhu řádu n (obr. 29):

Yn(x) = lim
ν→n

Jν(x) cos(νπ) − J−ν(x)

sin(νπ)
(89)

Kombinaćı Jn(x) a Yn(x) vznikaj́ı Besselovy funkce třet́ıho druhu (Hankelovy funkce):

H(1)
n = Jn(x) + iYn(x) (90)

H(2)
n = Jn(x) − iYn(x) (91)

Jejich význam spoč́ıvá v limitńım chováńı pro komplexńı argument z:

lim
|z|→∞

H(1)
n (z) = 0 pro Im (z) > 0

lim
|z|→∞

H(2)
n (z) = 0 pro Im (z) < 0

Výrazy in+1 H
(1)
n (ix) a i−(n+1) H

(2)
n (−ix) jsou reálné pro reálná kladná x.

Modifikované Besselovy funkce

prvńıho druhu (In, obr. 30) a druhého druhu (Kn, obr. 31) jsou řešeńım diferenciálńı

rovnice

x2y′′ + xy′ − (x2 + n2)y = 0 (92)

Pro reálná x > 0 plat́ı

In = i−n Jn(ix) (93)

Kn(x) =
π

2
in+1 H(1)

n (ix) (94)
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Limitńı chováńı In a Kn popisuj́ı vztahy

In(x) −→
x→∞

1√
2πx

ex

Kn(x) −→
x→∞

√

π

2x
e−x

V optoelektronice maj́ı význam rovnice

K′
n(x) = ± n

x
Kn(x) −Kn±1(x) (95)

K−n(x) = Kn(x) (96)

5.3 Paprsková rovnice

Pro výpočet trajektorie paprsku nebo stanoveńı invariant̊u na této dráze je užitečná tzv.

paprsková rovnice. V této kapitolce je uvedeno jej́ı odvozeńı pomoćı Fermatova principu.

Doba, kterou paprsek potřebuje k pr̊uletu prostřed́ım s obecně proměnným indexem

lomu n(~r) se rovná integrálu
∫

n ds

c
,

kde ds je infinitezimálńı úsek dráhy paprsku. Podle Fermatova principu plat́ı

δ

∫

n ds = 0, (97)

což můžeme přepsat na

δ

∫

n
√

1 + ẋ2 + ẏ2 dz = 0, (98)

kde

ds =
√

1 + ẋ2 + ẏ2 dz

ẋ =
dx

dz

ẏ =
dy

dz

a kde dále označ́ıme

L = n
√

1 + ẋ2 + ẏ2 (99)

Pro funkce splňuj́ıćı δ
∫

Lds = 0 plat́ı

d

dz

(

∂L

∂ẋ

)

=
∂L

∂x
(100)

tedy

d

dz

(

nẋ
√

1 + ẋ2 + ẏ2

)

=
∂n

∂x

√

1 + ẋ2 + ẏ2

d

ds

(

n
dx

ds

)

=
∂n

∂x
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Protože analogický postup můžeme použ́ıt i pro souřadnice y a z, dostáváme vektorovou

rovnici
d

ds

(

n
d~r

ds

)

= ~∇n, (101)

která se nazývá paprsková rovnice.

5.4 Výpočet výrazu I =
1

I1

Z
∫

0

(r

a

)q

dz v gradientńım vlákně

Při výpočtu použijeme následuj́ıćı předpoklady či označeńı:

n2 = n2
1

[

1 −K
(r

a

)q]

pro r ≤ a

I1 ≡ n cosϑ =
n

√

1 + ṙ2 + (rϕ̇)2

I2 ≡ I1
r2

a
ϕ̇

ṙ =
dr

dz
ϕ̇ =

dϕ

dz

I1 a I2 jsou konstanty, které se během letu paprsku vláknem neměńı (viz kpt. 2.3.3).

Při výpočtu se nejprve přecháźı na integrál přes r. Praktické je poč́ıtat v meźıch od

nejmenš́ıho do největš́ıho r:

I =
1

I1

Z
∫

0

(r

a

)q

dz =
1

I1

rmax
∫

rmin

1

ṙ

(r

a

)q

dr =

rmax
∫

rmin

1√
f

(r

a

)q

dr =

rmax
∫

rmin

1√
g

(r

a

)q+1

dr

Na předchoźım řádku byly použity následuj́ıćı pomocné výpočty a označeńı:

n2

I2
1

= 1 + ṙ2 +

(

I2
I1

a

r

)2

ṙ = ± 1

I1

√

n2 −
(

I2
a

r

)2

− I2
1

f ≡ (I1 ṙ)
2 = n2

1 − I2
1 − n2

1K
(r

a

)q

− I2
2

(a

r

)2

g ≡ f
(r

a

)2

=
(

n2
1 − I2

1

)

(r

a

)2

− n2
1K
(r

a

)q+2

− I2
2

V daľśım postupu se využije výpočet

dg

dr
=

2(n2
1 − I2

1 )

a

r

a
− n2

1K
q + 2

a

(r

a

)q+1

(r

a

)q+1

=
a

n2
1K(q + 2)

[

2(n2
1 − I2

1 )

a

r

a
− dg

dr

]

Dosazeńım za
(

r
a

)q+1
a využit́ım

0
∫

0

dg√
g

= 0, protože g(rmin) = g(rmax) = 0, dostáváme

I =
2(n2

1 − I2
1 )

n2
1K(q + 2)

rmax
∫

rmin

1√
g

r

a
dr − konst.

0
∫

0

dg√
g

=
2(n2

1 − I2
1 )

n2
1K(q + 2)

rmax
∫

rmin

dr√
f

=
2(n2

1 − I2
1 )

n2
1K(q + 2)

1

I1
Z
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