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Kapitola 1

Konstrukce modelu

1.1 Stavové proménné

»,Stav* néjakého systému urcuje jeho ,chovani“. Naptiklad v mechanice je stav systému defi-
novan pomoci poloh a hybnosti vsech ¢astic, které ho tvori; v etologii je stav jedince vyjadien
jeho ,motivaci“; stav ekosystému je popsdn mnozstvim hmoty a energie, kterou si jeho jed-
notlivé slozky vymeénuji; v demografii je stav populace dan velikosti jednotlivych tfid (napf.
vékovych), do nichz miZzeme jedince rozdélit a podobné.

1.1.1 Zadehova teorie stavové proménné

Vychozim bodem teorie je pojem abstraktniho objektu O, ktery interaguje s okolim pomoci
stimuli (podnétii, buzeni; excitation), které na ného pusobi, a odezev (response), kterymi se
projevuje navenek.

Predpokladejme, ze stimuly i odezvy lze néjak kvantifikovat. Piesnéji: nechf objekt O
pozorujeme v ¢asovém intervalu [tg,t1), kde tg < t; < 0o, a stimuly a odezvy objektu v tomto
Casovém intervalu lze popsat funkcemi e : [tg,t1) — E a 7 : [to,t1) — R, kde E a R jsou
néjaké podmnoziny Banachova prostoru. Pak lze objekt O ztotoznit s pozorovanymi stimuly
a odezvami, tj.

0={{(te®): to<t<nu}, {(tr®): to<t<tr}}.

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme pro podmnozinu Y Banachova prostoru, pro interval [
realnych cisel a pro funkci y : R — Y oznaceni

yr={(tyt)): tel}.

Pak mtzeme psat O = {e[to,tl)ar[to,tl)}- P1i tomto pojeti predstavuje experiment vyvolani
urcitych stimuld e, ;) a pozorovani odezev 7, ;) objektu O.

Zakladnim piedpokladem je, aby objekt O byl determinovany', tj. aby odezva byla sti-
mulem jednozna¢né uréena. Pozadujeme tedy, aby existovalo zobrazeni ¢ z mnoziny 28*¥ do
mnoziny 28*% takové, ze

Tlto,tr) = ¥ (e[to,tl)) ;

! Determinovany objekt neni totéz, co deterministicky. Pozorované funkce e a r mohou byt realizaci n&jaké
nahodné funkce.
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symbol 2V oznacuje potenéni mnozinu (mnozinu podmnozin) mnoziny Y.

Funkce e a 7 je obtizné ziskat (pozorovat, méfit), a pokud se to podafi, obtizné se s nimi
pracuje. Jedno z nabizejicich se zjednoduseni spo¢iva v uvazovani okamzitych stimult e(t) a
odezev r(t) pro t € [tg,t1). Determinovanost objektu by pak znamenala, Ze existuje zobrazeni
1 : F — R prevadéjici stimulus v okamziku ¢ na okamzitou odezvu r,

r(t) = ¢(e(t)).

Stejny stimulus v raznych c¢asovych okamzicich vsak ¢asto vyvola rtiznou odezvu, coz zna-
mena, ze mezi stimulem a odezvou je néjaka zprostredkujici proménna x, ktera se v prubéhu
¢asu méni. Tato proménné nemusi byt pozorovatelné, muize, ale nemusi néjak odpovidat struk-
ture objektu; predstavuje jakousi hypotézu o uvazovaném objektu O, néjak vyjadruje jeho
stav. Nazyva se stavovd promennd.

Stavovou proménnou chapeme jako funkci ¢asu,  : R — X, kde X je opét néjakd podmno-
zina Banachova prostoru. Tato funkce je obecné ndhodné, jeji hodnoty jsou dany rozlozenim
pravdépodobnosti. V tomto textu vsak budeme uvazovat pouze deterministické objekty, tj. ta-
kové, ze stavova proménnd ma v kazdém ¢ase t € [tg, t1) nulovy rozptyl a proto ji lze povazovat
za funkci klasickou (nendhodnou). Na stavovou proménnou x klademe dva pozadavky:

1. Odezva v ¢asovém okamziku ¢ € [tg,t1) je jednoznaéné uréena stavem a stimulem
v tomto Case t, tj. existuje zobrazeni G : X x E — R (stimulus-state-response function)
takové, ze

r(t) = G(z(t), e(t)). (1.1)

2. Stav v néjakém casovém okamziku je jednoznac¢né urcen stavem v néjakém piedchozim
Case a stimuly, které objekt od té doby dostal, tj. existuje takové zobrazeni F' z mnoziny
X x 2BXE do mnoziny X, ze

$(t —+ At) = F(m(t), e[t,t+At)). (12)
Zobrazeni F' se nazyva prechodovd funkce (state-transition function).

Pozadavek 1. tika, ze ke znalosti objektu staci znat jeho stav a stimuly, které na ného pi-
sobi. Je splnén zejména tehdy, kdyz jsou stavové proménné piimo pozorovatelné. V takovém
ptipadé lze okamzitou odezvu pfimo ztotoznit se stavem a rovnost (1.1) mé tvar r(t) = x(t).
Pozadavek 2. je omezujici; u skuteénych objektt mize stav @ (t + At) zaviset také na historii,
tj. hodnotach x(7) pro 7 < tg, nebo na budoucnosti?, tj na hodnotach x(7) pro 7 > t.
Budeme se tedy zabyvat pouze neanticipativnimi systémy bez paméti.

Rovnice (1.2) pro neznamou funkci  spolu s poc¢ateéni podminkou x(ty) = x( predstavuje
model ¢asového vyvoje objektu O. Zakladnim problémem matematického modelovani je tedy
nalezeni (nebo konstrukce) prechodové funkce F'.

Specialni t¥idu modelt tvoii maticové modely. Jsou to modely, pro néz X = R¥ a existuje
matice A typu k x k takova, ze prechodova funkce ma tvar

F(z(t), e[t,t+At)) = Ax(t).

To neznamend, ze by funkce F' byla linedrni v prvni proménné. Matice A mize zdviset na
stavu @(t). Je-li navic At > 0 pevné zvoleno, dostaneme diskrétni maticovy model. Prvky

2Takova zévislost nemusi znamenat poruseni kauzality, nebot pfechodové funkce nevyjadiuje pFic¢innost ale
pouze funkéni zavislost
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matice A pak vyjadiuji stimuly, které ptusobi v ¢asovém intervalu [t,¢ + At) na objekt O,
ktery byl v ¢ase t ve stavu @ = x(t). Prvky matice A tedy zavisi na stavu x a case t, tj.
A = A(x,t). Pfi vhodné volbé éasové jednotky lze dosdhnout toho, ze At =1 a rovnici (1.2)
Ize zapsat ve tvaru

x(t+1) = A(x(t), t)z(t). (1.3)

Casova jednotka At se nazyvéa projekcéni interval, rovnice (1.3) se nazyva projekcni rovnice.

Pokud zévislost matice A na ¢ase t je nekonstantni, tj. pro n&jaky stav xy € R* existuji
Casy 11,72 € [to,t1 — 1] takové, Ze 11 # T2 a A(xo,m1) # A(xo, T2), mluvime o maticovych
modelech s externi variabilitou. Pokud matice A skutecné zavisi na stavu «x, tj. pro néjaky cas
t € [to,t1 — 1] existuji stavy 1, xo € R¥ takové, e x; # a2 a A(z1,t) # A(xz,t), mluvime
o maticovych modelech s interni variabilitou.

1.1.2 Stavové proménné v populac¢nich modelech

Populaci muzeme chapat jako objekt slozeny z jinych objekti. Jinak feceno, kazda populace je

tvofena jedinci a kazdy jedinec je v néjakém stavu. Stav jedince (individua) budeme nazyvat i-

stav. Mtze jim byt napt. vék, velikost, vyvojové stadium, obyvana lokalita, vyuzitelna energie

(tukové zasoby) a podobné. I-stav uréuje odezvu jedince na stimulus. OvSem v populac¢nich

modelech neni zkoumanym objektem jedinec, ale populace. Stav populace nazveme p-stav.
Pokud jsou splnény néasledujici podminky,

1. vsSichni jedinci jsou ovliviiovani tymz prostredim,
2. vliv populace na prostiedi je souc¢tem vlivi jedinct,

pak lze p-stav vyjadrit jako rozlozeni i-stavi. Napriklad, je-li jedinym uvaZovanym i-stavem
vyvojové stadium hmyzu, p-stavem v Case ¢ muze byt ¢tyfrozmérny vektor, jehoz slozky
jsou pocty vajicek, larev, kukel a dospélcti; je-li i-stavem vék, mize byt p-stavem v case
t integrovatelna funkce u : R, — R, pii¢emz u(a) vyjadiuje hustotu jedinct véku a, tj.
takovou funkci, aby mnozstvi jedinct ve véku od a; do ag bylo rovno integralu

a2

/u(a)da

ai

(v tomto pfipadé by vSak nemohlo jit o maticovy model).

Typickymi stimuly ptsobicimi na populaci jsou rozeni, umirani, dospivani, migrace a
podobné. Tyto stimuly jsou také projevy i-stavi. Je-li naptiklad i-stavem vek jedince, pak stati
jedinci umiraji s jinou pravdépodobnosti nez mladi, v jistém véku jsou jedinci plodnéjsi nez ve
stafi nebo bezprostfedné po narozeni atd. AvSak u nékterych organismu plodnost nezévisi na
véku, ale na velikosti (u rostlin, korysi) nebo na véku i velikosti (u ryb); nékdy preziti stejné
starych jedinci zavisi na jejich ptivodu (napi. zda rostlina vyrostla ze semene nebo je klonem
matefské rostliny); prechod z jednoho stadia do nésledujiciho u nékterych hmyzi nezavisi na
véku, ale na teploté okolniho prosttedi (v tomto piipadé by p-stav ,teplota okolniho prostiedi*
nebyl soué¢tem nebo rozlozenim néjakych i-stavii) a podobné. Tyto skutecnosti ukazuji, ze
vybér i-stavovych proménnych je kritickym krokem pfi tvorbé modelu.

Uvazujme nyni pro urcitost jako stimulus proces rozeni. Ten lze kvantifikovat jako pocet
potomkt za jednotku ¢asu (tedy veli¢inu nabyvajici nezapornych celo¢iselnych hodnot), nebo
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i-stavova proménna

spojita diskrétni

spojity regresni analyza | analyza variance

stimulus

diskrétni | logisticka regrese | kontingencni tabulky

Tabulka 1.1: Statistické metody pro vyhodnoceni zavislosti stimulu na i-stavu

celkovou biomasu potomkii za jednotku ¢asu (nezédporné reélné ¢islo). Plodnost muze byt pro-
jevem i-stavu vék nebo velikost (kladné redlné ¢islo), ale také napt. postavenim v hierarchii
skupiny (pfirozené ¢islo) atd. Stimulus i i-stav tedy mohou byt spojité i diskrétni veli¢iny. Jako
vhodné i-stavova veli¢ina urcujici stimulus by méla byt vybrana ta, kterad na zakladé experi-
ment nebo pozorovani vykazuje statisticky prikazny vliv na uvazovany stimulus. Moznost
volby statistické metody k vyhodnoceni vlivu i-stavu na stimulus podle charakteru i-stavové
veli¢iny a prislusného stimulu je shrnuta v tabulce 1.1.

1.2 Populace strukturovana podle véku

Jako jediny i-stav populace budeme uvazovat vék, na populaci budou ptisobit dva stimuly —
rozeni a ptrezivani. Timto zptsobem je mozné popisovat populace savci nebo ptaki.

Aby model byl maticovy, musime uvazovat konecny pocet p-stavi. Proto zvolime néjakou
¢asovou jednotku (pro populace velkych savct by vhodnou jednotkou byl rok az desetileti,
pro drobné savce tyden az mésic). Za tuto ¢asovou jednotku jedinec, ktery ptezije, zestarne
o stejnou hodnotu. Predpokladejme, Ze zadny jedinec se nemuze dozit véku k vyjadireného
v pfislusnych jednotkéch (volime k € N), tj. Ze nejvyssi mozny vék je k — 1. Jedince rozdélime
do k vékovych trid: v j-té t¥idé budou jedinci, pro jejichz vék a plati j — 1 < a < j, v prvni
tridé tedy budou novorozenci, v k-té nejstarsi jedinci. Oznacme n;(t) velikost j-té vékové
tfidy. Vzhledem k procesu rozeni by jako ,velikost® bylo nejvhodnéjsi uvazovat pocet samic.
Muzeme ale volit i jinou miru velikosti populace — pocet jedinct, popula¢ni hustotu, biomasu
ap.; prechod od jednoho vyjadfeni k jinému je pii konstantnim poméru pohlavi pouze zménou
méfitka.

Pro popis prezivani predpokladejme, Ze v libovolném case pro vSechny jedince z j-té
veékové tiidy je stejnd pravdépodobnost, ze pfeziji casovou jednotku, a tedy ,,se presunou” do
nasledujici vékové tfidy; oznacme tuto pravdépodobnost P;. Povazujeme-li pravdépodobnost
za klasickou, plati

i1t +1
= M7 i=1,2,... k-1,
n;(t)
neboli
nj(t + 1) = ijlnjfl(t), 71=2,3,...,k. (14)

Mnozstvi potomkt jednoho jedince za jednotku ¢asu je ndhodnd veli¢ina s néjakou stiedni
hodnotou. Budeme predpokladat, ze tato stfedni hodnota je pro vSechny jedince z j-té vékové
tiidy a jakykoliv ¢as stejnd; ozna¢me ji Fj. Pro velkou populaci to znamend, Ze mnozstvi vsech
potomki vSech jedinct z j-té vékové tridy za Gasovy interval jednotkové délky zacCinajici casem
t je roven Fjn;(t). Mnozstvi vSech novorozenct (pfesnéji: velikost prvni vékové tiidy) v Case
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t + 1 tedy bude souctem potomkti rodi¢i ze vsech vékovych tiid, tj.

nl(t + 1) = Flnl(t) + anz(t) + F3n3(t) + -+ Fk,lnk,l(t) + Fknk(t) (1.5)

Pri oznaceni

ni(t
Fy Fy Fy Fp_1 Fy nlgti
P, 0 0 0 0 n2(t)
A—|l0 P 0 U R
. . nk,l(t)
0 0 0 P, 0 nelt)

lze rovnice (1.4) a (1.5) zapsat v maticovém tvaru

n(t+1) = An(t),

tedy ve tvaru projekéni rovnice (1.3). Matice A se nazyvéa Leslicho matice.

1.3 Modely disperse

Budeme se zabyvat modely populace, u niz rozliSujeme dva i-stavy, z nichz jeden vyjadiuje
misto vyskytu jedince. Predpokladejme tedy, Ze populace strukturovana podle néjakého krité-
ria (véku, velikosti, hmotnosti, plodnosti, stadia a podobné) je rozptylena mezi nékolik lokalit
(regiont, stanovist, potravnich ostrivka a podobné). Mezi témito lokalitami se jedinci z po-
pulace mohou premistovat. V takovém piipadé se mluvi o metapopulacich (v ekologii) nebo
o multiregiondlnich modelech (v demografii). Nejjednodussi pfipad disperse (migrace, Sifeni,
rozptylu) mezi lokalitami je difize. Pfi ni je mnozstvi jedinct prechazejicich z jedné lokality
na jinou umérné velikosti populace na vychozi lokalité, tj. existuje pravdépodobnost, ze je-
dinec svou lokalitu opusti. V tomto oddilu budeme pfedpokladat, ze tato pravdépodobnost
nezavisi ani na velikosti populace, ani na néjakych vnéjsich vlivech.

()
7
velikost Casti populace tvorené jedinci i-tého stadia na ¢-té lokalité. Vektor popisujici velikost
celé populace miizeme vyjadrit dvéma zptisoby — bud nejprve vSechna stadia na jedné lokalité,
pak na druhé atd., nebo nejprve jedinci prvniho stadia na jednotlivych lokalitach, pak jedinci

Necht je tedy populace strukturovana do s stadii a rozptylena na p lokalit. Ozna¢me n
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druhého stadia atd. Struktura populace tedy mtze byt vyjadiena bud vektorem

o )

ny 1y

l g

2 1

0 & m

n e ni n?
’I’L(2) 2 N9 2

n= . = : nebo vektorem n=| | | = I (1.6)

: (2) : (»)
n® s - Ny

ngp) ngl)

ngp) ng?)

nép) nép)

Dale budeme pro jednoduchost predpokladat, ze k ,,demografické udalosti“, tj. k rozeni,
k prechodu mezi stadii nebo k tmrti, dochazi v krajnich bodech projekéniho intervalu a
()

k diftzi v pribéhu projekéniho intervalu. Zavedeme tedy symboly m;,
¢asti populace tvorené jedinci i-tého stadia na /-té lokalité v obdobi mezi ,,demografickymi

k oznaceni velikosti

udalostmi“. Je-li tedy t levy krajni bod projekéniho intervalu, oznacuje mie (t) mnozstvi
jedincu i-tého stadia na ¢-té lokalité bezprostiedné po ,,demografické udalosti“.

Pro zjednoduseni zapisu pfi nasledujicich tvahéch bude uzitecny Kroneckeruv soucin ma-
tic ®: Nechf matice X = (z;;) je typu px v a matice Y = (y;;) je typu & x \. Jejich Kroneckeriiv
soucin X ® Y je matice typu ux x v, kterou lze blokové zapsat ve tvaru

5611Y $12Y e $1,,Y

1‘21Y .%'QQY ce .%'QVY
XY =

1Y xY o ox,Y

1.3.1 Jednoduchy model difaze
Vyjdeme ze zjednodusujicich predpokladii:

1. Jednotlivé lokality jsou stejné kvalitni, tj. ,demografické parametry“ jsou na vsSech
stejné.

2. Pravdépodobnost emigrace z lokality zavisi pouze na stadiu emigrujiciho jedince, nikoliv
na lokalité.

3. Pravdépodobnost, ze migrujici jedinec prezije cestu zavisi pouze na vychozi a cilové
lokalité, nikoliv na stadiu jedince.

4. Emigrace a preziti migrace jsou jevy stochasticky nezavislé.
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Pro popis struktury populace zvolime prvni z moznosti (1.6). Necht ,demografické udalosti*
na kazdé z lokalit popisuje matice A = (a;;). To znamena, ze

my ny
(0 N ) s )
mO(t) = An(t), neboli | 7 [@)=A|"7 [@®), . m@) =3 an ) (1.7)
: : j=1
mg) ngé)

pro kazdé £ =1,2,...,pakazdéi=1,2,...,s, tedy

m(l)(t) An(l)(t) A O ... O n® (t)
m@)(t) An®(t) 0 A ... 0| [n@@
m)(t) An(P) (t) 0 0 ... A \n®)

pfitom O oznacuje nulovou ¢tvercovou matici fadu s. S pouzitim Kroneckerova souc¢inu mi-
zeme strukturu populace bezprostiedné po , demografické udalosti“ vyjadrit jako

m(t) = (1o A)n(t),

kde | oznacuje ¢tvercovou jednotkovou matici fadu s.
Ozna¢me déle d; pravdépodobnost, ze jedinec i-tého stadia opusti svou lokalitu a ky;
pravdépodobnost, Ze jedinec, ktery opustil j-tou lokalitu se do konce projekéniho intervalu

P
dostane na lokalitu (-tou, £ # j; pfi tomto oznaceni musi platit ) k;; < 1 (tento soucet
(=1
]
vyjadiuje pravdépodobnost, ze jedinec, ktery opustil svou lokalitu, migraci pfezije a dostane
se na néjakou jinou lokalitu). Pravdépodobnost, Ze jedinec i-tého stadia opusti j-tou lokalitu a
skon¢i na ¢-té je tedy podle pfedpokladu 4. rovna d;k;;. Polozme k;; = —1 (s timto oznacenim

p
je z kij S 0) a
i=1

k11 k1o ... klp -1 ko ... klp d 0 ... 0
ko1 koo ... kgp kor —1 ... kgp 0 dy ... 0
K=1] . } =1 . . R D=1 . . )
[ kot ko ... —1 0 0 .. d
Pri tomto oznaceni je
diair diarz ... diags
doagy doazy ... daags
DA =
dsasl dsa32 . dsass

Po ,demografické udalosti“ dojde béhem projekéniho intervalu k ,dispersni udalosti®.
Velikost n/ subpopulace tvorené jedinci i-tého stadia na ¢-té lokalité na konci projekéniho
intervalu (neboli na za¢atku nésledujiciho projekéniho intervalu) pfed dalsi ,demografickou
udalosti“ bude sestavat z téch jedinct i-tého stadia, ktefi na f-té lokalité byli na zacatku
uvazovaného projekéniho intervalu a neemigrovali z ni (stfedni velikost takové subpopulace je
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@ _ g, m(e)) a 7z téch jedincu, ktefi na ¢-tou lokalitu béhem projekéniho intervalu imigrovali

mZ
z ostatnich lokalit (stfedni velikost takové subpopulace je Z dikejm m{ )) Tedy s vyuzitim (1.7)
1
g?“
dostaneme
P
(Z) 1 (Z) d k ] (Z) d; kos (]) —
t+1) = (t) — "‘Z M =m; () + ’Z mg (1)
=1
J#
P s
= Z alqn )+ d; Z ke Z alqn ) = Z Z d; alqn )+ Z azqn (1.8)
7j=1
Dale plati
(K@DA+I1®A)n(t) =
k11DA kDA ... ky,DA A O .. O n()
k21DA kDA ... k9,DA O A 0 n® "
= . . . t =
kpiDA kDA ... k,,DA OO0 ... A n()
P s A
> ki 30 draygng (t) + > aygng’ (1)
2 o () 2 (1)
Zl ki 21 dyaggng” (t) + 21 agqng ’ (t)
j= 9= q=
ST 0 (1)
> ki 3o dsasqng (t) + 32 asqng * (t)
7=1 q=1 q=1
P s A
) > kaj 3 chargn (1) + 30 argni? (1)
> kDA + AnD(D)) |
i1 > oy 3 daasgn(£) + 3 asgni” (1)
> ko;DARO (1) + An@(p) [ [T 7
= jil — .
» N Lo Do By 0
> ki DARU) (1) + An(P)(t) Zl ka; 21 dsasgng (t) + 21 asqng - (t)
j=1 J= q= q=
3 kyy 35 dhasgng (1) + 3 angni? (1)
7j=1 q=1 q=1
TR () 0 @)
> kpj 2 daaggng’ (t) + - azqnq (1)
j=1 q=1 g=1
TR () ()
> kpj 3 dsasgng” (t) + Z asqng” (t)

Porovnanim tohoto vysledku s (1.8) vidime, Ze model diftize populace lze zapsat ve tvaru

n(t+1) = (K DA+I1®A)n(t)
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nebo podrobnéji

n(l) n(l)

n® n®
(t+1)=(KoDA+I0A) | . | (1.9)

n(p) n(p)

1.3.2 Obecnéjsi model difaze

Pro popis struktury populace nyni zvolime druhou z moznosti (1.6). Nebudeme pozadovat
splnéni zjednodusujicich predpokladt z oddilu 1.3.1 a pohyb jedinctt mezi lokalitami budeme
popisovat podrobnéji. Lze totiz predpokladat, Ze migrace je proces rychlejsi nez ,,demografie®.

Budeme si tedy predstavovat, ze béhem projekéniho intervalu dojde k vice ,migra¢nim
udalostem“ — presuntim z jedné lokality na jinou; pocet ,,migracnich udalosti“ béhem projeké-
niho intervalu oznacime r. Opusténi predpokladi 2.-4. vede k uvazovani pravdépodobnosti,
ze jedinec i-tého stadia opusti j-tou lokalitu a béhem ¢asového intervalu délky 1/r se dostane

na lokalitu /-tou. Oznac¢me tuto pravdépodobnost cz(gj ). Hodnota CZW) nyni vyjadfuje pravdé-
podobnost preziti a setrvani jedincii i-tého stadia na (-té lokalité po ,demografické udalosti®.
(Ve zjednodusené situaci z oddilu 1.3.1 je r = 1, CZW) =1-d; a cz(g]) = dik¢j pro j #L.)

Stfedni mnozstvi jedinci i-tého stadia na ¢-té lokalité po jedné ,migracni udalosti tedy

bude ,
0 1Y N~ @), 00 ).
m{ (t T ) = >l (1.10)
7j=1
¢as t oznacuje levy krajni bod projekéniho intervalu, i =1,2,...,s, £ =1,2,...,p. PoloZzme
CEH) CEH) .. CElp) ¢t O ... O
ALy ) O C ... O
G=|{" " s =0 :
Cl(pl) CZQPQ) o Cl(pp) O O ... C4

Rovnosti (1.10) mtZeme nyni pfepsat maticové:

mgl) mgl)
1 m? 1 m!?
m,; (t—i—;) = Z <t+;> =G Z (t):Cimi(t), 1=1,2,...,s,
mz(p) mz(p)
celkem tedy
ma my
m
7n0+—>: ’ Q+1>=c 2| (1) = cm@)
r r
mg mg

Strukturu populace po g + 1 ,migra¢nich udalostech“ lze analogicky vyjadrit ve tvaru

1
7n<t+q+ )sz<t+g>, ¢q=0,1,2,...,r—2. (1.11)
T T
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Stejnou tvahou dostaneme, Ze struktura populace pied dalsi ,demografickou udélosti“ (tj. na
konci projekéniho intervalu) je

n(t+1):Cm<t+r_1>.

r

S vyuzitim (1.11) odtud dostaneme

T T

n(t+1):Cm<t+r_1> — Cm <t+r_2> — = Cm(t). (1.12)

Bez predpokladu 1. bude ,,demografické udalosti“ na kazdé lokalité popisovat jina matice.
OznaCme proto

o _ (O _
A — <aij >z‘,j:1’ (=1,2,....p
matici popisujici rozeni a prezivani na ¢-té lokalité. Stejnou uvahou jako v pripadé rovnosti
(1.7) odvodime, ze

S
0 1y — 0, ()
m (1) = a7 (1) (1.13)
Jj=1
Tuto rovnost mizeme prepsat v maticovém tvaru
m{t) AV oo o0 &Y 0 o 0 AV 0 .o n{t
m{ o a2 .. 0o o &Y ... 0o ... o 4V . o n{?
m{P) o o ... ad® o o .. «B . o 0 .. a® n{)
mi) a0 . 0 &Y o . 0 . a0 .. 0 )
m$? 0 af? o o0 afY 0 .. 0 aV 0 ni?

. 5 = . . . . . . . . . .
mP) ®) o 0o ... a® o o .. &P ... o 0 ... o |[a )
mM Vo o oy o 0 .. a0 0 n{M
m? 0 a? o o a¥ 0 .. 0 a¥ 0 n{?
mP 0 0o ... a® o 0o ... a® ... o 0 ... o nlP

aE) 0 0 Bi1 B2 Bis

0 az('Jz') 0 Ba1 Bao Bos
sz: : , B: ‘

0 0 .. a? B Bs ... By

Rovnosti (1.13) proi =1,2,...,s, £ =1,2,...,p tedy muzeme zapsat ve tvaru

mq Bll 812 Bls 1
mo Bgl 822 BQS N9

(t) =

mg le BSQ Bss Ng

(t)
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nebo struéné m(t) = Bn(t). Odtud a z rovnosti (1.13) nyni dostaneme model difize
n(t+1) = CBn(t)

nebo podrobnéji

n; n;
no T2

t+1)=CB| | @®. (1.14)
Ng Ng

1.3.3 Priklad

Uvazujme metapopulaci na dvou lokalitdch strukturovanou do t¥i vékovych tiid, tj. s = 3,
p = 2. Obé lokality povazujeme za stejné kvalitni, tedy specifické plodnosti i pravdépodobnosti
preziti jsou na obou lokalitach stejné. Necht plodni jsou jedinci druhé a tieti vékové tiidy se
specifickymi fertilitami fs a f3. Pravdépodobnost, Ze jedinci prvni, resp. druhé, vékové t¥idy
preziji projekéni interval oznac¢ime pi, resp. ps. Jedinci tfeti vékové tiidy uhynou.

O dobé migrace budeme predpokladat, zZe je stejna jako délka projekéniho intervalu. Novo-
rozenci nemigruji a pravdépodobnost opusténi lokality zavisi pouze na vékové tiidé. Narocnost
cesty z prvni lokality na druhou mutze byt jind nez cesty naopak; miize jit napf. o migraci
vodnich organismii proti proudu a po proudu. Pro jedince z riznych vékovych tiid se vsak
nelisi.

Za téchto predpokladiit miizeme vyvoj uvazované metapopulace popisovat obéma uvede-
nymi zpusoby. V modelu popsaném v pododdilu 1.3.1 bude d; = 0, takze

0 fo f3 0 0 0 g
A=[p 0 0], D=[0 dy © ,K:(k jﬁ.
0 ps O 0 0 ds 21

Projekéni matice je tedy tvaru

1 0 0 0 10 0 f2 f3
KQDA+I®A= <k21 _1>® dop1 0 0 —l—(o 1>® pr 0 0| =
0 d3zpa O 0 p2 O
0 0 0 0 0 0 0 fo f3 0 0 0
—dgpl 0 0 klgdgpl 0 0 P1 0 0 0 0 0
. 0 —d3p2 0 0 k12d3p2 0 + 0 P2 0 0 0 0 o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 fo fs
kzldgpl 0 0 —dgpl 0 0 0 0 0 P1 0 0
0 kaldgpz 0 0 —d3p2 0 0 0 0 0 D2 0
0 fa f3 0 0 0
(1—di)p1 0 0 FKiadapr 0 0
_ 0 (1—ds)p> 0 0 kiadzps 0
0 0 0 0 f2 I3
ka1dapy 0 0 (1—d2)p 0 0
0 koidsps 0 0 (I—ds)p2 0
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P11 oznaceni

. 0 P I3
A= (1 — dg)pl 0 0 5
0 (1 — dg)pz 0
0 0 0 0 0 0
Mo = | kiadap: 0 0], Mo = | k21daps 0 0
0 k12d3pz 0 0 k21d3p2 0

mizeme model (1.14) zapsat ve tvaru

(1) A M (1
n 12 n
1) = < ;
matice A popisuje plodnosti a prezivani nemigrujicich jedinctl, matice Mia a My popisuji
migrace.
V modelu popsaném v pododdilu 1.3.2 bude r = 1, A = A@) = A A =2 =0,

11 . 22 __ 12 __ 21 __ 11 . 22 __ 12 _ 21 _
G =6 = 1, Gy = d2k312, cy = dgk‘Ql, Cy = 7 = 1-— dg, 3~ = d3k512, 3" = d3k521,

cil = 32 =1 — ds, takze

- 00 - fo 0 - fs 0
B11—<0 0>, B12—<0 f2>’ Bl3—<0 f3>,
_(p1 O (0 0 (0 0
B21—<0 p1>’ B22—<0 0>, Bz3—<0 0>,
/0 0 ;0 (0 0
B31<0 0>7 B32<0 p2>’ B33<0 0>,

Ci = 1 0 Co — 1—d2 dgklg Co — 1—d3 d3k12
P70 1) 27 \dokar 1—-dy)’ 3 \knds 1-—ds

a projekéni matice je tvaru

10 0 0 0 0 0 0 f, 0 f3 0
01 0 0 0 0 0 0 0 fo 0 fs
0 0 1-— d2 dgk‘lg 0 0 P1 0 0 0 0 0 o
0 0 dgkzl 1-— d2 0 0 0 P1 0 0 0 0 a
0 0 0 0 1-— d3 d3k¢12 0 0 P2 0 0 0
0 0 0 0 d3k21 1-— d3 0 0 0 P2 0 0
0 0 f2 0 f3 0
0 0 0 P 0 f3
| T —=di)pr  d2kiapy 0 0 0 0
| dekaipr (1 —d2); 0 0 0 0
0 0 (1 - d3)p2 d3k12p2 0 0
0 0 d3]§721p2 (1 — d3)p2 0 0

P11 oznaceni

_ (2 O _ (I3 0
F2—<02 f2>’ F3_<03 f3>’
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P, — ((1 —da)p1  dekiapi ) P _ ((1 —ds)ps  dakiapi >
dokoipr (1 —d2)p1)’ dskoipe (1 —d3)p2

miuzeme model (1.14) zapsat ve tvaru

ny O F2 F3\ [m
9 (t + 1) =Pt O O N9 (t)
ns 0] P2 0] ns

Matice Fo, resp. F3, vyjadiuje plodnosti druhé, resp. treti, vékové tiidy, matice P, resp. Po,
popisuje pfezivani migrujicich i nemigrujicich jedincit druhé, resp. tieti, vékové tiidy; (P;)s;
je pravdépodobnost ispésné migrace jedinci (i 4 1)-té vékové t¥idy migrujicich z j-té lokality
na (-tou, tj. v pripadé £ = j pravdépodobnost preziti a setrvani na lokalité. Projekéni matice
modelu je v tomto pripadé blokové Leslieho typu.

Poznamenejme, Ze volba typu strukturovani populace zavedena nékterou z rovnosti (1.6)
v pododdilech 1.3.1 a 1.3.2 neni podstatné, analogické tivahy lze provést pfi jiné volbé struk-
turovani. Priklad ukazuje, Ze pri prvni volbé bude blokova struktura projekéni matice metapo-
pulace takova, Ze diagonalni bloky popisuji ,,demografii“ (rozeni a pfezivani), mimodiagonalni
bloky popisuji migrace. Pri druhé volbé ma projekéni matice metapopulace blokovou struk-
turu odpovidajici projekéni matici nemigrujici populace (populace na jedné lokalité).
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Kapitola 2

Modely s konstantni projekéni
matici

2.1 Priklad — populace strukturovana podle plodnosti

Maticovy populaéni model n(t 4+ 1) = An(t) je vlastné vektorova linearni diferen¢ni rovnice
neboli systém linearnich autonomnich diferen¢nich rovnic. Jeji feSeni ukdZeme nejprve na
jednoduchém prikladu.

Uvazujme populaci, kterd je strukturovana do dvou t¥id. Jedince (pary, samice ap.) rozdé-
lime na juvenilni (mladé, nedospélé) a plodné. Ozna¢me 1y = nq(t), resp. na = ny(t), mnozstvi
juvenilnich, resp. plodnych, jedincti v ¢ase t. V populaci probihaji t¥i procesy: rozeni, umirani
(tj. z jiného pohledu pfezivani) a dospivani. Pfedpokladejme, Zze umirani a dospivani jsou
stochasticky nezavislé jevy. Necht ¢ oznacuje stfedni mnozZstvi potomki plodného jedince bé-
hem projekéniho intervalu, oy, resp. o9, oznacuje pravdépodobnost, ze juvenilni, resp. plodny,
jedinec prezije projekéni interval a + oznacuje pravdépodobnost, Ze juvenilni jedinec béhem
projekéniho intervalu dospéje. Budeme predpokladat, ze

>0, o1>0, v>0; (2.1)

pokud by totiz néktera z téchto hodnot byla nulova, populace nemuze prezivat. Podrobnéji,
pokud by o1 = 0 nebo v = 0, zddny jedinec by se nedozil plodného véku, pokud by ¢ = 0,
nerodili by se novi jedinci.

Mnozstvi juvenilnich jedinci za dobu délky projekéniho intervalu bude rovno mnozstvi
jedincti na zacatku projekéniho intervalu, ktefi béhem ného prezili a nedospéli plus mnoz-
stvi novorozenych jedinci — potomku jedinci plodnych. Z predpokladu nezavislosti procest
prezivani a dospivani tedy dostavame

ni(t+1) = o1(1 —y)ni(t) + ena(t). (2.2)
Plodni jedinci v populaci na konci projekéniho intervalu budou ti, ktefi byli plodni na za¢atku

projekéniho intervalu a tento interval prezili plus ti juvenilni jedinci, kteri béhem projekéniho
intervalu dospéli a nezemreli, tedy

ng(t + 1) = alfynl(t) + 0'2712(15). (2.3)

17
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Model (2.2), (2.3) mizeme zapsat v maticovém tvaru

()= (027 2 () . 2

nebo stru¢né a obvykle n(t + 1) = An(t) s oznacenim

() (7 2)
no a1y 02
Z rovnice (2.2) vyjadiime
na(t) = é(nl(t 4 1)~ on(1— ) (1)) (2.5)
a dosadime do (2.3)
na(t +1) = oy (t) + %(nl(t +1) = o1 (1 = 7)ma(t)).
V rovnici (2.2) dosadime ¢ + 1 za ¢t a déle do ni dosadime z pfedchozi rovnosti:

nl(t—l— 2) = 0’1(1 — 'y)nl(t+ 1) + <pn2(t+ 1) =
=o01(1 =it + 1) + poryni(t) + o2 (n(t + 1) — o1 (1 — )i (t)) =
= (01(1 =) + o2)ni(t + 1) + (po1y — (1 — y)o102)n1 (1)

Prvni slozka feSeni systému diferen¢nich rovnic prvniho fadu (2.4) je tedy FeSenim linedrni
diferenc¢ni rovnice druhého radu

ni(t+2) = (o1(1 =) + o2)mi(t + 1) + (po1y — (1 — y)o102)na (¢). (2.6)
Jeji charakteristickou rovnici je kvadraticka rovnice
A= (o1(1=7) + o)A + (1 = 7)o102 — po1v) =0, (2.7)
ktera mé diskriminant
D= (01(1 -v)+ 02)2 — 4((1 —y)o109 — <p01*y) = (01(1 —v)— 02)2 + 4po7y. (2.8)

Vzhledem k predpokladim (2.1) je D > 0, takZe charakteristickd rovnice ma dva realné rtizné

koreny
o1(1—7v)+o02+vD o1(1—=7v)+o02—vD
A = , Ao = (2.9)
2 2
takové, ze
A1 > |A2] > 0. (2.10)
Poznamenejme, Ze rovnost Ay = |\z|, tj. A1 = — A2 nastane pravé tehdy, kdyz o1(1 — ) + o9,

tedy vzhledem k (2.1) pravé tehdy, kdyz v = 1 a 092 = 0. Linearni diferen¢ni rovnice druhého
fadu (rekurentni formule) (2.6) mé obecné FeSeni

n1(t) = aXi + bAL.
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Konstanty a, b ziskdme z pocateénich podminek n1(0) a n1(1) = o1(1 — v)n1(0) + ¢na(0),
tedy

n1(0) = a+b
nl(l) = a)i + bAa.

Resenim tohoto systému rovnic je

g @ =dem(0) 1 Am(0) = m(1)

AL — A2 A1 — A2

takze
1) -\ 0
ni(t) = m( ;1 i:l( ))\’i +

Druhou slozku Feseni systému (2.4) dostaneme dosazenim vypoc¢itané prvni slozky do rovnosti

(2.5):

)\1711(0) — nl(l)
A1 — A2

AL,

(n1(1) = A2n1(0)) (M — o1(1 = 7))
90()\1 - )\2)

()\1711(0) — nl(l)) ()\2 - 01(1 - ’Y))

M
oM — A2) 2

na(t) = AL 4

Reseni systému (2.4) tedy je

_ 011 =) (0) 4 ¢n2(0) — Agny(0) A1n1(0) — o1(1 —v)n1(0) — ¢n2(0)

t) = AL t
m(?) A1 — A2 1 A1 — A2 A
1- 0 0)—A 0)) (A1 —o1(1 —
na(t) = (71(1 = 9)n1(0) + ¢n2(0) — A2na(0)) (M1 — o ( 7)))\%
(AL — Aa)
(A1r1(0) — 1(1 — 7)n1(0) — ¢n2(0)) (N2 — 01(1 =) |,
+ A5,
) p(A1 = A2)
kde A1 a A2 jsou dany rovnostmi (2.8) a (2.9). ReSeni systému (2.4) lze také struc¢né zapsat
ve tvaru
n(t) = aXiw® + g Lw®),
kde
~ (01(1 = 9) = Aa) 1 (0) + pna(0) 5= (M = o1(1 = 7)) n1(0) — pn2(0)
B A1 — A2 ' B AL — A2 '
wV 1 w? 1
wW—| )= w? | '] Z
- (1) - )\1—0'1(1—’)/) ’ - (2) - )\2—0'1(1—’}/)
W 0 W 0

Pi{mym vypoctem ovéiime, Ze A1, Ao jsou vlastnimi hodnotami matice A a vektory w®), w(®
jsou prislusné vlastni vektory. Porovnanim s (2.8) a (2.1) vidime, Ze

i\/ﬁ#al(l—y)—ag a tedy 01(1—7)+02i\/57é201(1—'y),

neboli

A2 #o1(l—7).
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To znamena, %e obé slozky obou vlastnich vektorit w®, w® jsou nenulové. Hodnoty o,
zavisi na pocate¢nich podminkach n;(0), no(0). Plati pro né

(01(1 —7) = A2)n1(0) + ¢n2(0) (A1 — a1(1 —7))n1(0) — pna(0)

a-F= A — A2 - A — Ao -
()\1 + Ao + 20’1(1 — 7))711(0) + 2g0n2(0)

pokud alespoti jedna z hodnot n1(0), n2(0) je kladnd. Odtud plyne, Ze hodnoty «, 5 nemohou
byt soucasné nulové, pokud alespori jedna z pocatec¢nich hodnot n1(0), n2(0) byla kladna,
neboli n1(t) = 0 = ny(t) pro néjaké t jediné v pfipadé, ze n1(0) = 0 = ng(0).

Pro vSechna ¢ takova, ze na(t) # 0, plati

1 o (A2’
awg)—kﬁwg)(—)

n(t)  ow{\ + Bw Ny M
= 1 B == t
m2(0) " awfN 4 BN w0 (%)

Pro A1 # |A2| plyne z nerovnosti (2.10) vztah

) A2 \!
tlggo <)\_1> =0

Pokud tedy A1 # |\2| a existuje tyg > 0 takové, Ze ny(t) # 0 pro vSechna t > t(, dostaneme

t—o00 ’I’LQ(t) wél) )\1 — 0'1(1 — ’y) ’

pokud « # 0,

m(t) _w® _ ¢
na(t) ol  Ae—oi(l—7)

Podivejme se na nékolik specidlnich pfipadt modelu (2.4). Za délku projekéniho inter-
valu vezmeme dobu potfebnou k ,vyprodukovani“ jednoho potomka, tj. vzdy bude ¢ = 1.
V kazdém z modeli bude n1(0) = 1, n2(0) = 0, tj. n1(1) = o1(1 — ). Modelujeme tedy vyvoj
populace zac¢inajici jednotkovym mnozZstvim juvenilnich jedinct a Zadnym jedincem plodnym.

prot >0, pokud a=0.

2.1.1 0'120'2:1,’}/:1,@:1

V tomto pripadé jedinci neumiraji, za jedno obdobi jisté dospéji a jsou schopni v kazdém
dalsim obdobi zplodit potomka. Jedna se tedy o ,klasické“ Fibonacciho kraliky. Projekéni
matice, jeji vlastni hodnoty a prislusné vlastni vektory a konstanty vyjadiujici zavislost FeSeni
na pocatec¢nich podminkach, nyni jsou

1 1

0 1 1+\/5_ 1 1_\/5 2
A:<1 1), A1:72 ,’LU(): 1+\/g s )\2: 2 ’w(): 1_\/5— ,
2 2
55 5+v5
o = 9 ) ﬁ: 9 )
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takze Teseni je tvaru

nl(t)

2 2 2 2

_5-V8 <1+¢5>t+5+¢5 <1—¢5>t

m(t):\/g<1+\/g> —\/§<1_V§> .

2 2

Plati tedy

nl(t) _\/5_— 1‘

I

l‘ = 1. = =
e m(t) P na(t) = o0, t—o0 ng(t) 2

velikost populace roste nade vSechny meze, pomér juvenilnich a plodnych jedinct konverguje
ke zlatému rezu.

21.2 o1={%,00=2,7v=1%,p=1

V tomto pfipadé mame

2 1 1 1 1 1
A= (i g>7 )‘1:17 w(l): <l>7 )\2:§7 w(2): 1 ) a:ﬁzia
9 3 3 3

takze Teseni je tvaru

’I’Ll(t) =

N | —
VY
—_

+
N

| —
N———
o~
~_
3

no
—~
Nt

I
| =
~/
[a—

|
N
W[ =
S~
o~
N~

Plati tedy

1 1 t
lim ny(t) = 3’ lim no(t) = 6 na(t) =3;

t—o0 t—o00 t—00 N9 (t)

Velikost populace i pomér juvenilnich a plodnych jedinctt konverguji ke konecné hodnoté.
Pritom velikost subpopulace juvenilnich jedinct konverguje ke své stabilizované tirovni mono-
tonné, velikost subpopulace plodnych jedinct ke své stabilizované hodnoté konverguje s tlu-
menymi oscilacemi.

2.1.3 01:%,02:%,7:%,g0:1

V tomto piipadé mame

1 1 1 1
A= ( l)’ )‘1:15 w(l): <l>, >‘2:0, w(Z): <_l>, O‘:ﬁzia
2 2 2

takZe TeSeni je tvaru

N Sl

1 1
ni(t) = 5 Pbro t>1, no(t)= 7 Pro t>1.
Plati tedy
1(t
na(t)
Velikost populace i pomér juvenilnich a plodnych jedinct jsou po jednom casovém kroku
konstantni.

~—

3

=1 prot>1;
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214 o1=1,00=0,v=1,p=1

V tomto pripadé je

0 1 1 1
A= s )‘1:1, w(l) = ) )‘2:_1’ ’UJ(2) = s a:ﬁ:l’
10 1 -1 2

takze feSeni dostavame ve tvaru

(1-(-1)").

Reseni je tedy periodické s periodou 2; v populaci se pravidelné stiidaji generace juvenilnich
a plodnych jedincti o konstantni velikosti.

2.2 Perronova-Frobeniova teorie

Vsechny matice v tomto oddilu budou typu n x n, vSechny vektory budou n-rozmérné. Pro
matici A a vektor v,

aip a2 ... Gain 01
a1 azz2 ... a2y ()
A= , U= ,
anl1 AaAn2 ... Apn Un,
budeme pouzivat oznacfeni (A);; = ai;, (v); = v;. Symbol |A|, resp. |v|, bude oznacovat
matici, jejiz slozky jsou (|A|)i; = |aij|, resp. vektor, jehoz slozky jsou (|v]); = |v;|. Déle

budeme zapisovat
Vi, j)ai; > c,

- (
. (Vi)v; > ¢,

- (i, 9)ai; = bij, tj. (Y4, 5)(A)ij = (B)ij,
-

ViJvi > wi, t. (Vi)(v)i 2 (w);
a podobné.
Symbol | bude oznacovat jednotkovou matici. Pro matici A a vektor v dale klademe

(% 0 0
0 vy ...

ker A = {w: Aw =0}, diagv=| . . | | Jv]| =
0 0 ... v,

ker A je zfejmé vektorovy prostor dimenze nejvyse n, tj. dimker A < n, ||v|| je eukleidovska
norma vektoru v.

Definice 1. Matice A se nazyva nezdpornd, je-li A > 0 a nazyva se kladnd, je-li A > 0.
Definice 2. Nezaporna matice A se nazyva

— primitivni, pokud (Ik € N)AF > 0,
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— smprimitivng, pokud (Vk € N)(31, j) (Ak)ij =0,

— reducibilni, pokud (37, j)(Vk € N) (Ak)ij =0,
— dreducibilni, pokud (Vi, j)(3k € N) (Ak)ij > 0.

Poznamka 1. Piimo z definice plyne, Ze kazda primitivni matice je ireducibilni a kazda redu-
cibilni matice je imprimitivni.
Tvrzeni 1. Je-li A>0a v > w pak Av > Aw.
Je-li A >0, v > w aexistuje i € {1,2,...,n} takové, ze v; > w; pak Av > Aw.
n n
Diikaz. Plyne bezprostfedné z vyjadieni (Av), = Y apjv;, > apjw; = (Aw),. O
j=1 j=1
Tvrzeni 2. Je-li A > 0, v vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté A a v > 0, pak
v>0al>0.

Dikaz. Ponévadz v je vlastnim vektorem, je v # 0 a tedy existuje i € {1,2,...,n} takovy
index, ze v; > 0. Podle druhé ¢asti tvrzeni 1 je A\v = Av > A0 = 0. To znamend, Ze pro kazdy
index j je Av; > 0. Zejména tedy Av; > 0, z ¢ehoz plyne, Ze A > 0, nebot v; > 0. Déale pro
libovolny index j je v; > 0, nebot Av; > 0. O

Tvrzeni 3. Je-li A > 0 primitivni a v > 0 jeji vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté A,
pak v >0, A > 0.

Diikaz. 7 tvrzeni 1 plyne, Ze Av = Av > 0, takze A > 0. PonévadZ A je primitivni, existuje
k € N takové, ze AF > 0.

Ponévadz Av = v, je také Afv = AF 1Ay = AF1(\v) = AAF 1y = ... = \Fu. Tvrzeni 2
nyni implikuje v > 0 a \¥ > 0, takze \ # 0. O

Tvrzeni 4. Necht matice A spliuje pfedpoklady
(i) A>0, A#0;

(i) existuje ¢islo A € R a vektor u tak, ze ATu = \u, u > 0 (vektor u je vlastni vektor
matice AT piisluiny k vlastni hodnoté A, ktery mé vsechny slozky kladné);

(iii) existuje ¢islo p € R a vektor v tak, ze Av = pv, v > 0, v # 0 (vektor v je vlastni vektor
matice A prislusny k vlastni hodnoté pu, ktery ma vSechny slozky nezaporné a alespon
jednu kladnou).

Pak = A

Diikaz. Plati
Mulv = (ATu)T'U =ulAv = ul v = pulv.

Z kladnosti vektoru w a z nezapornosti a nenulovosti vektoru v plyne u’v > 0. Vyraz u’ v

lze tedy v posledni rovnosti vykratit, takze A = p. U

Tvrzeni 5. Necht A > 0 spliiuje predpoklady (ii) a (iii) tvrzeni 4 (z nerovnosti A > 0 plyne
i splnéni predpokladu (i)) a symboly A(= u), v maji stejny vyznam jako v tvrzeni 4. Je-li
w vlastni vektor matice A piislusny k vlastni hodnoté A, pak existuje ¢islo a € R takové, ze
w = av, tj. dim (ker(A — Al)) = 1.
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Diikaz. Bud v vektor z tvrzeni 2. Pak je v > 0 a A > 0. Polozme

a—mm{w 17=12,....n }, itakovyindex,iea:%.
U] V;
Pro kazdy index j tedy plati a« = — < . Odtud plyne
v; v]
w; —owv; >0, w;—oav; =0, (2.11)

takZze w — av > 0.
Pripustme, ze w — av # 0. Pak

Alw — av) = dw — alv = A(w — av).

To znamend, ze w — av je vlastni vektor ptislusny k vlastni hodnoté ), takze podle tvrzeni
2 je w — av > 0, coz je spor s druhou rovnosti (2.11). O

Tvrzeni 6. Necht A > 0, w je vlastni vektor prislusny k vlastni hodnoté A. Pak

(Afwl]), Zau!w]\ = Z laijwil = Y aijwj| = [(Aw)i| = [(hw)i| = [AlJwil,  (2.12)

j=1 j=1
t. Alw| > [A] .
Dikaz. Nerovnost je trojuhelnikova. O

Tvrzeni 7. Necht A > 0. Pak mnozina

Sa = {c >0: (EI'U(C)) v© > 0| = 1, Av(© > C’U(c)}
je neprazdna a shora omezena.
Diikaz. Bud v libovolny nezdporny vektor takovy, ze Hv(O)H = 1. Podle tvrzeni 1 je

Av©® > A0 =0 = 0v©,

takze 0 € Sa, Sa # 0.
Bud ¢ € Sa a v(© prisluiny vektor, ktery existuje podle definice mnoziny Sa. Necht i je
takovy index, Ze ’UZ(C) = max {vgc),véc), e ,vﬁf)}‘ Pak je UZ(C) >0a

cvgc) < <A'v(c> Zawv < Zam < v ) max Zalﬂ 1=1,2,. ,

7j=1

tedy

n
¢ < max Zalj: [=1,2,...,n
j=1

a ¢ je horni zavora mnoziny Sh. O
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Tvrzeni 8. Necht A > 0, Sp je mnozina zavedend v tvrzeni 7 a A\; = sup Sa. Pak pro kazdy
vektor w plati A|lw| < A\|w].

Drikaz. Nulovy vektor spliiuje uvedenou nerovnost trividlné. Pripustme, Ze existuje nenulovy
vektor w spliiujici nerovnost Alw| > A;|w| a poloZme

1
€ = min { ] (Alwl); = Arfws]) © Jwi| > 0} .

Pak jee >0 a
elwy| < (Alwl]); — Ai|w;| pro kazdy index 1,
(A +e)wi| < (Alwl);,
(M+o)|w| < Alw|.
Polozime-li
pPite) — L, I

dostaneme, ze v(*11¢) >0, Hv()‘lJre)H =1la

1 1
AV = o Afw] > (] = (4 + ),
[[wl Jw]|
takze A1 + ¢ € Sa, coz je ve sporu s definici suprema. O

Tvrzeni 9. Necht A > 0. Pro kaZzdou jeji vlastni hodnotu A plati [A| < A; = sup Sa.

Diikaz. Bud X vlastni hodnota matice A a w pfislusny vlastni vektor. Pak podle tvrzeni 6
je Alw| > |A| |w]. Kdyby |A] > A1, pak by Alw| > Aj|w]| a podle tvrzeni 8 by soucasné
Alw| < A\|w|, coz by byl spor. O

Tvrzeni 10. Necht A > 0 a A\ = sup Sa. Pak A\; > 0, A\; je vlastni hodnotou matice A a
prislusny vlastni vektor v > 0.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze mnozina M = {v : v > 0,||v|| = 1} je kompaktni: Z trojthelni-
kové nerovnosti pro normu plyne, ze pro vektory v}, v e M plati

=] <o o <112

takZe mnozina M je ohranicena.
Bud {w(k)}Zil C M posloupnost vektort konvergujici k vektoru v v prostoru R" s met-
rikou uréenou euklidovskou normou, tj. pro kazdy index 7 plati

n

2
lim Z <w§k) — 1)2‘> =0, neboli lim wgk) = v;.

k—oo\| 4 k—oo
=1

Ponévadz w™ >0, je také v; > 0, tj. v > 0. Z toho, ze zobrazeni F' : R" — R dané pfedpisem

i

F(u) = ||ul| je spojité, plyne podle Heineovy podminky F' <klim 'w(k)> = klim F ('w(k)), t].
— 00 — 00
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lv|| = klim Hw(k)H = 1. Celkem tedy dostdvame, ze v € M. Mnozina M s konvergentni
—00

posloupnosti obsahuje i jeji limitu, takze tato mnozina je také uzaviena.
Hodnota \; = sup Sa je limitou posloupnosti ¢isel z mnoziny Sa, tj. existuje posloupnost
{ex}ie, C Sa takova, ze klim ¢ = A\1. K &sltm ¢, € Sa existuji vektory v(e) takové, 7e
— 00

v(ek) >0, Hv(Ck)

=1 (2.13)

Av() > ¢polr), (2.14)
Relace (2.13) tikaji, ze vSechny vektory v() jsou prvky mnoziny M. Z jeji kompaktnosti

o0
lyne, 7e existuje posloupnost { v vybrana z posloupnosti vektort { () ~ takova,
plyne, je posloup y p b1

e lim v(*) = v e M. Z prvni relace (2.13) déale plyne v > 0, tj. |v| = v.

l—o00
Z (2.14) plyne
A (Ck) > CklU(Ckl)-

Ponévadz linedrni zobrazeni je spojité, dostaneme limitnim pfechodem [ — oo z posledni
nerovnosti nerovnost
Av > \v.

7 ni s vyuzitim tvrzeni 8 dostaneme Av = \jv, coz znamena, ze v je vlastni vektor prislusny
k vlastni hodnoté \;. O

Tvrzeni 11. Necht A > 0 je primitivni. Pak existuje vlastni hodnota A; > 0 matice A takova,
ze prislusny vlastni vektor v > 0, dim (ker(A — All)) = 1 a pro kazdou vlastni hodnotu A # Ay
matice A plati \; > |A|.

Dikaz. Polozime Ay = sup Sa, kde Sa je mnozina zavedena v tvrzeni 7. Podle tvrzeni 10 je
A1 vlastni hodnotou matice A a prislusny vlastni vektor v > 0. Podle tvrzeni 3 je Ay > 0 a
v > 0.

Matice AT je také primitivni. Stejnou tivahou ukazeme, Ze existuje A > 0 vlastni hodnota
matice AT a p¥isluiny vlastni vektor w > 0. Z tvrzeni 4 dostaneme rovnost A = \;.

Ponévadz matice A je primitivni, existuje k& € N takové, ze A¥ > 0. Uvahy lze zopakovat
pro matici A*¥ a jeji vlastni hodnoty )\’f. Tim se ukaze, 7e matice A* spliiuje predpoklady
tvrzeni 5. Jsou-li nyni v a v(?) dva vlastni vektory matice A piislusné k vlastni hodnoté Ay,
plati

Ak — )\11)(1), Ak (2) — )\1,,,(2),

takze podle tvrzeni 5 je vektor v(® nasobkem vektoru v}, tj. dim (ker(A — )ql)) =1

Podle tvrzeni 9 nemé matice A vlastni hodnoty s absolutni hodnotou vétsi nez A\;. Bud
A vlastni hodnota matice A takova, ze |A|] = A\; a w pfislusny vlastni vektor. Z tvrzeni 6
dostaneme A|w| > |A| jw| = A\i|w|, z ¢ehoz podle tvrzeni 8 plyne

Alw| = M\ |wl. (2.15)

To znamend, 7e |w| € ker (A — )ql), takze podle jiz dokézaného, je vektor |w| nasobkem
vektoru v a ponévadz v > 0, je také
w| > 0. (2.16)
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Dale pro libovolny index ¢ plati

Ml = (Al), = 3 aglogl > [ aggus| = | (Aw),| = il = M ] = s
7j=1 7j=1

V trojuhelnikové nerovnosti tedy nastava rovnost, coz znamend, ze argumenty vSech sc¢itanci
jsou stejné, arg (aij\wj]) = arga;;w; pro vSechny indexy j. Protoze a;; € R, a;; > 0, tj.
arg (aij|wj|) = 0, je také arga;;w; = 0, tj. w; € R a w; > 0. Déle |w;| = wj, |lw| = w.
Vzhledem k (2.16) je w; > 0. Nyni s vyuzitim (2.15) dostaneme

Aw; = ()\w)j = (Aw)j = (A]w\)j = (Allw])j = (Alw)j = \wj,
takze A\ = A1. O

Tvrzeni 12. Necht A > 0, A1, A jsou jeji vlastni hodnoty takové, ze A\; = sup Sa a |A| = Ay,
arg A = ¢, tj. A = e'?\;. Pak existuji &isla ¥q,92,...,9, € R, ze A = ¢*DAD™!, kde D =
diag (ewl el ,ew”).

Diikaz. Necht w je vlastni vektor ptislusny k vlastni hodnoté A, tj. Aw = Aw. Podle tvrzeni 6
a 8 je Mjw| = [AlJw] < Alw| < Ar|wl, takze

Alw| = A\|w|. (2.17)
Polozme w
Arg —k7 Wi 7é 07
Yy = ’wk“
05 Wy = 0’
tj. ek = |10—k|, pokud wy, # 0. Pak eV%|w;| = wy, pro kazdy index k, Djw| = w a dile
Wk
AD|w| = Aw =  \w = e’ \jw = 'Y\, D|w],
tedy
¢¥“\Djw| = ADw|,
e\ |lw| = D 'AD|w|

a s vyuzitim (2.17) Alw| = e ¥D !AD|w|. Polozme C = e '*D~!AD. Pak Alw| = Clw|.
Ponévadz Alw| > 0, je také Clw| > 0, tedy Clw| = |Clw||. Celkem s vyuzitim trojihelnikové
nerovnosti dostaneme

Alw| = Clw| = [Clw|| < |C||w| = AJw].

V trojuhelnikové nerovnosti nastava rovnost

n

n
Seylwil| =3 Jeyl wyl,  1=1,2,....m,
j=1

Jj=1

coz znamena, ze cijlw;| a || |wj| maji stejné argumenty, tedy ¢;; € R, ¢; > 0, |C] = C.
Déle ¢;; = e e Wig el tj. |c;j| = |aij| = aij, A= |C| = C = e ¥D~ 1AD a odtud plyne
tvrzeni. 0
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Tvrzeni 13. Necht A > 0, A\; = supSa, Aa,..., Ag jsou vSechny jeji rizné vlastni hodnoty
takové, ze \1 = |[Ao] = [A3] = -+ = |A\g], 0 = ArgA; < Arglg < -+ < Arg)y. Pak
Aj = e?™=1/d)\; a dim (ker(A — A1) = dim (ker(A — A1), j =1,2,...,4d.

Diikaz. Ozna¢me ¢; = Arg \j, tj. A\j = %)y, j = 1,2,...,d. Nejprve si viimneme nékolika
jednoduchych fakt:

(i) Z tvrzeni 12 plyne, ze k vlastni hodnoté \; existuje regularni diagonalni matice D;
takova, ze A = e¥/D;AD; .

(ii) Matice A a DjAD;1 maji stejné vlastni hodnoty. Je-li totiz A vlastni hodnotou matice
A pak matice S = A — Al je singularni a tedy také matice DjSD;1 = DJ-AD;1 — Al je
singularni, coz znamena, ze A\ je také vlastni hodnotou matice DjADj_l. Podobné na-

hlédneme, ze libovolna vlastni hodnota matice DjAD;1 je také vlastni hodnotou matice
A.

(iii) A je vlastni hodnotou matice A pravé tehdy, kdyz e ¥\ je vlastni hodnotou matice
e ¥ A, nebof matice A — Al a e 7% (A — \l) = e %A — e~1%i Al jsou soucasné singularni
nebo regularni.

(iv) Je-li A\; vlastni hodnotou matice A, pak )\_] je také vlastni hodnotou matice A, nebot
matice A je realna. Odtud dale plyne, ze A\; = X\, pro néjaké k € {1,2,...,d}, tj.
@ + @i = 21, nebot A1, Az, ..., Aq jsou vSechny vlastni hodnoty stejného modulu.

Je-li d = 1, je tvrzeni trividlni. Je-li d = 2, pak Ao € R — kdyby totiz A2 méla nenulovou
imaginarni ¢ast, pak by také Ao byla vlastni hodnotou riiznou od A i A1, coz by bylo ve sporu
s predpokladem, ze A1, Ao jsou vSechny vlastni hodnoty stejného modulu. To znamena, zZe
p2 = T.

Bud d > 2. Je-li A3 je vlastni hodnotou matice A, pak podle (iii) je e '¥2\3 vlastni
hodnotou matice e '¥2A, takze podle (i) je také vlastni hodnotou matice e *2el*2DyAD; 1-
D2AD51. Nyni podle (ii) je e7¥2)\3 vlastni hodnotou matice A, coZ znamena, Ze existuje

ke{l,2,...,d}, ze

A = e P2y,
elPk A\ = e lp2les A,
N () ’
e = $3— P2,

nebot ¢y € [0,27). To znamend, ze ¢ € (0, ¢3). To je vSak mozné jen tak, ze ¢ = p2, k = 2
a tedy A3 = e'?2)\y. Analogicky lze ukéazat, ze

Mo =eP2)g, Ag = eP2)y, .. Ay =20 1, A = elP2)\,.

Odtud plyne, ze vlastni hodnoty A1, As, ..., Ag jsou vrcholy pravidelného d-thelniku se stie-
dem 0 v komplexni roving, tedy o = 27/d.
Bud nyni j € {2,3,...,d} libovolny index. Z rovnosti

Av = \jv



2.2. PERRONOVA-FROBENIOVA TEORIE 29

plyne rovnost .
A (e“"f'v) = \jv.

Jsou-li tedy v, @) .. v® linedrné nezavislé vlastni vektory matice A piislusné k vlastni
hodnoté A, pak e%iv@) %iv®@) . e?iv(d jsou vlastni vektory matice A piislusné k vlastni
hodnoté A;, které jsou linedrné nezavislé. To znamend, Ze

dim (ker(A — )\1')) < dim (ker(A — )\jl)).

Analogicky z toho, Ze rovnost Aw = A\jw implikuje rovnost A (e*i‘f’j w) = Mw, odvodime
nerovnost dim (ker(A — A;1)) < dim (ker(A — A\l)). Celkem tedy dostaneme, Ze plati rovnost
dim (ker(A — A1) = dim (ker(A — \j1)). O

Tvrzeni 14. Je-li A > 0 ireducibilni, pak A; = sup Sp > 0, pfislusny vlastni vektor v > 0 a
dim (ker(A — M) = 1.

Diikaz. Nejprve ukézeme, ze ireducibilni nezdporné matice A nemé nulovy sloupec: P¥ipustme,
ze existuje index j takovy, Ze a;; = 0 pro vSechna i = 1,2,...,n. Pak pro libovolné m € N je

n

(Am)jj - (Am_lA)jj = Z(Am_l)jkakj =0,
k=1

coz je spor s ireducibilitou.
Polozme

n
1
c=min{ > aj:i=12...ny, v(c):—n(l,l,...,l)T.
j=1

Pak ¢ >0 a

tedy Av(© > cv(©) takze ¢ € Sp. Odtud plyne A\; = sup Sa > ¢ > 0.
Ponévadz matice A je ireducibilni, ke kazdé dvojici indexti ¢, j existuje ¢islo x;; takové, Ze
(A’“j)ij > 0. Polozme m = max{x;j: i =1,...,n,j=1,...,n,i# j}. Pak

m
m .
(I+A)mzl+z< _>AJ >0,
=1 N7
a pro libovolny vlastni vektor v matice A prislusny k vlastni hodnoté \; plati

(I+A)"v =

m

=1+ ) A =v+ <,>>\J = |1+ (,)AJ =14+ M),
S ()a o= (5) o= {10 () 4 o= a

j=1

tedy v je soucasné nezaporny vlastni vektor kladné matice (14+A)™ ptislusny k vlastni hodnoté
(14 A1)™. Podle tvrzeni 2 je v > 0 a tedy

dim (ker(A — M) > 1.
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7 uvedeného vypoctu déle plyne, ze
ker (A — A1) C ker ((I+A)™ — (1 + Ap)™1).
Prostor na pravé strané inkluze je podle tvrzeni 5 jednodimenzionélni a tedy
dim (ker (A —\i1)) < 1.
O

Véta 1. Bud A nezdpornd matice. Pak existuje jeji vlastni hodnota A1 € R takova, Ze A1 > |\
pro kaZdou vlastni hodnotu A matice A, a existuje nezdporny vlastni vektor v prislusny k vlastni
hodnotée 1.

Je-li navic matice A primitivni, pak A1 > |A| pro libovolnou vlastni hodnotu \ # A\ matice
A, prislusng vlastni vektor v > 0 a ker(A — A1) je jednodimenziondlns.

Je-li mavic matice A ireducibilni a imprimitivni, pak A1 > 0, prislusny vlastni vektor

v > 0 a ezistuji vlastni hodnoty Ao, A3, ..., \g takové, Ze \; = e?m=D/d); q ker(A — M) je
jednodimenziondlni, j =1,2,...,d.
Dikaz. Prvni ¢ast je tvrzeni 10, druhé c¢ést je tvrzeni 11, tieti ¢ast je tvrzeni 13 a 14. U

Pozndmka 2. Cislo d z tieti ¢asti véty 1 je vétsi nez 1. Tato vlastnost vSak nebyla dokézana.

Klasifikace nezdpornych matic a odpovidajici vlastnosti vlastnich hodnot a vlastnich vek-
toru jsou shrnuty v obrazku 2.1.

2.3 Reseni projekéni rovnice

Budeme fesit projekeni rovnici
n(t+ 1) = An(t) (2.18)

s konstantni projekéni matici A typu k x k. Pfedpoklddejme, ze zname pocatecni strukturu
populace n(0). Pak plati

n(3) = An(2) = AA’n(0) = A3n(0),
atd. Obecné n(t) = AA""In(0) a tedy
n(t) = A'n(0). (2.19)

Piimym dosazenim do rovnice (2.18) se lze pfesvéd¢it, ze n(t) dané rovnosti (2.19) je skutecné
feSenim projekéni rovnice (2.18).

Dale budeme predpokladat, Ze matice A v rovnici (2.18) ma k riznych vlastnich hodnot.
Z hlediska aplikaci tento predpoklad neni omezujici. Aby totiz matice A méla nasobnou vlastni
hodnotu, musi jeji prvky splilovat urcitou rovnost. Jinak feceno, mnozina vsech matic typu
k x k majicich ndsobné vlastni hodnoty tvoii varietu dimenze mensi nez k% v prostoru RkQ;
ponévadz k?-rozmérna mira takové variety je nulova, je (geometricka) pravdépodobnost jevu,
Ze matice A bude mit nasobné vlastni hodnoty, také nulova.
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Nezaporna
A>0
A ER
Primitivni Imprimitivni
. . Z _
(3O AL >0 (V) (3i,5) (A )ij =0
AL > |Ag]y w® >0
Ireducibilni
Reducibilni

(Vi,5) (3¢) (AY),. >0
(3i,) (V0) (A?); =0 !

A >0, wh >0

A >0, wh >0

(Fd) Nj = \e2™0-D/d =12 ... d

Obrazek 2.1: Klasifikace nezapornych matic a charakterizace jejich vlastnich hodnot a vlast-
nich vektord. Vlasti hodnoty Aq,...,\, matice A jsou usporadané tak, ze |[Ai| > |-+ > |A\,],
w® oznac¢uje vlastni vektor piislusny k vlastni hodnoté A;.

Necht rizné vlastni hodnoty A1, Ao, ..., A\;x projekéni matice A jsou usporadany tak, ze

IA1] > A2 > - > Akl

ponévadz matice A je nezapornd plati A\; € R, A\; > 0, a tedy |[A1| = A1. Oznacéme w() vlastni

vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté A;, j = 1,2,... k. Z pfedpokladané riznosti
vlastnich hodnot plyne, Ze vektory w®,w® ... w®) tvoi{ bazi prostoru R¥. Existuji tedy
konstanty ¢y, co, ..., c; takové, ze
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Dosazenim tohoto vyjadfeni do rovnosti (2.19) dostaneme
k k

k
n(t) = A'n(0) = Y Alcwt? =3 "¢, AT AW =3 "¢ ATl =
j=1

J=1 J=1
k k k .
Z AT A ) ZCJA AT D) =3 " NAT w0 = = e N w ).
: ]:1

Dostévame tedy feseni rovnice (2.18) ve tvaru

k
n(t) = ch)\ﬁw(j). (2.20)
j=1

Polozme nyni
T

)

W = ('Lu(l),u)(2)7 .. ,w(k)>

A0 0
. 0 Ay ... 0

A= dla‘g()‘ly)\Za e 7>‘k‘) = (62_])‘]) = . : .. : )
0 0 ... M\

W je matice, jejiz sloupce jsou vlastni vektory matice A, A je diagonalni matice s vlastnimi
hodnotami matice A na diagonale. Pak plati

(AW);; = <Aw(j))i - <Ajw<ﬂ')>i = \uw?,

k
(WA); =Y w a0 = A,
=1

a tedy
AW = WA. (2.21)

Ponévadz sloupce matice W tvoii bazi prostoru R”, jsou linearné nezévislé a tedy matice W
je regulérni. Z predchozi rovnosti proto dostaneme

A =WAW™L, (2.22)
dale W—'A = AW~! a po transpozici
ATWT—1 — WT—1A.

symbol WT—! oznaéuje matici (Wfl)T = (WT)_l. Porovnanim s rovnosti (2.21) vidime, ze
sloupce matice W1 jsou vlastni vektory transponované matice A7, ktera mé stejné vlastni
hodnoty jako ptivodni matice A. Je-li tedy WT—1 = (v(l), 0@, ... ,v(k)), pak

neboli
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jinak feceno, fadky matice W1 jsou transponované levé vlastni vektory matice A. Plati tedy
0@ p0) — 5ij-

Ozna¢me nyni ¢ = W~!n(0). Vyjadfeni matice A ve tvaru (2.22) nyni dosadime do feSeni
(2.19) rovnice (2.18):

n(t) = A'n(0) = (WAW 1) n(0) = WAW 'WAW ! ... WAW ' (0) = WA'W n(0) =

Moo ...00 e
0 0 .. ) \a
Ny
:<w(1),w(2)7__.7w(k)) )\g:cz =§:ch§w(J‘>.
: =

)\};ck
Dostavame tedy stejné vyjadieni feSeni rovnice (2.18) jako bylo v rovnosti (2.20). Navic ale
vidime, Ze pro konstanty c1,ca,...,c; plati ¢; = 'U(j)Tn(O), j=1,2,... k. Provedené tivahy
lze shrnout do véty:
Véta 2. Necht nezapornd matice A ma rizné vlastni hodnoty A1, A2, ..., A\ takové, Ze
M2 el > > Al
Oznacme w9, resp. v, (pravy) vlastni vektor, resp levy vlastni vektor, matice A prislusny

k vlastni hodnoté N\;, j =1,2,..., k. Necht vektory 0@ w9 jsou takové, ze O ) = i
Pak tesent projekcnd rovnice (2.18) je tvaru

k
n(t) = ch)\ﬁw(j), (2.23)
j=1

kde c; = 'v(j)Tn(O).

Poznamenejme, ze z predpokladu riznosti vlastnich hodnot plyne, ze Ay > 0. V opa¢ném
ptipadé by totiz bylo [A2| = |[A3| = -+ = |A\x| = 0. Pro ireducibilni matici A podle Perronovy-
Frobeniovy véty (aplikované na matici AT) plati pro ireducibilni matici A nerovnost o >
0. Ma-li tedy pocateéni struktura populace n(0) v takovém piipadé alespon jednu slozku
nenulovou (tj. je-li populace na zac¢atku sledovani pfitomna), pak je ¢; = ’v(l)Tn(O) > 0.

Rekneme, 7e rovnice (2.18) je ergodickd, pokud priibéh jejiho feseni v okoli nekoneéna (t;.
pro dostate¢né velké t) nezavisi na poc¢ateéni podmince n(0). Populaci, jejiz vyvoj je popsén
ergodickou rovnici, nazveme také ergodickou.

2.3.1 Matice A ireducibilni a primitivni

Resen{ (2.23) projekéni rovnice (2.18) piepiSeme na tvar

k t
Aj ;
n(t) = A [ quw® + E c; (A_i> w()

=2
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V tomto ptipadé je podle Perronovy-Frobeniovy véty A\ > |[\;| pro j =2,3,...,k a tedy

1 - A\
i M) = E J U) =
thm (Xin(t) crw > <cj thm <)\1> ) w o.

Jj=2

Reseni n(t) projekéni rovnice (2.18) s ireducibilni a primitivni matici A je tedy pro libovolnou
pocatecni hodnotu n(0) asymptoticky ekvivalentni s funkci cl)\’iw(l). To znamenad, Ze pro
dostatecéné velké ¢ nezavisle na poc¢atecni struktuie n(0) populace (pokud je alespon jedna
jeji slozka na zac¢atku nenulova) roste velikost populace exponencialné a relativni zastoupeni
jejich jednotlivych slozek je timérné slozkam kladného vlastniho vektoru w® piislusného
k dominantni vlastni hodnoté \;. Populace s primitivni projekéni matici A je tedy ergodicka.

Dominantni vlastni hodnotu A; matice A lze interpretovat jako Malthusovsky koeficient
rastu. Pokud tedy A; > 1, populace roste, pokud A\; < 1, populace vymira.

2.3.2 Matice A ireducibilni a imprimitivni

Podle Perronovy-Frobeniovy véty je v tomto pripadé A\ > 0 a existuje prirozené cislo d
takové, ze 1 < d < k, \j = \e?"U~D/d pro j =1,2,...,d a A\ > [\g;1| pokud d < k. P¥itom
dim (ker(A — A;1)) =1 pro j = 1,2,...,d. Refeni (2.23) rovnice (2.18) prepiSeme na tvar

d k t
t 2mi(j—1)t/d ) J .
n(t) = \] JE 1cje =1t/ dayy(3) 4 E cj <)\—1> w | ;

j=d+1
p—1
pii zapisu pouzivame konvenci ) 7; = 0. Plati tedy

J=p

d k A t

; o2mi(i—1)t/d, (7)) | — A () —
Jim (o z gd:“ <c] lim ( /\1> )w 0. (220)
=1 j=

Necht j je index takovy, ze 1 < j < %(d +1). Pak d — j + 2 < d a pro vlastni hodnotu
Ad—j+2 plati

Ape2mi(d—i+1)/d — ) (2mig=2mi(G=1)/d _ \ o=2mi(-1)/d _ N~

Ad—jy2 = 5

tj. vlastni hodnoty A; a Ag_ji2 jsou komplexné sdruzené. Matice A je realna a proto pro
vlastni vektor w®) piislusny k vlastni hodnoté Aj plati

Vektor w() je tedy vlastnim vektorem matice A prislusnym k vlastni hodnoté A\g_ j+2- | Poné-
vadz dim (ker(A - )\d—j+2|)) = 1, existuje konstanta a; takova, Ze wld=i+2) = oz]'w( 7). Po-
dobné lze ukazat, ze existuje konstanta (3; takové, Ze pro levé vlastni vektory vl g pld—it+2)
plati v(@—i+2) = = B; v(7). Déle plati

1 = 0@+ (@42 — 33T 0, w0 = ;00 wl) = o, 3;.
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Ponévadz poéateéni struktura populace n(0) je redlny vektor, plati

. —T T .
ci-jiz = v T n(0) = 00 n(0) = 500 n(0) = i
a dale

cjezm(jq)t/d L@2mi(d=g+ 1)t/ d g, (d—j+2) _

= ¢ e27r1(] 1)t/d (4) +Bjc_je_27ri(j_1)t/d04jw(j) =

— Cje%i(j—l)t/dw( ) 4 ¢;e2mG-1tdoy(7) = 2R (cje%i(j—l)t/dw(j)> =

; 2n(j — 1)t N . 2m(j— 1)t
= (]) _ <k (]) .
2 <§R <62'w > cos 7 & <62'w > sin y :

symboly R a & oznacuji redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla (vektoru).
Polozme
(%) 3
caw'\2/)  d sudé,
”‘(t) = 2

o, d liché.
Poznamenejme, ze fedlné vlastni hodnoté matice A odpovidé realny vlastni vektor. Proto je
funkce r realna. Funkci

271'1 (j-1) t/dw(])

HM&

nyni pirepiSseme na tvar

(]

s(t) = crw® + <cj627ri(j71)t/dw(j) I cdij+2627ri(dfj+l)t/dw(dfj+2)> () =

m|+

<.
[|
— N
a
|+
=

< (CQ’w ) CoS M - (CQw(j)> sin M) —r(t);

= clw d d

7=2

symbol [v] oznacuje celou ¢ast z redlného ¢isla .

Porovnanim s (2.24) vidime, ze feSeni n(t) projekéni rovnice (2.18) s ireducibilni a impri-
mitivni matici A je tedy pro libovolnou poéateéni hodnotu n(0) asymptoticky ekvivalentni
s funkei A\{s(t), kde s je d-periodickd funkce. Pro primér hodnot funkce s na intervalu délky
periody plati

1 d—1 1 d—1 d
_ 1 2mG-1)(t+)/d,, () | _
y s(t+1) = y crwd + Z c.e2m=D () /dg, () | —
1=0 1=0 =2
= d—1
_ (1) - ) 27ri('71)t/d 2mi(j—1)l/d () —
=crw'’ + d > cje”™V <§e J ) w\) =

14t 2mi(j—1)d/d

mi(j— 1—e
= ey 4 237 e

- - - _ (1)
— oni(j—1)jd _ aw -
— 1 — e27mi(j—1)/
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To znamend, %e pro dostatecné velky ¢as t nezavisle na pocateéni struktufe n(0) populace
(pokud je ovSem alesponi jedna z jejich slozek nenulovd) roste populace tak, Ze jeji velikost
kolisd kolem exponencialni funkce a dlouhodoby prumér zastoupeni jednotlivych slozek je
mérny slozkam vlastniho vektoru w( p¥islugného k dominantni vlastni hodnoté ;.

Populace je opét ergodickd a dominantni vlastni hodnotu A; matice A lze opét interpre-
tovat jako Malthusovsky koeficient ristu.

2.3.3 Matice A reducibilni
Véta 3. Matice A je reducibilni prave tehdy, kdyZ jeji radky a sloupce lze preskladat tak, Ze

ji lze blokové zapsat ve tvaru
By O
A=
<B12 Bz>

kde By je ireducibilni matice typu ki X k1, By je matice typu (k — k1) x (k — k1) a B2 je
matice typu (k — k1) X ki; pritom 1 < ky < k.

Bez Gjmy na obecnosti lze tedy matici A pfepsat v blokovém tvaru

B, O
A =
<B12 B2>

kde B; je ireducibilni matice typu k1 x k1. Pak

A2_<Bl O><Bl O>_< B? O)
Bi2 B2/ \Bi2 Bs B12B1 + BoBia B3/’

ad B2 0\ (B, O\ B3 0
B12B1 +B2Bis B3/ \Bi2 Bs (B12B1 + B2B12)B; + B3B12 B3/’

atd. Obecné
Bl O
Al =
¢
B B

kde Bgtz) je nezaporna matice typu (k — k1) x k1. Vektor m popisujici strukturu populace

<1 ) '

kde vektor q je ki-rozmérny a vektor p je (k — ki)-rozmérny. ReSeni (2.19) projekéni rovnice
(2.18) je nyni tvaru

(B 0Y /q0)\ Biq(0)
n(t) = (Bgt,; Bg> <p<o>> B (B%Qq(m + Bép<0>> '

Modelovanou populaci tedy mizeme rozdélit na ,ireducibilni“ ¢ast g a ,zbytek” p (ten je
tvoren napt. postreprodukénimi stadii nebo subpopulaci na stanovisti, na néz vedou migracéni
cesty z ,hlavniho aredlu“ ale nikoliv zpét v pfipadé prostorové strukturovanych modeld ap.).
»Ireducibilni“ ¢ast populace se vyviji zptisobem popsanym v 2.3.1 nebo v 2.3.2 podle toho,
zda je matice B primitivni nebo imprimitivni.
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2.3.4 Stabilizovana struktura a reproduktivni hodnota

Bud A ireducibilni matice, A1 jeji dominantni vlastni hodnata a w = (wy, wa, ..
k
slusny vlastni vektor takovy, ze > w; = 1. Poznamenejme, ze podle Perronovy-Frobeniovy
j=1
véty je w > 0. Bud déle v = (vy,va,...,v;)T levy vlastni vektor matice A p¥islusny k vlastni
hodnoté \; takovy, ze v7w = 1. Opét je v > 0.
Necht m = n(t) je feseni projekéni rovnice (2.18) a ¢; = v’ n(0). Podle 2.3.1 a 2.3.2
existuje 7 € N, ze plati

. 7wk)T pf‘i_

7—1
: 1 . ¢
tli)rgo <Z )\—Zln(t +1) — 01)\1w> = o;

1=0

v pripadé primitivni matice A staci volit 7 = 1, v pfipadé imprimitivni matice A staci volit
7 = d. Po dostatecné dlouhém vyvoji populace tedy jsou pramérné velikosti jejich jednotlivych
slozek imérné slozkam vektoru w, tento vektor vyjadiuje stabilizovanou strukturu populace.

Uvazujme nyni strukturné stabilizovanou populaci, tj. populaci po dostateéné dlouhém
vyvoji, jejiz pramérna struktura se dale vyviji podle (pfiblizné) rovnosti

Z —n (t+1i) = e Mw = Mo Tn(0)w

a jejiz celkova prumérna velikost je tedy (pfiblizné) rovna

k
MoTn(0) = AL Zv]

HM»

k k
Z Z MoTn(0)w; = NvTn(0

7j=1

k
Pii oznaceni §; = v; lz vy je celkova primérné velikost populace (pfiblizné) rovna
=1

k k k
> hg(t) = (Ai Zw) > &m;(0)
j=1 =1 / j=1

k
Ponévadz Z §; = 1, predstavuje vyraz ) £;n;(0) vazenym prameér velikosti slozek pocatecni
J=1 J=1
populace. Vysledek Ize tedy interpretovat tak, Ze §; vyjadiuje vahu, s jakou prispiva j-t4 slozka
pocatecni populace k velikosti populace po dostatecné dlouhém vyvoji. Hodnota {; se proto

nazyva reproduktivni hodnota j-té slozky populace, vektor

U1
1 V2
k
> Ul
=1 Uk

se nazyva vektor reproduktivnich hodnot sloZek populace.
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2.4 Transientni dynamika

V celém oddilu bude A ireducibilni matice typu k x k, (k > 2), Ay > 0 jeji dominantni vlastni
hodnota (riistovy koeficient), w = (w1, ws, ..., wy)’ piislusny (pravy) vlastni vektor takovy,

ze
k
D wi=1
j=1

(stabilizovand struktura populace) a v pfislusny levy vlastni vektor takovy, ze v
Vektor n = n(t) = (ni(t),n2(t),. .. ,nk(t))T bude Fesenim rovnice (2.18) v ¢ase t. Budeme
dale pouzivat oznaceni ¢; = v n(0) a

Tw = 1.

1 1
- —mn(t l
kde d je pocet vlastnich hodnot matice A které maji modul rovny hodnoté A;.

Symbolem || - ||, budeme oznacovat ,taxikaiskou normu na R*, tj. pro libovolny vektor

€= (£,6,...,&)T € R klademe
k
[HEDMT
=1

Norma ||n(t)||; vyjadiuje celkovou velikost populace v ¢ase t; absolutni hodnoty v sou¢tu neni
tfeba psat, nebot vektor n(0) je nezaporny.

2.4.1 Rychlost konvergence ke stabilizované strukture

Bud i nejvétsi z moduli vlastnich hodnot matice A mensich nez \1; v pfipadé d = k klademe

w=0.
Koeficient tlumeni (dumping ratio) definujeme jako
A1
0= —,
i

pro p = 0 klademe ¢ = oco. Zfejmé je o > 1. Porovnanim s vysledky oddilu 2.3 vidime, ze
existuje konstanta K takova, ze

1 _ -
H)\—ﬁn(t) — cle <Ko (2.25)
pro libovolnou normu || - || na R¥ ekvivalentni s euklidovskou. Koeficient tlumeni tedy vyja-

dfuje rychlost konvergence ke stabilizované struktufe.
V piipadé primitivni matice A lze nerovnost (2.25) pfepsat na tvar

[ -

Ke kazdému nezapornému vektoru x tedy existuje konstanta K = K (x) takova, ze

_ 1 .
H (A_1A> —va]a:

()\%A)tn(O) — won(0)

Kg_t > '

<Kot
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Odtud dale plyne, ze existuje kladna konstanta C takova, ze

() -

pro vSechna i,j = 1,2,..., k. Tato vlastnost umozinuje zformulovat a dokazat jeden vysledek

) <Co? (2.26)
ij

z teorie primitivnich matic:

Véta 4. Bud A primitivni matice typu k x k, Ay > 0 jeji dominantni vlastni hodnota, w,
resp. v, jeji pravy, resp. levy, vlastni vektor prislusny k dominantni vlastni hodnote, tj.

Aw = \w, vTA = )\va

o0 i

a necht plati vTw = 1. Pak matice | + wovT — )\%A je requldrni a tada ((%A) — va>
i=1

absolutné konverguje. Pritom plati

(I + wo’l — %A) - =1+ i <<%1A>Z — va> : (2.27)

Diikaz. Budte i, € N, i > j libovolné indexy. Pak plati

(}\%A)i—j (va)j _ <%A>i—j—1 <%1vaT> (va)j—l _
_ <%1A>ij1 (w,UT)j L <%1A>0 (w,UT)j _ (va)J' —

= wv,

(e = £ ooy

j=0
- () 5 () ) e ey
“ G RO
- () ()] wer-
= <%1A>i +(1-1)" = 1) wo’ =
= <%1A>Z —wv’.
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= i
Rada ) <</\%A) — va> konverguje absolutné, nebot podle nerovnosti (2.26) je majorizo-

i=1
vana konvergentni fadou. Z predchoziho vypoctu plyne, Ze absolutné konverguje ke stejnému

o (2
souctu také geometrickd rada <)\%A — 'w'vT> . Plati tedy
i=1

coz je dokazovana rovnost (2.27). O

2.4.2 Vzdalenost od stabilizované struktury

Oznacéme

Keyfitzova vzddlenost populace od stabilizované struktury je definovana jako
1 1<
A(n(t), w) = 5 llz(t) = wly = 5 3 J;(6) = wjl;
j=1

jedna se o standardni vzdélenost pravdépodobnostnich vektort. Ponévadz vSechna x;(t) jsou
nezaporna a vsechna w; jsou kladna, je |z;(t) — w;| < |z;(t)| + |w;j| = z;(t) + w; a tedy

k
1
]:

Rovnost A(n(t),w) = 0 pfitom nastane pravé tehdy, kdyz x;(t) = w; pro vSechny indexy
j=1,2,... k, tedy pravé tehdy, kdyz x(t) = w.

Keyfitzova vzdélenost od vektoru w zavisi pouze na hodnoté n(t), nikoliv na trajektorii, po
niz se struktura populace n(t) ke stabilizované strukture w pfiblizuje. Pro jemnéjsi hodnoceni
odchylky populace od stabilizované struktury je potifebné tuto trajektorii zohlednit. Polozme
proto

¢
1_.
s(A,n(0),t) = Z <)\—Zn(z) - 01w> :
=0
Tento vektor kumuluje rozdily aktudlni ,,prumérné struktury populace* od struktury stabi-

lizované. Cohenova kumulativni vzddlenost pocdatecni struktury populace m(0) od struktury
stabilizované je definovana jako

k
D(A,n(0)) = tlg&!sj (A, n(0),1)| = ‘

lim s(A,n(0 )t)H

t—o00
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Necht matice A je primitivni, tedy d = 1, () = n(t) = An(0) podle (2.19). V tomto
pripadé tedy s vyuzitim Véty 4 dostaneme

lim s(A,n(0),) = i <)\iiln(i) - 'wcl> = i ((%Ayn@ - van(0)> _

Oznacéme

A1

Pak Cohenovu vzdélenost n(0) od stabilizované struktury muzeme vyjadrit vztahem

D(A,n(0)) = H (z- 'w'vT) n(O)H1 .

-1
- <|+va—iA> .

2.4.3 Populacni moment

Predpokladejme, ze populace v ¢ase t = 0 mé stabilizovanou strukturu, ale nikoliv stabilizova-
nou velikost, tj. populace roste nebo vymira. V case t = 0 se né€jakym vnéjsSim zadsahem zmeéni
projekéni matice tak, aby jeji dominantni vlastni hodnota byla rovna 1, tj. aby se stabilizovala
i velikost populace. Ozna¢me A,q projekéni matici populace v Case t < 0 a Apew projekéni
matici populace v ¢ase t > 0. Populacni moment (population momentum) definujeme jako

M = tim 1720 (2.28)
t—oo [[n(0)]]
pokud tato limita existuje. Ponévadz struktura populace n(t) v ¢éase t > 0 zavisi pouze na
matici Apew a na pocateéni strukture populace n(0), populaéni moment zévisi na n(0) a Apew,
M=M (n(O),Anew). V pripadé M > 1 velikost populace po stabilizaci vzroste, v pfipadé
M < 1 se zmensi.
Dominantni vlastni hodnota matice Ay je rovna 1. Pravy, resp. levy, vlastni vektor
matice Apew piislusny k vlastni hodnoté 1 oznacime Wyey, resp. Unew. Necht ||wpewl|l; = 1,
vl Wyew = 1 a matice Apey je primitivni. V tomto pi¥ipadé podle 2.3.1 je

T

lim n(t) = V30,1 (0) Whew-
t—00

Odtud zejména plyne, Ze limita v definici populaé¢niho momentu (2.28) existuje. Plati tedy
T

M= anew"(o)wneWH1 — ’UT ’I’L(O) HwnewH1 _ 'Ugewn(o) )
[m(0)] e [n(O)l, [ (0)]4

Nechf matice Aglq je také primitivni a weq je vlastni vektor pfislusny k dominantni vlastni
hodnoté matice Agq takovy, ze ||lwoid||; = 1. V takovém piipadé je n(0) = ciwolq a

T
V3o C1 Wold T
M — —new™l7old )
lerwoall, —reved

Jsou-li tedy obé matice Aglq, Anew primitivni, je popula¢ni moment témito maticemi jedno-
znacné uréen, M = M (Aold, Anew)-
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2.5 Analyza citlivosti a pruznosti

Vyvoj populace podle rovnice (2.18) je charakterizovan demografickymi charakteristikami —
napf. rustovym koeficientem A1, stabilizovanou vékovou strukturou w, reproduktivni hodno-
tou slozek populace a podobné. Tyto charakteristiky zavisi na projekéni matici A. Urcitou
charakteristiku vsSak jednotlivé slozky matice A neovliviiuji stejnou mérou: charakteristika
je vice ¢i méné citlivd na zmény néjaké slozky projekcni matice; charakteristika reaguje na
zmény slozky matice A vice ¢i méné pruzné.
Citlivost charakteristiky x = x(A) na slozku a;; projekéni matice A (sensitivity of x to

a;j) je definovana jako

Ix

(9al-j ’
pruznost charakteristiky x = x(A) vzhledem ke sloZce a;; projekéni matice A (elasticity of x
with respect to a;;) je definovana jako

agj Ox  Olny

X 8&1']' N alnaij'

2.5.1 Citlivost a pruznost rustového koeficientu

Necht A je vlastni hodnota matice A, w, resp. v je pravy, resp. levy, vlastni vektor prislusny
k vlastni hodnoté A\. Rovnost Aw = Aw zderivujeme podle a;;, vynasobime zleva vektorem

v! a upravime pomoci vztahu v7 A = Av”. Timto zptisobem dostaneme
Aw = Ilw,
0A 0 o\ 0
+AE = w A+ A
({90,2‘]‘ ({90,2‘]‘ 8aij 8aij
0A 0 o\ 0
S NAARIIPHS 1 N AT VO i
aaij 8&1']' 8&1']' 8&1']'
o\
viwy; = aaij 'va,
tedy
6)\ - vl-wj

Ba; = T (2.29)

V piipadé, ze matice A je ireducibilni, A; je dominantni vlastni hodnota projekéni matice A

(Malthusovsky koeficient ristu), w a v jsou pravy a levy vlastni vektor ptislusny k dominantni
vlastni hodnoté, které splituji rovnost v’ w = 1, dostaneme

)8
({90,2‘ 7

= Viwy.
Nyni mtzeme polozit s;; = v;w; a definovat matici citlivosti S ristového koeficientu A; na
slozky projekéni matice A jako

S = (sij) = <ﬁw> = (viw;) = vw" .

Matice citlivosti vyjadiuje vliv zmén popula¢nich prametru na rustovy koeficient. A to véetné
zmén téch parametri. které se v redlné populaci ménit nemohou, nebotf jsou nutné nulové



2.5. ANALYZA CITLIVOSTI A PRUZNOSTI 43

(napt. nelze preskoéit nékteré vyvojové stadium hmyzu). Citlivost tedy vyjadiuje, co by se
stalo, kdyby se jisty parametr zmeénil nebo mohl zménit. I tento hypoteticky vysledek muze
byt v nékterych situacich zajimavy (napf. jaky vliv na evoluéni zdatnost populace by méla
mutace zpusobujici pfechod ze stadia larvy pfimo v dospélce bez stadia kukly).

Pruznost e;; rtstového koeficientu A; vzhledem ke slozce a;; je nyni ddna rovnosti

oM 1
€ij = ~— = —a;;S;; =

)\1 8&1']' )\1

N Gijvity,

A

matice pruznosti ristového koeficientu je definovana jako

1
E = (e) = Ao v,

kde o oznac¢uje Hadamarduv souéin matic (souéin ,po slozkach).

Lemma 1 (Eulerova véta o homogennich funkcich). Je-li funkce f = f(x1,22,...,2Zm) ho-
mogennt rddu K, tj.

flexy,cxa, ... cxm) = " f(x1, 20, ... Tm) (2.30)

pro libovolnou konstantu c, pak

inaf(xl,x2, — 7xm) = Iif(:l?l,xg, s >xm)'
—1 (9::3@

Dikaz. Rovnost (2.30) zderivujeme podle c, tj.

m
Of (cxy,cxa,. .. cxy) Ocx; 1
= KC 1,X2,...,T .
Z Ocx; oc IR m)
cr;
Ponévadz 3 ' = g;, stadi polozit ¢ = 1 abychom dostali dokazovanou rovnost. O
c
Pro ristovy koeficient A\ = Ai(a11,...,ai; ..., ag) plati Aw = Mjw a také cAw = chjw

pro libovolnou konstantu c. To znamend, ze c-nasobek vlastni hodnoty A; je vlastni hodnotou
matice cA,

c)\l(an, e ,CLZ']' e ,akk) == )\1(0@11,. .. ,CCLZ']' e ,cakk),

jinak Teceno, ristovy koeficient A1 je homogenni funkci fadu 1 slozek projekéni matice A.
Podle Eulerovy véty o homogennich funkcich tedy plati

Zelj:)\ Z Zjaa”_)\_l)‘l_l

)= 1 7.7_

Z tohoto dtivodu byva pruznost ristového koeficientu e;; vzhledem ke slozce a;; interpretovana
jako relativni piispévek slozky a;; projekéni matice k ristovému koeficientu.
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2.6 Analyza vékové strukturované populace

Projekéni matici vékove strukturované populace je Leslieho matice

P, Fy, F3 ... Fp1 Fy

P 0 0 ... 0 0

0o P~ 0 ... 0 0

A=1 . . . : .

0 0 O 0 0

0 0 O P..q1 O
Parametry P;, F}; jsou pro j = 1,2,...,k nezdporné; I; oznacuje specifickou fertilitu jedinct
J-té vékové ttidy, P; pravdépodobnost pteziti projekéniho intervalu jedincem j-té vékové tiidy.
Budeme ptedpokladat, ze 0 < P; < 1 pro j = 1,2,...,k (je mozné dosdhnout maximalniho

véku k — 1, tj. byt v k-té vékové t¥idé, a v libovolném véku je mozné uhynout), a F > 0
(i nejstarsi jedinci jsou plodni). Pfedpoklad Fj > 0 zarucuje, Ze matice A je ireducibilni. Kdyby
se v populaci vyskytovali i jedinci v postreprodukénim véku, byla by matice A projekéni matici
reproduktivni ¢asti populace.

2.6.1 Raustovy koeficient populace

Najdeme vlastni hodnoty matice A. Oznacme

FL—\N F, Fy ... F., Fp
PP -x 0 ... 0 0
0 P -\ 0 0
Ap = det(A— \l) = ,
0 0 0 A 0
0 0 0 Piy -\

Determinant Ay rozvineme podle posledniho sloupce,

k—1
A= ()R] P - M- (2.31)
q=1

Odtud je vidét, ze pro A = 0 je
k—1
Ap= (DR P #0
q=1

a tedy matice A v souladu s Perronovou-Frobeniovou vétou nemé nulové vlastni hodnoty.
Rovnost (2.31) lze povazovat za linearni diferenéni rovnici (rekurentni formuli) prvniho
fadu pro nezndmou posloupnost {Ay}. Jejim feSenim je

k p—1
Ap = (=N"A = ()Y NPE T P
p=2 q=1
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Ponévadz A; = det(F; — A), dostaneme

k p—1 k p—1
Ap= (=N 4+ (VR - )R MNPE TP = (-0 [1-Y N PR T Ry
p=2 q=1 p=1 qg=1

Vlastni hodnoty matice A tedy jsou feSenim rovnice

k p—1
SIE][P | 7 =1 (2.32)
p=1 q=1
Oznacime-1i na chvili
k p—1
f(A):Z Fy Py AP,
p=1 q=1
k i ) = li =
pak lim f(A)=oco, lim f(A)=0a
k p—1
FO==> |pB I[P |27 <0
p=1 q=1

pro A > 0. To znamend, Ze na intervalu (0,00) funkce klesd od nekoneéna k nule, takze
rovnice (2.32) méa jediné kladné feSeni, ozna¢me ho A;. Navic, pokud f(1) > 1, pak A\; > 1;
pokud f(1) < 1, pak A\; < 1. Hodnota \; je dominantni vlastni hodnotou matice A, tedy
Malthusovskym koeficientem ristu populace. Mizeme tedy formulovat prvni zavér:

>1 populace roste,

k p—1
Je-li <Fp II Pq> =1 pak wvelikost populace se nemeént,
p=1 q=1
<1 populace vymird.

Oznacme nyni m;(ty) pocet novorozenych potomki rodi¢i z j-té vékové t¥idy v jistém case
to, tj. m;(to) = Fjn;(to — 1). Pak m;(to + 7) je pocet jedinci véku i, kteii se narodili v Case
to a jejichz rodice méli v Case to vék j. Umrti v rtiznych ¢asovych okamzicich povazujeme za
stochasticky nezavislé jevy. Za tohoto predpokladu je klasickd pravdépodobnost, Ze se jedinec
dozije v€ku j svych rodic¢t v dobé€ svého narozeni, rovna

mj(to + ) H
fz
mj(to)
Odtud
j—1 Jj—1
m;(to +§) =m;(to) [[ Po= [ 5 [ Po | nilto — 1)
q=1 q=1
Hodnota
j—1

1P (2.33)
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tedy vyjadruje pocet potomkt jednoho jedince véku j, ktefi se dozili alespon véku svého
rodic¢e v dobé narozeni. Tato hodnota se nazyva fertilitni funkce. Soucet

k j—1
Ro=> F [~
j=1 q¢=1

se nazyva cista mira reprodukce (net reproduction rate). Vyjadfuje pomér, v jakém nahradi
generace potomki generaci svych rodici; je-li tedy tento pomér mensi nez 1, nestaci nasledujici
generace nahradit generaci predchazejici a populace vymira.

Délka generace v je doba, po jejimz uplynuti ma strukturné stabilizovana populace s risto-
vym koeficientem \; velikost Ro-krat vétsi, tj. |[n(t +7)|l; = [[n(t)||; A] = Ro ||n(t)||; . Odtud
dostaneme

~InRy
T A

2.6.2 Stabilizovana vékova struktura

Stabilizovanou vékovou strukturu populace, tj. vlastni vektor w = (wy,ws, ..., wy)T piislusny
k dominantni vlastni hodnoté A; matice A, ziskdme feSsenim homogenni soustavy linearnich
rovnic

F1 F2 F3 e Fk—l Fk w1 w1

P1 0 0 . 0 0 w9 w2
0 P2 0 ce 0 0 w3 w3
S : . . =M\ :

0 0 0 0 0 Wk -1 Wk -1
0 0 O P..1 0 Wi W,

Ponévadz dim (ker(A—)\ll)) = 1, musi byt jedna z rovnic linearni kombinaci ostatnich. Druha
az k-ta rovnice této soustavy jsou

Piwy = Aws,
Pywy = Auws,
Pyws = Awy,

P qwg1 = Mwg.
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Tyto rovnice jsou linedrné nezévislé a jejich feseni je

wq
= —P
w2 A 1
w9 w1
= —P,=—<PP
w3 ¥ 2 )\% 142
ws w1q
= —P;=—P, PP
Wy A 3 )\? 1472173
wj = wl)\ljlqu
q=1

k—1
wp = wl)\%_kHPq.
q=1

Odtud je vidét, ze pokud A\; > 1, pak wy > we > -+ > wy. Tyto nerovnosti jsou nutnou
podminkou k tomu, aby strukturné stabilizovana populace nevymirala. Dostavame tak zavér:
je-li nekterd veékova trida ve strukturné stabilizované populaci pocetnéjsi nez vékovd trida
mladst, pak populace vymird.

7 pozadavku, aby slozky vektoru w vyjadrovaly relativni zastoupeni vékovych trid ve
strukturné stabilizované populaci, tj. ||w||; = 1, plyne podminka

k k p—1
1= pr :wlz)\l_pHPq,
p=1 p=1 q=1
tedy

=1

1—

A I E Il 7
q:

UU'_

Tk ,opl ko opl
YATIL R X XNTILA
p=1 q=1 p=1 q=1

2.6.3 Reproduktivni hodnota vékovych trid

Reproduktivni hodnotu vékovych t¥id, tj. levy vlastni vektor v = (vy,va,...,v;)" piislusny
k dominantni vlastni hodnoté A; matice A, ziskdme FeSsenim homogenni soustavy linearnich
rovnic ATy = \jv:

}ﬂ Pﬁ 0 ... 0 0 U1 (%]

Pé 0 }5 0 0 V9 (%)

FB 0 0 0 0 V3 V3

. o Sl=xM 0] (2.34)
Fr.i 0 0 0 Py Vg1 Vg1

Fk 0 0 0 0 VE Vk
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Tuto soustavu prepiSeme na tvar

Fivy + Piva = Moy,
Fovy + Pvs = Ajvg,

Fr_ovi + Py_ovp—1 = MUk—2,
Fp_iv1+ Pe_qvp = Mug—1,
Fkvl = )\12}19.

7 posledni az druhé rovnice postupné vypocitame

F,
Vi = )\—lvl,
1 _ _
Vg1 = )\_1(ka1@1 + Pp_1vg) = (Fe—1A] Y4 FuPei ) 2) vy,
1 _ _ _
Vo = )\—1(ka2@1 + Pygvp—1) = (FiooA] "+ Fyuo1 Poo > + FpPoo1 Pooa %) vy =
k p—1
k—3—
= > (B ] P M,
p=k—2 q=k—2
k p—1 '
(— Z Fp H Pq )\Zlilipvl
p=1i q=1

k p—1
vy = > | B[P M P
p=2 q=2

Dosazenim vypocitaného vo do prvni rovnice dostaneme

k p—1 k p—1
1 1— -
W F1+Plz FPHPq AT ”1:U12 FPHPq A
p=2 q=2 p=1 q=1

ponévadz vlastni hodnota \; spliiuje charakteristickou rovnici (2.32), vidime, Ze prvni rovnice
soustavy (2.34) je zévisld na druhé az k-té (coz odpovida tomu, Ze dim (ker(A — A11)) = 1).

Byva vhodné volit v; = 1, tj. vyjadfovat reproduktivni hodnotu vékové tfidy relativné
k reproduktivni hodnoté novorozencu. V takovém piipadé je

k p—1 - k p—1 )\i—l—p
i—1— 1
w=) |\ BIIR AT =2 (B 1A )
p=i q=1 p=i q=1 H Pq
q=1
Porovnanim s (2.33) vidime, Ze reproduktivni hodnota i-t€ vékové tridy je souctem fertilitnich

funkci do nejvzddlenéjsiho mozneho konce Zivota jedinciu této veékovée tridy ,diskontovanych®
rustovym koeficientem a pravdépodobnosti prezZivani.
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Predpokladejme nyni, ze jedinci z uvazované populace jsou plodni az od jistého véku,
tj. ze existuje index m, 1 < m < k, takovy, ze [} = Fy = --- = I, = 0 < Fpy1. Déle
predpokladdejme, ze populace nevymird, tj. A; > 1. V takovém piipadé pro ¢ < m plati

k p—1 k p—1
i—1-p i—p
vi= Y B[P Pu< > B ] P Ao =i
p=m+1 q=1 p=m+1 q=i+1

7Z tohoto vysledku mtzeme zformulovat zavér: V nevymirajici populaci se stabilizovanou vé-
kovou strukturou reproduktivni hodnota nedospélych jedinci s vekem roste.
2.6.4 Citlivost rastového koeficientu na plodnost a prezivani

Nechf A; je dominantni vlastni hodnota Leslieho matice A (kladné FeSeni charakteristické
rovnice (2.32)), w a v pfislusny pravy a levy vlastni vektor. Podle rovnosti (2.29) plati

6>\1 V1Wy 6)\1 Vj41Wj
= = . 2.35
orF;  vTw’ OP; vlw (2.35)
Odtud s vyuzitim vysledkt pododdilu 2.6.2 dostaneme
j=1
o\ AT P,
3Fj wy q=1 )\1
= = - = —. (2.36)
OF; 41 1
Pokud A\; > 1 (populace nevymira), pak je prava strana posledni rovnosti vétsi nez 1, tedy
o o
OF; = OFjq

V nevymirajici populaci citlivost ristového koeficientu na plodnost klesa s vekem.
S vyuzitim rovnosti (2.36) a vysledki pododdilu 2.6.3 z druhé rovnosti (2.35) plyne

k p—1 .
o S (50 5
A1

0P,  wiaw; v A p=itl\  a=i
on VjpoWit1 - Uj—l—ZFj ok p—1 P
j+1—p 7
OPj 41 2 (Fp I Pq) AT
p=j+2 q=j+2
k p—1 . F.+1 k p—1 .
Fia+ X (F II P AM° Pj—+ >\ I P AP
B p=j+2 q=j+1 A N p=it2 q=j+2 Pjiq S Pjiq
= . 1 " P; - & p—1 ' P, — P )
S (B I P )M >\ B I P ) AP
p=j+2 q=j+2 p=j+2 q=j+2

(2.37)

v piipadé Fjy1 > 0 je posledni nerovnost ostrd. Pfedpokladdejme, Ze pravdépodobobnost

preziti nedospélych jedincti roste s vékem, tj. nejvétsi tmrtnost maji novorozenci a tmrtnost

s vékem az do dosazeni plodnosti klesa, takze P < Py < --- < Pp,. V takovém ptipadé je
O\ o O\
OP; = 0Pj11

proj=12,....m—1.
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Pokud dmrtnost nedospélych jedinct klesa s vékem, pak citlivost riustového koeficientu na
pravdépodobnost preziti u nedospélych jedinci s vekem klesd.
Ponévadz A1 > 0, lze nerovnost (2.37) pfepsat na tvar

&a)\l > Pjiq O\
A 8Pj -\ 8Pj+1’

rovnost nastane praveé tehdy, kdyz Fj;; = 0. Porovnanim s definici pruznosti v oddilu 2.5
vidime, Ze pruznost rustového koeficientu vzhledem k pravdépodobobnosti preziti s vékem ne-
roste, u nedospélych jedincu tato pruznost na véku nezdvist.

Uvazujme jesté jeden dusledek rovnosti (2.35), a to

Y
an _ vj+1wj _ ’Uj+1
oM vw; v
OF;

Ristovy koeficient je citlivéjsi na preZivani néjaké vékové tridy nezZ na jeji plodnost prdvé
tehdy, kdyZz reproduktivni hodnota ndsledujici vékové tridy je vétsi nez reproduktivni hodnota
Nnovorozencu.

Volime-li v1 = 1, 1ze uvést dalsi interpretaci reproduktivni hodnoty: reproduktivni hodnota
vekové tridy vyjadruje pomeér citlivosti rustového koeficientu na prezZivani a plodnost vékové
tridy predchozi.

2.6.5 Ocekavany vék pri umrti a stfedni délka Zzivota

Uvazujme populaci, kterd je strukturné stabilizovand, tj. populaci, jejiz vyvoj je popsan rov-
nosti
n(t) = chw,

kde A1 je dominantni vlastni hodnota matice A a w je prislusny vlastni vektor. Necht V je
nahodna veli¢ina vyjadiujici vék néjakého jedince z populace, ktery zemiel béhem ¢asového
intervalu (¢,t 4 1).

Pocet vSech jedinct, kteti méli v ¢ase ¢t vék j — 1 a zemfeli béhem intervalu (¢,¢ 4 1), je
podle vysledkt pododdilu 2.6.2 roven

Jj—1 ) J
nj(t) — nj+1(t + 1) = C)\tle — C)\iJrle_H = C)\tl )\17] H Pq — )\1)\1_(]—’—1) H Pq w1 =
q=1

q=1
= e XTI (- P [ By
q=1
proj=1,2,...,k—1. Pocet vSech jedinct, kteri méli v case t vék k— 1, a tedy vSichni béhem

intervalu (¢,t 4 1) zemfeli, je

k—1
ng(t) = eAiwy, = cwg AT H P,.
q=1
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Pro zjednoduseni zépisu budeme pouzivat i symbol Py a polozime P, = 0. Pfi této konvenci je
pocet vSech jedinct, ktefi méli v ¢ase ¢t vék j — 1 a zemfeli béhem c¢asového intervalu (¢,¢+ 1)
roven

cwl)\t+1)\1 1-— H P,
pro j =1,2,...,k. Pocet vSech jedinci, ktefi zemfeli béhem intervalu (¢,¢ + 1), je tedy roven
k p—1
chl)\t"'l)\ HP = cwl)\t'HZ)\ HPq.
p=1 q=1

Povazujeme-li pravdépodobnost za klasickou, mizeme psat

cw AN (1 - >1j1 AT (- >1j
PV =j-1)= - = Ce
cwmt“le A-r) TP SN0 )HP

Pravdépodobnost, Ze jedinec ze strukturné stabilizované populace uhynuly béhem projekéniho
inervalu ma urcity vék tedy nezavisi na case. Stfedni hodnota véku pfi amrti je

k j—1 k Jj—1
Z(]-UM (1_ P)IL Py 225N (1_ p) 11 P,
EV — j=1 q=1 . 7=1 q=1

— — =5 L (2.38)
L ATA=P) ]I Py Y ATA-P) ]I P
p=1 q=1 q=1

j=1

Ji=1 - -
Pro zjednoduseni zapisu ozna¢me na chvili a; = (1-F;) [[ Py, 8; = A/ A\ e, v =1/ A ;.
q=1

k . k )
Pak EV = (Z iNTa /Y Afja]) — 1, takze
j=1 j=1

b oy i1 - £ L
- Z Iy Z AvTag | = Z JA T - Z JANT Ty
OEV - j=1 7=1 7=1 j=1 .

(3)\1 k . 2
(Zkf%>
j=1
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podle Cauchyovy-Bunakovského-Schwartzovy nerovnosti. Tedy s klesajicim ristovym koefici-
entem roste ocekdvany veék pri umrti.

Necht T oznacuje celkovou dobu zivota néjakého jedince z uvazované populace; T je op&t
nahodna veli¢ina. Uvazujme kohortu (skupinu jedincti, ktefi se narodili ve stejném case tg)
o pocatecni velikosti Ny. Velikost kohorty v ¢ase ¢ ozna¢ime N(t). Umrti v riiznych éasovych
okamzicich povazujeme za stochasticky nezavislé jevy. Klasicka pravdépodobnost, ze jedinec
z kohorty bude zit jesté ve véku j tedy je

N(to + j)

J
N :Plpz---Pj:UPq.

J
Odtud N(to+ j) = No [[ P,. Klasickad pravdépodobnost, ze doba zZivota jedince je pravé j,
q=1
tj. ze se jedinec dozije véku j a véku j + 1 se nedozije, je rovna

j 1
NOHP—NOHP

N(to+j)—N(to+j+1)  ¢1 " g=1 /

]+1 H

q=1

P(T = j) = _
(T'=37) No No

proj =1,2,...,k— 1. Ponévadz k je vék, kterého jiz neni mozné dosdhnout, je P(t = k) = 0.
Stredni délka Zivota (ofekdvana doba doziti, life expectancy) je tedy dana formuli

k—1 J k
ET =) j1-Pp H Z]—l HP (2.39)
J=1 q=1 J=1
Upravme nyni jmenovatel prvniho zlomku na pravé strané rovnosti (2.38):
koo i-1 kool koo O S S
Z)\;](l—Pj)HP = ZA;JHPq—ZA;JHPq = ZA;JHPq—ZA;JHP =
st - st - st 1 ot 1 ot -
k j—1
+Z)\ ]HP SN R = +Z>\ (1- 1) HP
Jj=2 j=2 q=1

Ocekévany veék pri tmrti tedy mizeme vyjadrit jako

M?r

j—1
G-DA7 Q=P T A,

1

EV =\ =

j—1
L+ ZAl J(l_)‘l) Hlpq
q:

(2.40)

Ponévadz EV je klesajici funkei proménné \q, porovnanim vyrazu (2.39) a (2.40) vidime, ze
EV = ET pravé tehdy, kdyz \y = 1. Ocekdvany vek pri umrti a stredni délka Zivota jsou
stejné jediné v populaci se stabilizovanou velikosti. V rostouct populaci je stredni vek pri umrti
nizZsi nez stredni délka Zivota, ve vymirajict populaci naopak vysst.
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Ozna¢me dale T, délku zivota, ktery ma pred sebou jedinec ve véku a. Pak je

al-i_—[j a—i—ll[—i—l
P, — P, ;
. N(to+a+j)—Nlo+a+j+1) o1 ° =1 ° gacs
P(T, =j) = = a = (1 = Patj+1) H Py
N(to+ a)
II 7, q=a+1
q=1
proj=0,1,...,k—a—1 a stredni délka Zivota ve véku a je ddna vyrazem
k—a—1 a+j a+j—1
ET, = Z](l_ a+j+1) H Z]‘l )1 = Payj) HP
j=0 q=a+1 g=a+1

Poznamenejme, ze Ty = 1" a tedy stiedni délka zivota je stfedni délkou zivota pii narozeni.

V demografickych studiich se kromé stredni délky zivota také udavaji dvé dalsi charakte-
ristiky preziti. Pravdépodobnd délka Zivota ve véku a oznacovana €, je doba, po jejimz uplynyti
ziistane na zivu polovina jedinct z ptivodniho rozsahu. Presnéji feceno, €, splituje nerovnosti
N(to+a+€) < sN(to+a) < N(to+a+ e, — 1), neboli

a+€q ateqg—1

HP< HP< H

tj.
a-+e€q
€g=min< j: j7=0,1,... .,k —a, H P, <
g=a+1

DN | =

Normalni délka Zivota ve véku a oznacovand 3, je doba, po jejimz uplynuti je imrti nejprav-
dépodobnéjsi, tj.
2o =argmax{P(T,=j): j=0,1,....k—a—1}.
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Kapitola 3

Modely s interni variabilitou

3.1 Model populace tvorené juvenilnimi a plodnymi jedinci

Model popisuje vyvoj populace, v niz lze jedince rozlisit na juvenilni a dospélé (plodné).
Mnozstvi (pocet, popula¢ni hustotu, biomasu ap.) juvenilnich, resp. plodnych, jedincii v ¢ase
t oznac¢ime ny = ny(t), resp. ny = na(t), projekéni matice populace je tvaru

A (21(1—r) <I>>’

T P

kde 3; ... pravdépodobnost pfeziti juvenilnich jedinci do dalsiho obdobi;

Y9 ... pravdépodobnost preziti plodnych jedinct do dalsiho obdobi;

I' ... pravdépodobnost, Ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje;

® ... stfedni pocet potomki plodného jedince za jedno obdobi.
Pravdépodobnost I' je pfevracenou hodnotou stfedniho véku dospivani (vyjadieného v na-
sobcich délky projekéniho intervalu).

Model je dostatecné obecny: reprodukce populace mize byt semelparni (X9 = 0) nebo ite-
roparni (39 > 0), dospivani muze byt bezprostfedni (I' = 1) nebo zpozdéné (I' < 1). Zhruba
feceno, pti délce projekéniho intervalu jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bez-
prostfednim dospivanim, drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostfednim dospivanim,
cyklické cikady jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptéci a savci (véetné ¢lovéka)
jsou iteroparni se zpozdénym dospivanim. Jesté poznamenejme, ze pro X1 =X =I'=® =1
se jedné o klasicky model mnozeni Fibonacciho kraliki.

Charakteristicky polynom matice A je

A= (Z1(1-T) + o)A+ 5159(1 - T) — 5T,

takze dominantni vlastni hodnota (zavisejici na vSech parametrech) je

1
A= )\1(21,22,]?,@) = 5 (El(l — F) ) —|—\/(21(1 — F) — 22)2 —|-421F(I)> .

Odtud je vidét, ze A\ (X1, X2, I, @) > 1 pravé tehdy, kdyz

(1-3%)(1-%:(1-0))
Y '

¢ >

95
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Zejména
1 /
)\1(21,22,1,‘1’) 25 (ZQ"’ Z%—{-lelq))

a A1(31,%9,1,®) > 1 pravé tehdy, kdyz &%, > 1 — X,. Jinak feceno, populace s bezprostied-
nim dospivanim nevymirda pravé tehdy, kdyz plodnost nasobend pravdépodobnosti preziti
juvenilnich jedincti neni mensi nez tmrtnost dospélych.

Kazdy z ekologickych (demografickych) parametri modelu muze zaviset na velikosti po-
pulace. Velkd populace, tj. velkd vnitrodruhovéa konkurence, mtize omezovat preziti, rychlost
dospivani i plodnost:

21 — 016*811n1*812n2, (3_1)
Sy = oge smmTsnNz (3.2)
[ = qeimmene, (3.3)
& = e fim—fomz (3.4)

Parametry o1, 02, 7, ¢ lze interpretovat jako pravdépodobnosti preziti juvenilnich jedincii,
preziti plodnych jedincti, maturace béhem projekéniho intervalu a specifickou plodnost dospé-
Iych jedinct (v tomto potradi) za predpokladu, Ze se neprojevuje vnitrodruhova konkurence.
Parametry s;j, g, fi, t,j = 1,2 udéavaji ,velikost vlivu“ vnitrodruhové konkurence na preziti,
dobu dospivani a plodnost. VSechny parametry jsou nezaporné; pro pravdépodobnosti v, o1,
o9 plati: 0 < v < 1, tj. juvenilni jedinec dospéje v koneéném case, 0 < o1 < 1, tj. v redlné
populaci nemohou vsichni jedinci zemfit pred dosazenim plodnosti, 0 < o9 < 1, tj. dospéli
jedinci nemohou neumirat.

Parametry Y1, X9, I' a ® budeme chépat jako funkce vektoru n = (ny,n2)?. Oznaéme

AY = A(21(0),22(0),T(0), (0)),
)\c1>o = lim Al(El(n),Eg(n),F(n),CI)(n)),

[ —o0
pokud posledni limita existuje. Plati: Je-li 0 < A\$* < 1 < A, pak
0 <inf{[n(t)|| : t € No} <sup{||n(t)||: t € No} < o0,

tj. populace dlouhodobé preziva a jeji velikost je omezena.
Jsou-li funkce 31, 39, I' a ® dény rovnostmi (3.1)—(3.4), pak
lim ¥{(n)=0 pokud min {s11,s12} > 0,
lim Yo(n) =0 pokud min {s21, 822} > 0,
=0  pokud min{g1, g2} > 0,

=0  pokud min{f, fo} >0,
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déle
fim X (21,52, T,@) = E.(1-1),
%iIIlOAl(ZlaEQ)Fa(I)) = Ela
lim Al(El,EQ,I‘,@) = 22,
¥1—0
1
lim Al(El,Eg,I‘,@) = = (Zl(l —F) —|—\/E%(1 _I‘)Z —|—421Fq>>
$o—0 2

a funkce A1 je spojitou funkei svych proménnych. Odtud plyne:

e pokud plodnost zavisi na velikosti populace podle vztahu (3.4) s min{fi, fo} > 0 a
ostatni parametry modelu jsou konstantni, pak velikost populace nemize riist neome-
zené (nebot ¥1(1 —I') < 1) — stabilizace populace zmensenim plodnosti pii velké
populac¢ni hustoté;

e pokud pfevracend hodnota doby dospivani zavisi na velikosti populace podle vztahu
(3.3) s min{gi, g2} > 0 a ostatni parametry jsou konstantni, pfi¢emz piezivani juvenil-
nich jedinct neni jisté (X1 < 1), pak populace nemtze rist neomezené — stabilizace
populace odlozenim reprodukce pii velké populac¢ni hustoté;

e pokud pravdépodobnost pfeziti juvenilnich jedinci zavisi na velikosti populace podle
vztahu (3.1) s min{s1,s12} > 0 a ostatni parametry jsou konstantni, pak populace
nemuze rist neomezené — stabilizace populace zvétsenim Gmrtnosti juvenilnich jedinct
(nebo infanticidou) pii velké populaéni hustoté;

e i kdyz pravdépodobnost preziti dospélych jedinct zavisi na velikosti populace podle
vztahu (3.2) s min{ss1, 22} > 0, mizZe populace rust neomezené; k tomu naptiklad
dojde, kdyz plodnost je velké,

1-%(1-T)

d >
T

Stejné tvahy se stejnymi zavéry lze provést i v pripadé, ze parametry 31, 3o, I' a ® zavisi na
velikosti populace jinym zpusobem, nez podle vztaht (3.1)—(3.4), ale stale maji vlastnost
lim ¥;(n)=0, lim X3(n)=0, lim I'n)=0, lim &(n)=0.

]| —o0 l[mf| —o0 ]| —o0 l[ne]|—o0

Na obrazku 3.1 je zndzornéna dynamika populace, jejiz ekologické (demografické) charak-
teristiky 31, Yo, I, ® nezaviseji na populacni hustoté. Na obrazcich 3.2-3.5 jsou ptiklady
populace se stejnymi hodnotami parametri o1, o9, v a ¢ takovych, Ze pravé jeden z ekologic-
kych (demografickych) parametru zévisi na velikosti (hustoté) populace. U populace na obr.
3.5 se projevuje vliv vnitrodruhové konkurence na pteziti dospélych jedinct (napi. vnitro-
druhové agresivita rostouci s popula¢ni hustotou); tento vliv vSak nezajisti regulaci velikosti
populace. Vliv vnitrodruhové konkurence na preziti dospélych stabilizuje velikost populace
pri nizsi plodnosti, obr. 3.6.

Na obrazcich 3.7-3.14 jsou ukazky riznych invariantnich mnozin a prislusné dynamiky
populace. U populaci na obrazcich 3.8, 3.10, 3.14 se jedné o stabilizaci populace omezenim
plodnosti pri velkych populac¢nich hustotach, u populace na obrazku 3.12 se jedné o stabilizace
populace odlozenim reprodukce pfi vyssich populac¢nich hustotach.
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Obrazek 3.1: Vyvoj populace s ekologickymi charakteristikami nezavislymi na jeji velikosti.
Pouzité parametry: o1 = 0.5, 05 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 50,

fi=fa=91 =92 =511 =512 =521 = 522 =0, n1(0) =1, na(0) =0

A1 = 1.8658
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Obrazek 3.2: Stabilizace populace omezenim plodnosti.

Pouzité parametry: o1 = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ =50, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
511 = S12 = 821 = S22 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0

A = 1.8658, \;° = 0.45
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Obrazek 3.3: Stabilizace populace odlozenim reprodukce.

Pouzité parametry: o1 = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 50, f1 = fo =0, g1 = g2 = 1,
$11 = 812 = 821 = 892 = 0, n1(0) = 1, n2(0) =0

M) = 1.8658, AY° = 0.5
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Obrazek 3.4: Stabilizace populace zvétSenim tmrtnosti juvenilnich jedinci (infanticidou).
Pouzité parametry: o1 = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 50, f1 = fo =0, g1 = g2 = 0,
511 = 8512 = 1, 891 = 522 = 0, n1(0) = 1, nz(0) =0

A} = 1.8658, A%° = 0.1
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Obrazek 3.5: Zpomaleni ristu populace zvétsenim tmrtnosti dospélych jedincu.

Pouzité parametry: o1 = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 50, f1 = fo =0, g1 = g2 = O,
511 = 8512 = 0, 821 = 522 = 1, n1(0) = 1, nz(0) =0

A = 1.8658, A\3° = 1.8221
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Obrazek 3.6: Stabilizace populace zvétsenim tmrtnosti dospélych jedincii.

Pouzité parametry: o1 = 0.5, 00 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 105, f1 = fo = 0, g1 = g2 = 0,
s11 =812 =0, s21 = 822 =1, n1(0) = 1, n2(0) =0

A = 1.0204, \3° = 0.9837
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Obrazek 3.7: Rovnovazny bod — fazovy portrét.
Pouzité parametry: o1 = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 50, f1 = fo =1, 1 = go = O,
811 = S12 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 1.53425202, 712(0) = 0.08523622
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Obrazek 3.8: Rovnovazny bod — dynamika.
Pouzité parametry: o1 = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ = 50, f1 = fo =1, 1 =
811 = S12 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 1.53425202, 712(0) = 0.08523622
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Obrazek 3.9: Cyklus periody 4 — fazovy portrét.
Pouzité parametry: o = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ =500, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
811 = 812 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 5.5535369, nz(O) = 0.2170807



3.1. MODEL POPULACE TVORENE JUVENILNIMI A PLODNYMI JEDINCI

juveniles
D
!
\
R
\
o
\
o
C—— o
o
\
o
\
\
\
\
C—— o

2 —
O —
T T T T T
0 10 20 30 40
time
0.5
0.4 - o o o o o o o o o

0.3 o o

0.2

adults
o—__
oe——
o=—_
f——

0.1

0.0

time

Obrazek 3.10: Cyklus periody 4 — dynamika.

67

Pouzité parametry: o = 0.5, 09 = 0.1, v = 0.1, ¢ =500, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,

811 = 812 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 5.5535369, nz(O) = 0.2170807
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Obrazek 3.11: Invariantni smycka — fazovy portrét.
Pouzité parametry: o = 0.5, 0o = 0.1, v = 0.1, ¢ = 300, f1 = fo =0, g1 = g2 = 1,
811 = 812 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 5.418810299, TLQ(O) = 0.001769179
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Obrazek 3.12: Invariantni smycka — dynamika.
Pouzité parametry: o = 0.5, 0o = 0.1, v = 0.1, ¢ = 300, f1 = fo =0, g1 = g2 = 1,
811 = 812 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 5.418810299, TLQ(O) = 0.001769179
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Obrazek 3.13: Podivna invariantni mnozina — fazovy portrét.
Pouzité parametry: o1 = 0.5, 0o = 0.1, v = 0.1, ¢ = 1800, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
811 = 812 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 4.3069758, TLQ(O) = 0.3653544
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Obrazek 3.14: Podivné invariantni mnozina — dynamika.
Pouzité parametry: o1 = 0.5, 0o = 0.1, v = 0.1, ¢ = 1800, f1 = fo =1, g1 = g2 = 0,
811 = 812 = 8§21 = S92 = 0, nl(O) = 4.3069758, TLQ(O) = 0.3653544
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