1 Aukce

Predstavte si, ze vlastni stary obraz nebo pozemek neznamé hodnoty. Chcete jej prodat co moznd
nejrychleji a nejsnaze, ale také chcete dostat co mozné nejvice penéz. Kdyz predmét nabidnete za
néjakou cenu (jako jsou nabizeny véci v supermarketech apod.), tak se vdm muze snadno stét, ze
cenu prestielite a nikdo o onen predmét nebude mit zdjem. Nebo naopak, cena bude ptilis nizka
a vy nevydélate zdaleka tolik, kolik byste mohli. Zkratka—jaky je optimélni zpusob prodeje?

Tuhle otdzku lze studovat i z pohledu celé spole¢nosti, nejen vlastnika predmétu. Jaky zpusob
prodeje je efektivni, tedy zarucuje, ze predmét ziska ten, co si ho nejvice ceni?

Jednim z potencidlnich kandidatu jsou aukce. Budeme se zabyvat zejména situacemi, kdy
existuje jediny predmeét, ktery jeho vlastnik chce prodat, s cilem maximalizace svého zisku. Existuji
dva zakladni typy aukci podle toho, jaka je hodnota daného predmétu pro hrace. Zatneme s
analyzou situace, ve které je kazdy hra¢ plné informovan o tom, jakou mé pro néj predmét hodnotu
a ta nezavisi na tom, jak si jej ceni ostatni hraci. Druhym typem aukci, kdy hra¢ nezna piesné
hodnotu predmétu a ta navic zavisi na hodnoté pfedmétu pro ostatni hrace, se budeme zabyvat
pozdéji.

1.1 Aukce s nezavislymi hodnotami

Budeme piedpoklddat, ze existuji ruznf zdjemci o tento predmét (alespon 3), jejichz uzitek zdvisi
pouze na vlastnostech daného pfedmétu, nikoliv toho, jak si jej cenf ostatni.! Pfedpokladejme, ze
jediné, co hraci pro z{skdn{ pfedmétu mohou udélat je podat nabidku ke koupi (bid), coz je urcitd
céastka, tedy nezdporné realné cislo.

1.1.1 Symetricky model

Pro chovani hraca je klicové, kolik toho védi o hodnoté pfedmétu pro ostatni hrace, pro sebe a
o postupu, kterym je aukce vyhodnocena, tedy kdo predmét ziska a kolik zaplati. V tzv. stan-
dardnich aukcich, které budeme primarné studovat, predmeét ziskd vzdy ten hrac, ktery poda
nejvyssi nabidku. Dale budeme ptredpokladat, ze kazdy hra¢ znd hodnotu pfedmétu pro sebe
sama. Poslednim predpokladem je, ze tato hodnota X; je ndhodnd proménna rozdélend nezavisle
na hodnotach predmétu pro ostatni hrace. Jeji distribu¢ni funkce je F', které odpovidéd spojita
hustota f na mnoziné [0, w]. Lze uvazovat i w — oo, za dodatetného predpokladu E[X;] < oo.
Vsimnéte si, ze tedy pravdépodobnostni rozdéleni hodnot je identické pro vSechny hrace. Tato
skutecnost, i distribu¢ni funkce F' jsou vSeobecné znama fakta.

Definice 1.1.1 Aukce s nejvyssi cenu (first price auction) je standardni aukce, ve které vydrazitel

ziskd predmét za cenu uvedenou ve své nabidce, tedy za nejvyssi cenu. Aukce s druhou nejvyssi
cenou je standardni aukce, pri které vydraZitel plati druhou nejuyssi cenu.?

Aukce s nejvyssi cenou odpovidé také tzv. holandské aukci, tedy aukci, pii které je vyvolavaci
cena stanovena velmi vysoko a pomale klesd. Kazdy ma moznost aukci kdykoliv zastavit, pricemz
predmét ziskd za aktualni cenu. V anglické aukci cena naopak roste z velmi nizkych hodnot. My
pro zjednoduseni budeme definovat abstrahovat od konkrétnich detailii a budeme definovat aukci
jako hru v normdln{ formeé. Pocet hréacu hry je pocet drazitelu (zpusob drazby je brdan jako dany
z vnéjsku), jejich strategiemi jsou funkce z mnoziny moznych hodnot (tedy [0,w]) do mnoziny
nezapornych realnych ¢isel. Tyto strategie znac¢ime ;. Uzitek daného hrace je x; — p;, kde z; je
hodnota pfedmétu X; pokud je hraé i vitézem aukce a nebo 0. Céstku, kterou hraé musi zaplatit
oznacujeme p;. Tato ¢astka muze byt kladnd i kdyz dany hra¢ predmét nevyhrél, naptriklad muze
jit o néklady spojené s ucasti v aukci, vstupni poplatky atd.

Nasim cilem je pro danou aukci najit Nashovu rovnovahu v danych strategiich. V§imnéte si,
7ze mnozina strategii je nespocetnd, protoze strategiemi jsou funkce z intervalu do podmnoziny
redlnych ¢isel. Vytesit aukci s druhou nejvyssi cenou je pirekvapivé vyrazné snadnéjsi nez aukci s
nejvyssi cenou a proto ji zacneme.

1Jde o tzv. private value auctions. Druhy typ aukci se jmenuje auctions with interdependent values.

20bé tyto aukce se bézné pouzivaji, zejména v tzv. obdlkovych metodach (seal-bid). Teoreticky mozné jsou i dalst
typy, jako napiiklad aukce s tfeti nejvyssi cenou a ,,vSichni plati“ aukce, které se nepouzivaji a které probereme jen
jako zajimavé kuriozity.



1.1.2  Aukce s druhou nejvyssi cenou

U aukci s druhou nejvyssi cenou je vyherni funkce kazdého hréce s hodnotou x

wi (:E) _ Ti — MaX ;44 b; pro b; > Max ;£ b; (1)
0 pro b; < Max;£; b;

Pokud dojde ke shodné nejvyssich nabidek, pak budeme predpokladat, ze pfedmét je rozdélen

nahodné mezi hrace s nejvyssi nabidkou.

Véta 1.1.2 Strategie 1 (x) = z je slabé dominantn’® pri aukci s druhou nejvyssi cenou.

Diikaz 1.1.3 Musime ukdzat, Ze bez ohledu na to, co hraji ostatni hrdci, si je hrdt B (x) = x
optimdini strategie pro libovolného hrdce. Vzhledem k symetrii staci resit napt. pruniho hrdce.
Oznaéme p1 = max;jx b; nejuyssi nabidku ostatnich hrdcu. KdyZ proni hrdc hraje x1, vyhraje
pokud x1 > p1 a nevydrazi jej pokud r1 < p1. Pokud by x1 = p1, je hrdci jedno, jestli vyhraje nebo
prohraje, protoZe v obou pripadech je jeho uZitek 0. Potrebujeme ovérit, Ze hrdt z; misto r1 neni
lepsi neZ hrdt x1 za Zddnych okolnosti. Vyresime pripad x1 > z1, druhy se tesi analogicky. Pokud
x1 > 21 > p1, pak pruni hrdé vyhraje stejnou castku a proto si nepolepsi. Pokud p1 > x1 > 21, pak
prund hraé prohraje v kazZdém pripadé. Pokud x1 > p1 > z1, pak by proni hrdc¢ prohrdl, zatimco pri
hre x1 by vyhrdl kladnou ¢éastku. TakzZe neni nikdy lepsi hrat méné nez x;.

Piiklad 1.1.4 Spoctéte ocekdvanou platbu hrdée m'!(z), pro néjz predmét md hodnotu x, pokud
vSichni hraji rovnovdznou strategii.

Reseni 1.1.5 Formdlné jde o souéin pravdépodobnosti vihry a vyse platby v piipadé vihry. Dang
hrdc¢ vyhraje, pokud hodnota predmétu pro vSechny ostatni hrdce je mizZsi. Tedy aby maximdlni
hodnota predmétu N — 1 hrdcu byla nejvyse x. Pravdépodobnost, Ze hodnota predmétu pro jed-
noho hrdce mensi nez x, je F(x). ProtoZe hodnoty predmétu jsou nezdvislé, pravdépodobnost, Ze
viechny N — 1 ndhodné veliciny jsou mensi nez x je FN~1(z). Oznacme Y1 ndhodnou velicinu
distribuovanou podle F"~1(z). Oznacime ocekdvanou stiedni hodnotu E[Y1|Y1 < x]. Pak

m!l(z) = FN71(z) x E[V1|Y1 < z].

Piiklad 1.1.6 (Lehky) Spoctéte hodnotu predchoziho vgrazu, pokud je hodnota rozdélend rov-
nomeérné na intervalu [0, 1]

1.1.3 Aukce s nejvyssi cenou

V piipadé aukce s nejvyssi cenou je situace slozitéjsi. Hra¢, ktery vyhraje, ma motivaci nabidnout
co mozna nejméneé tak, aby stdle vyhral. Optiméalni strategii je tedy odhadnout, kolik vsadi ostatni
hraci a vsadit tolik.

Uzitek hrace s hodnotou z je

ul(x) _ { gz —b; pro Zt > Inaxj:# b, (2)
pro b; < max;; b;

Omezime se na analyzu symetrickych rovnovah, tedy ty rovnovahy, ve kterych v8ichni hraji
stejnou strategii G(z). Pro zédného hrace nenf optimélni nabizet vice nez 3(w). Podobné plati, ze
hra¢ s hodnotou 0 nepodé kladnou nabidku, protoze v ptipadé vyhry by prohrél, a tedy 3(0) = 0.

Predpokladejme, ze vsichni hraci pouzivaji strategii 3, ktera je symetrickd, rostouci a diferen-
covatelnd, az na prvniho hrace. Musime ovéfit, i pro prvniho hrace je optimalni zvoli strategii 3.
Necht b je optimalni nabidka prvniho hrac¢e pro hodnotu pfedmétu z. Prvni hra¢ vyhraje pokud
je jeho nabidka vétsi nez nabidka ostatnich hracu, tedy b > max;z1 3(X;). Protoze 3 je rostouct,
plati, ze max;-; G(X;) = f(max;-; X;). Ozna¢me Y7 = max;» X; a G(y) = F™(y) jeji distribucni
funkci. Prvni hra¢ vyhraje jen tehdy, kdyz b > 3(Y1), tedy kdyz Y1 < 371(b) a jeho vyhra je v
tom pfipadé x — b. Ocekavana vyhra prvniho hrace je tedy

G(B7H (b)) x (z ).

3Slabé dominantni strategie daného hréce je takové jeho strategie, Zze neexistuje kombinace strategii ostatnich
hracu takovéd, ze existuje jind strategie tohoto hréce, kterd vede k vyssimu uzitku. Jinak feceno, neexistuje situace,
pfi které by dany hra¢ hral radéji néco jiného. Lze definovat i striktné dominantni strategii jako takovou, kterd je
vzdy striktné lepsi nez vsechny ostatni strategie.




Strategie prvniho hrace musi byt takova, ze maximalizuje otekdvanou hodnotu vyhry. Budeme
uvazovat interni feSeni maximaliza¢niho problému, ve kterém musi byt tedy derivace ocekavané
stfedni hodnoty vyhry nulova.

0 W
Sy b - o) =0

Jakmile médme podminky prvniho fadu, mazeme pouzit podminku symetrické rovnovéhy b = B(x):

To lze upravit na

Integraci dostaneme
1 xT
Bla) = 5—= / yg(y)dy,
)= g /. v9w)

s vyuzitim pocdteéni podminek 3(0) = 0. Vyraz, ktery jsme dostali je ocekdvand hodnota nejvétsi
sazky ostatnich hra¢u za podminky, Ze je mensi nez x, tedy E[Y1]|Y1 < z]. Lze ukdzat, ze plati

I _ *Gy)
@/0 yg(y)dy—w—/o G(I)dy

Protoze druhy vyraz na pravé strané rovnice je kladny, kazdy hra¢ sazi méné, nez kolik je jeho
hodnota .

1.1.4 Vynos aukce

Zatim jsme se na aukce divali z pohledu hraéi, ktef{ kupuji dany pfedmét. Zkusme se ted podivat
na vynos ruznych typu aukei z pohledu organizatora aukce—vlastnika predmétu. V principu nés
zajima, zda je néktery typ aukce pro néj vyhodnéjsi, tedy vede k vyssimu vynosu. D& se ukézat,
ze odpovéd je negativni, nebot viechny standardni aukce vedou ke stejnému vynosu.*

Véta 1.1.7 Predpoklidejme, Ze hodnota predmétu je identicky a nezdvisle distribuovand a vsichni
hrdéi jsou rizikové neutrdini.® V kazdém symetrické a rostouct rovnovdze, ve které hrdé s nulovou
hodnotou plati v pruméru nula, je vynos kazdé standardni aukce pro vlastnika predmétu stejny.

Ditkaz 1.1.8 Oznacéme rovnovdznou strategii 3(z) a m”(z) primérnou platbu. Predpoklad véty
je, Ze mA(x) = 0. Protoze B3 tvori rovnovihu, musi pro kazdého hrdce, tedy tieba i hrdce 1 byjt
optimdlni zvolit strategit 3, kdyz ostatni hrdci voli rovnéz 3. Ve standardni aukci predmét dostane
ten hrdc, ktery zadal nejuyssi nabidku. Uvazme strategii pruniho hrdce, pii které vsadi 3(z) misto®
rovnovdzné strategie B(x). Ocekdvand vyhra je

T4(z, 2) = G(2)x — m*(2),
kde G(z) je distribuce nejvyssi hodnoty ostatnich hrdci, tedy G(z) = F(z)N 1.
Vsimnéte si, Ze ocekdvand platba nezdvisi na vlastni hodnoté x, ale na nabidkdch ostatnich
hracu, a tedy na hodnotdch ostatnich hrdcu. V rovnovdze must platit podminky proniho ddid

2HA(Z,x) =g(z)x — imA(z) =0

0z dz
V rovnovdze musi platit z = x, a to pro véechna x:
d A
—m”(x) =
(@) =9y

4Stale uvazujeme tzv. private value auctions.

5To znamend, ze pokud maji ohodnotit strategii, ve které je vyhra ndhodnou veli¢inou, tak pouzivaji stfedni
hodnotu vyhry.

6 Aby byl diikaz kompletni, musime déle ovéfit, Ze neni vyhodné vsadit hodnoty, kterych B(+) nedosahuje. Protoze
uvazujeme spojité strategie B, 8(0) = 0, museli bychom ovéFit, Ze neni vyhodné vsadit ¢ > B(w). To je ovSem
trividlni—vzdy je (neostie) vyhodnéjsi vsadit B(w) nez néco vyssiho, protoze ostatni hraci vice nevsadi.



Integraci od 0 do x dostaneme

T

xT
(@) = mA0) + [ yat)dy = [ vglw)dy = Glo) x EIES <,
0 0
protoze m* (0) = 0. Vyraz na pravé strané nezdvisi na typu aukce, a oéekdvané platby viech hrdci
na typu avkce tak také nezdvisi.

Piiklad 1.1.9 (Lehky) Jakd je océekdvand platba hrdce a oéekdvany prijem vlastnika predmétu,
pri rovnomérném rozdélend (F(x) = x).

Reseni 1.1.10 Ukaste, zZe m*(z) = Y22V,

Piiklad 1.1.11 (Téezky) Vyreste aukci, ve které kaZdy hrdc musi zaplatit kaZdou svoji nabidku,
bez ohledu na to, zda predmet ziskd. Ndpovéda: pouzijte predchozi vétu.

Piiklad 1.1.12 (Tezky) Vyreste aukci, ve které vyhrdvagici hrdc zaplati treti nejuyssi nabidku.

1.2 Aukce se spolecnymi hodnotami

V tadé situaci hodnota predmétu pro daného hrace neni predem znama. Napiiklad u ropnych poli
existuji pouze odhady mnozstvi ropy, které lze vytézit. Navic mnohdy o hodnoté predmétu maji
relevantni informace i ostatni hraci, nebo hodnota pro prvniho hrice piimo zdvisi na hodnoté
pro ostatni hrace. Napiiklad hodnota uméleckého predmétu nemusi zaviset jen na jeho vzhledu
(estetickych aspektech), ale na moznosti jej pripadné znovu prodat, tedy na ochoté ostatnich
hrécu jej koupit. U ropnych poli mohou ostatni hraci mit relevantni informace o pravdépodobném
mnozstvi ropy apod.

Nésledujici teorie umoznuje studovat tyto typy aukci. Umoziiuje popsat situace, kdy hodnota
predmétu je pro vSechny stejnd, ale kazdy o ni ma jen nedplné informace. Ale také muze popisovat
situace, kdy hodnoty predmétu pro ruzné pro ruzné hrace, ale informace, kterou méa druhy hrac
je potencialné relevantni pro hodnotu pfedmétu pro prvniho hrace.

Prubéh aukce samoziejmé zalezi na tom, jakym zpusobem se dany hra¢ muze dozvédét o
informacich, které maji ostatni hraci. To zéalezi na typu aukce. Pro aukce vyuzivajici zalepenych
obélek (seal-bid auctions) se vitézny hra¢ dozvi nanejvys to, zda vyhral (a tedy jeho nabidka byla
nejvyssi) a pripadné jaka byla druhd (tfeti,...) nejvyssi nabidka podle ceny, kterou musi zaplatit.
Tuto informaci se samoziejmé dozvi ale az poté, co poda vlastni nabidku a aukce skond¢i. I presto
muze jit o relevantni informaci, protoze ji 1ze piizpusobit zptusob podavani nabidky.

Uvazme tento piiklad. Ropné pole méa hodnotu v pro vSechny hrace, ale kazdy hra¢ se dozvi
v+ ¢, kde € je normalné rozdélend nahodna veli¢ina, se stfedni hodnotou 0. V rovnovéze, ve které
je nabidka rostouci funkef odhadu hodnoty (tedy v+¢), muze snadno nastat situace, ze vitéz aukce
se oznacuje za tzv. prokleti vitéze (winner’s curse) a je empiricky bézné pozorovatelna.”

N4&s pristup je teoreticky a do zna¢né miry ,idealisticky“, protoze studujeme dokonale racionalni
hréce. Neni tedy mozné, aby hraci systematicky prohravali. Raciondlni hra¢i museji pfizpusobit
vsazenou ¢astku tomu, co by jejich pripadné vitézstvi fikalo o skute¢né hodnoté predmétu. Tedy
tomu, ze pokud je jejich sdzka nejvyssi, je nejvyssi i jejich vlastni informace o hodnoté predmétu.
Tuto informaci je potieba vyuzit pro tvorbu odhadu o skutetné cenné predmétu.

1.2.1 Symetricky model

Ozna¢me X; ndhodnou proménou, kterd muze nabyvat hodnot na intervalu [0, w;] a kterou budeme
nazyvat signal i-tého hrace. Ozna¢me V; skutetnou hodnotu predmétu pro i-tého hrace. Oznacme
oc¢ekdvanou hodnotu predmétu pro i-tého hrace

vi(x1, ..., 2n) = EVi| X1 =21,..., Xy = 2],

v zdvislosti na signdlu vsech hrdcu. Oznacme X = (Xi,...,X,). Tato struktura zahrnuje jak
situaci z predchozi kapitoly (v;(X) = X;), tak aukce, ve kterych m4d drazeny predmét pro vsechny

70 proklet{ vitéze se napiiklad hovofilo v souvislosti s prodejem licenci na frekvenéni spektrum tzv. t¥eti generace
mobilnich sluzeb. V laboratornich experimentech lze prokleti vitéze rovnéz demonstrovat velmi snadno.



stejnou hodnotu, navic pfesné uréenou agregovanou informaci véech hrée, V =v(Xy,..., X,). Je
obvyklé predpoklddat, ze informace kazdého hrace je nestrannd (unbiased), tedy Ze jeho signl
vede k ocekdvani rovnym skuteéné hodnoté predmétu F[X;|V = v] = v.

V piipadé, kdy informace X; dostupnd ruznych hriacum je nekorelovand (je nezévisld), je
sdruzend hustota X souc¢inem hustot f;(X;). Pokud jsou ale informace korelované, tak tomu tak
neni—realizace vysoké hodnoty proménné X, ovlivituje pravdépodobnost, ze i X; je vysoka ¢i
nizka. Pfesnéji budeme pozadovat, aby ndhodné veli¢iny X, ..., X,, byly piidruzené (affiliated).’

Pridruzenost ma fadu dusledkt. Oznacme Y7,Y5,...,Y,, 1 ndhodnou veli¢inu rovnou nejvyssi,
druhé nejvyssi, . .., nejnizsi hodnoté z Xo, ..., X,. Pokud je v rostouci funkce, pak pro pridruzené
néhodné veliciny X1,..., X, a kazdé ' > z plat{

Ely(V1)| X1 = 2] > E[y(Y1)[ X1 = z].

Tedy vyssi hodnota jedné proménné znamenad, ze oéekavand hodnota nejvyssi hodnoty je vyssi.

Déle budeme piedpoklddat urcitou symetrii v o¢ekdavani a v informacich hracu. Napiiklad, po-
kud by vsichni hra¢i méli stejne relevantni (presné) informace, pak je pro o¢ekavéni prvniho hrace
nepodstatné, zda druhy hrac ocekdva z a tfeti ' a nebo naopak. Formdlné budeme piedpokladat,
7e v;(X) = u(X;, X_;), kde u je tatdz funkce pro vSechny hrace, kterd je symetrickd k poslednim
n — 1 slozkdm. To znamend, ze hrd¢ ¢ muze prisuzovat vétsi hodnotu vlastni informaci, ale vsechny
informace ostatnich hracu povazuje za stejné piesné. Budeme rovnéz predpokldadat, Ze hustota f
na mnoziné [0,w]™ je symetricka a signdly X; jsou pfidruzené.

Definujme funkci

v(z,y) = EVi|Xy = 2,Y1 =y

ocekavani hodnoty prfedmétu pro hrace se signdlem x za predpokladu, Ze nejvyssi signél ostatnich
hricu je y. Normalizujeme problém tak, ze predpokladdme u(0) = 0,v(0,0).

Podobné jako v predchozi ¢asti budeme studovat aukce s prvni a druhou nejvyssi cenou. Aukce
se zalepenymi obalkami a vyvoldavaci aukce s rostouci cenou se v principu li§i, protoze pii vefejné
aukci ma hra¢ moznost ziskat presnéjsi aukci tim, ze pozoruje kdy ostatni hraci konéi s drazenim.
V nejjednodussi formé modelu anglické aukce predpokladame, ze kazdy hra¢ dava najevo, zda ma
o predmét zajem. Pii rostouci cené se tak kazdy hrac¢ dozvi, kdy ostatni hraci prestali mit zajem.
Tohle napiiklad muze byt realizovatelné pomoci zvednuté ¢iselné tabulky. Jakmile hra¢ piestane
mit zdjem, jiz se do aukce nesmi vratit.

Pripad aukce se zalepenymi obédlkami a druhou nejvyssi cenou je opét nejjednodussi, a proto
ji za¢neme.

1.2.2 Aukce s druhou nejvyssi cenou a zalepenymi obalkami

V symetrické rovnovaze aukce s druhou nejvyssi cenou je rovnovaznou strategii pro kazdého hrace
vsadit o¢ekdavanou hodnotu predmétu za predpokladu, ze nejvyssi signal ostatnich hracu je stejny
jako signal daného hrace.

Véta 1.2.1 V rovnovdze plati 31 (x) = v(z, x).

Dikaz 1.2.2 Predpoklddejme, Ze hrdci j,j > 2 hraji strategii 3'1. Proni hrdé¢ se signdlem x a
nabidkou b ocekdvd vyhru

BT(b)
(b, 2) = / (v(z,9) — B))g(ylx)dy,

8Formélni definice je tato: ndhodné veli¢iny X7i,..., X, rozdélené na intervalu X C R", popsané hustotou f,
jsou pridruzené, pokud pro kazdé z’,z"" € X plati
f(x' v z”)f(ac' A :C”) > f(x')f(x”),
2/ Va' = (max(e},af), .. max(e}, @l)))
' Az’ = (min(x], z¥), ..., min(z,, z]))
V takovém piipadé rovnéz iikdme, ze hustota f je pfidruzend. Lze ukdzat, ze pokud je f je na X vSude kladni a
dvojité diferencovatelna, pak f je pfidruzend pravé tehdy, kdyz
2
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kde g(:|x) je hustota Y1 podminéné na X; = x. Strategie ostatnich hracu je B(y) = v(y,y). Z
pridruzenosti signdli vypljvd, Ze v(x,y)—v(y,y) je rostouci v x. Proto pro x < y je vyraz v integrdlu
kladnyj, zatimco pro x >y je zdporny. Celyj integrdl je tedy mazimalizovany pro 3~(b) = = a tedy
optimdlni strategie proniho hrdce je 1 (x) = v(z, ).

Na rozdil od situace s vlastni hodnotou z prvni ¢ésti textu, strategie 3/ neni obecné slabé domi-
nantni. Symetrickd rovnovaha je to ale jedina mezi rostoucimi strategiemi.

Piiklad 1.2.3 Predpokldadejte 3 hrdce, spolecnou hodnotu predmétu V' rozdélenou rovnomérné na
intervalu [0,1]. Signdly hrdci jsou distribuovdny rovnomérné na intervalu [0, 2v], kde v je realizace
ndhodné veliciny V. Spoctéte optimdind strategii 311 .

1.2.3 Anglicka aukce

Budeme uvazovat nésledujici zjednoduseni anglické aukce. Kazdy hra¢ vidi, pii jaké cené ,,odpadli®
ostatni hraci a také i kolik jich jiz nema o predmét zdjem, s rostouci cenou. Strategii jednoho
hrace tvoif n — I-tice 8 = (8", 8", ..., %) funkei B* : [0,1] x §R3_—k — Ry, kde 1 < k < n.
Funkce 3F(z,pri1,...,Pn) uréuje cenu, pii které dany hraé prestane mit o predmét zdjem za
predpokladu, ze stale aktivnich hracua je k, jeho signél je x a ceny, pii kterych n — k hracu odpadlo
jsou pry1 < - < pp.

Oznacme

8" (z) = u(x, ..., x) (3)

strategii hrace se signdlem x v situaci, kdy v8ichni hraci jsou aktivni. Protoze u je spojita a rostouci
funkce, totéz plati i o 3. Reknéme, e je to n-ty hrac opusti aukci jako prvni, pfi cené p,. Protoze
B™(-) je spojitéd a rostouci funkce, existuje jediné zx takové, ze 8" (x,) = p,. Pokud néktery hrac
opusti aukci pfi cené p,,, definujme strategii ostatnich hraca

B @, pn) = ulz, ... 2, 20)

Takto pokracujme

ﬁk(l‘,pk+1, e apn) = U,(.’I}, ey Ly Tgly e e - 7$n)a (4)

kde B (211, Pryos - -, Pn) = Pry1. VEimnéte si, Ze strategie definujeme pro viechny mozné ceny
pi, ne jen ty, které nastavaji v rovnovaze. Ukdzeme, Ze takto definované strategie tvoii symetrickou
rovnovahu.

Predstavme si, ze aukci opustili hrac¢i k41, ..., n a podle toho, pti kterych cenach se tak stalo
si mohou zustdvajici hraci odvodit jej signély zpy1, ..., Zy. Intuitivné, kdyz prvni hra¢ ma signal
x, a ostatni hraci hraji 5%, tak pokud vyhraje pfi cené p, ostatni jesté aktivni hraéi by museli
najednou odstoupit z aukce. Pak jejich signily museji byt takové, ze B*(y,pri1,...,Pn) = p a
oc¢ekdvand hodnota predmétu u(x,y, ..., Y, Lxt1,-- ., Tn). M4 tedy smysl pokracovat pro néj az do
té doby, do kdy cena predmétu nedosdhne hodnoty, pti které by mél nulovy zisk, kdyby predmeét
vyhrédl. Formdlni dukaz nésleduje po formulaci véty.

Véta 1.2.4 Strategie 3 definované rovnicemi (3) a (4) tvori symetrickou rovnovihu anglické
aukce.

Dikaz 1.2.5 Opét musime uvdzit, zda néjoky, a tedy napriklad proni, hrdié md motivaci hrdt
strategii B za predpokladu, Ze ostatni hrdci ji rovnéz hraji. Oznacéme jeho signdl X1 = x a de-
finugme ndhodné veliciny Y1,Ys,...,Y,_1 jako diive. Oznaéme yi,...,Yyn—1 realizované hodnoty
téchto nahodnych veli¢in. Rozlisime dva pripady podle toho, zda prvni hrdac¢ vyhraje a kdy ne. V
pronim pripadé musi byt x > y1, a cena, kterou prvni hrdé plati je tedy cena, pri které hrdc
s druhym nejsilnéjsim signdlem odstoup? z akce. Tou cenou musi byt podle definice (4) prdvé
w(Y1, Y1, Y2, - - -, Yn). Protoze x > y1, plati i

u(xayl,y%"'vyn) > (ylvylay%"'vyn) > 0.

Protoze pruni hrdc vyhrdvd kladnou ¢dstku, kterou nastavenim jiné ceny nemuze zvysit, je pro néj
vghodné také hrdat 5. V pripadé, Ze x < y1, pruni hrdc¢ predmét nevyhraje. Pokud by v aukci chtél
zustat, musel by zistat alesponi do ceny u(y1,y1,-..,Yn), cOZ by pro néj znamenalo ztrdtu. Je pro
néj optimdlni opét dodrzovat strategii 3.



Jakou roli hraje v definici strategie hustota f? Podrobny pohled napovi, ze v ptipadé, ze cena
je presné urcena signdly hracu, tedy w nezavisi na distribuci signala, ale jen na jejich realizaci,
pak zadnou. To ma za dusledek, ze i kdyby dany hra¢ znal vSechny signdly pred hrou, pak by
pro néj jeho soucasna strategie zlstala optimélni. Takové situaci se iikd, zZe strategie tvoii ez-
post rovnovahu. Napiiklad rovnovazna strategie aukce s druhou nejvyssi cenou ex-post rovnovahu
netvori. Nikoliv proto, ze by vitéz litoval ceny, kterou musi zaplatit (s tou nic udélat nemuze),
ale protoze ze pro hrace s druhym nejsilnéjsim signalem by mohl existovat prostor pro navyseni
nabidky, pokud by znal signaly vSech hracu.

1.2.4 Aukce s nejvyssi cenou

Podobneé jako v piipadé aukce s nezdvislou (vlastn{) hodnotou odvodime diferencidln{ rovnici pro
optimélni strategii 5(x). Zisk hrdce s hodnotou z nabizejici z je

H(zz) = /Ozw(x,y)—ﬂ(z))g(yx)dy (5)
- / oz, 9)g(yle)dy — B(=)G (=), (6)

kde G(y|z) je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny Y; za podminky Y7 < z a g(y|z) je ji prislusejict
hustotou. Podminky prvniho #adu jsou

(v(z,2) = B(2))g(z]z) — B'(2)G(z,2) = 0.

V symetrické rovnovaze musi platit z = x, takze

(v(z, 2) = B(x))g(x|z) = F'(2)G (2, ) = 0,

coz lze upravit

8(0) = (v(0.0) - B(a) 50

Podobné jako v prvni ¢asti i zde musime zkontrolovat okrajové podminky. Protoze musi platit,
7e v(z,z) — f(x) > 0, z predpokladu v(0,0) = 0 vyplyvd 3(0) = 0, coz je okrajova podminka této
diferencidlni rovnice. Jeji feSeni je

B (x) = / "oy, y)dL (),

L(y|x) = exp ( /j é((tt|i)) dt>

Piiklad 1.2.6 (Tézkyj) Odvod'te vesent predchozi diferencidlni rovnice.

kde




