1 Vyjednavani

Standardni ekonomickd teorie se zabyva problémy, kde na strané prodavajicich i kupujicich je
mnoho hra¢u (competitive equilibrium), fada kupujicich a jeden prodavajici (monopol), fada
prodévajicich a jeden kupujici (monopsony) ¢i nékolik prodévajicich a fada kupujicich (oligo-
pol). Je evidentni, Ze existuji situace, ve kterych je na obou strandch trhu velmi maly pocet hracu,
¢i dokonce pouze jeden prodéavajici a jeden kupujici. V takovych situacich modely predpokladajici
velky poéet ¢ dokonce nekoneéno iéastnikii nejsou piilis uziteéné, nebot jejich zavéry jsou vétsinou
ve sporu s pozorovanym chovanim.

Mezi typické piiklady patii vyjednavani mezi podnikatelem a investi¢ni bankou, potencidlnim
zameéstnavatelem a firmou, ¢i kupujicim a prodavajicim apod. Charakteristické pro tyto piiklady je,
ze kazdy z ucastniku méa urc¢itou predstavu o tom, jakou hodnotu pro néj dany objekt predstavuje
a za jakou cenu je schopen podobny ¢i identicky predmét koupit (prodat) na vedlejsim trhu
(outside option). Je evidentni, Zze obchod muZe byt uzavien jen tehdy, je-li hodnota predmétu pro
prodavajictho nizsi nez pro kupujiciho.

Piiklad 1.0.1 Petr zvazZuje prodej ojetého osobniho automobilu svému kamarddovi Markovi. V
autobazaru dostal nabidku na 80 000 Ké. Marek je ochoten utratit za automobil podobného typu a
stari az 90 000Ké. 'V jakém rozmezi lze ocekdvat cenu, na které se dohodnou za predpokladu, Ze
ani jeden z nich nechce tratit?

V tadé situaci je ziejmé, jakd je hodnota vyjednavaného predmétu a proto vétsina ekono-
mickych modela tuto hodnotu bere jako danou. Pro zjednoduseni je dokonce obvyklé normalizovat
velikost , koldce“ (pie) na 1. Toho lze dosdhnout tak, ze se predpoklddé, ze hodnota piedmétu je
pro prodéavajiciho nulové, zatimco pro kupujictho ma hodnotu 1. Tento predpoklad vétsinou neni
na Ujmu obecnosti.

Priklad 1.0.2 Prdvé jste se vrdtili z dovolené v Rakousku a zustalo vam 1000 EUR, které ne-
potiebujete a za které muzete v nejlepsi sméndrné ve mésté dostat 24 000 Ké. Vs kolega se na
dovolenou teprve chystd a zvazZuje ndkup 1000 EUR, za které by ovsem musel ddat 24 500 Ké. Jaky
je vds mazimdlni mozny vydélek? Vaseho kolegy? Jaky vijdeélek ocekdvdte?

Existuje nékolik riiznych pifstupt jak modelovat vyjedndvani. My uvedeme dva zdkladni.!

1.1 Nashovo vyjednavani

Nashtuv ptistup k vyjednavani je axiomaticky. Tedy misto detailniho uréeni vyjednéavaciho procesu
je Nashova teorie postavena na vlastnostech (axiomech), které lze od ,,rozumné“ teorie vyjednavani
ocekavat. Po uvedeni téchto axiomu ukazeme, Ze existuje jediné feseni. Pro zjednoduseni budeme
uvazovat, ze vyjednavani probihd mezi dvéma hraci.

Zakladem Nashovi teorie vyjedndvéni je mnozina moznych dohod (agreement set) A a bod
neshody (disagreement event) D. Déle vyzadujeme, aby kazdy hra¢ umeél mozné vysledky vy-
jednavani uspoiadat podle svych preferenci, tedy aby mél tzv. preference ordering.? Budeme pro
jednoduchost predpokladat, Ze existuje uzitkova funkce. Prestoze piedstavend teorie nepracuje
piimo s rizikem, postoj hracu k riziku bude hrat podstatnou roli. Hraé¢ si napiiklad nemusi byt
jisty chovanim ostatnich hraca a tedy ani tim, ze vyjedndvani dospéje do uspésného konce. Tento
postoj je obsazen ve tvaru uzitkové funkce, ale nezavisi na piipadné linearni transformaci této
funkce.

Dusledkem téchto predpokladu je, Zze problém vyjednavani lze presunout z abstraktni mnoziny
AUD do mnoziny realnych ¢isel, presnéji R2. Zakladem Nashovy teorie vyjednavani tak je mnozina
S, kterd vznikne sjednocenim vsech dvojic (uj(a),us(a)) pro vsechny body a € A a bodu d =
(u1(D),uz(D)). Dvojce (S,d) je vychozi bod Nashovy teorie vyjedndvani.

Definice 1.1.1 Problém vyjedndvdni je dvojce (S, d), kde S C R? je kompaktni a konvexni mnozina,
d € S a existuje s € S takové, Ze s; = d;, 1 = 1,2. MnoZinu véech problému vyjedndvdni oznacujeme

INésledujici dvé kapitoly jsou silné zaloZeny na knize Osborne and Rubinstein (1990) zejména kapitoldch 2 a
3. Pokud vim, tak v ¢estiné jejich preklad neni dostupny, ale kniha je dostupna v elektronické formé na adrese
http://ww2.economics.utoronto.ca/osborne/bm/ .

2Formélné jde o kompletni, transitivni a reflexivni bindrn{ relaci na mnoziné A U D. Jak je v ekonomii zvykem,
tyto preference bereme jako dany, vychozi bod teorie.



B. Resend problému vyjedndvdni je funkce f : B — R2, kterd kazdému problému vyjedndvdni (S,d)
pritadi jednoznacné prvek z S.

Nash dokéazal, ze feSeni problému vyjednavani je jednozna¢né urceno, pokud pozadujeme
nasledujici ¢tyfi axiomy. Prvni axiom vyzaduje, aby vysledek vyjedndvani zavisel pouze na pre-
ferencich hracu, nikoliv na konkrétni volbé uzitkové funkce. Tedy prvni axiom pozaduje, aby dvé
uzitkové funkce, které se ,1isi“ o linearni transformaci vedly ke stejnému teSeni. Tento pozadavek
je vlastné pozadavkem na mnozinu (S, d).

Axiom 1.1.2 (INV) Jestlize problém (S’,d’) vznikne z problému (S, d) pomoci linedrni transfor-
mace s; — a;8; + B fori=1,2 a a; > 0, pak f;(S",d) = a; f;(S,d) + B;, proi=1,2.

Druhy axiom vyzaduje, aby veskeré mozné odliSnosti hrac¢u byly obsazeny v popisu hry, tedy
v mnoziné S a bodu d, pfipadné mnoziné moznych dohod a uzitkovych funkci. Dusledkem je, ze
pokud jsou tyto predpoklady symetrické, pak i vysledek vyjednavani musi byt symetricky.

Axiom 1.1.3 (SYM) Necht je problém vyjedndvdni (S,d) symetricky, tedy di = ds a (s1,82) €
S — (82781) € S. Pak f1(57d) = fg(S,d)

Dalsi axiom vyzaduje, aby vysledek vyjednavani nezavisel na irelevantnich alternativach. Tedy
pozadujeme, aby se vysledek vyjedndvani nezménil, pokud odstranime ty mozné vysledky vy-
jednévéani, na kterych se hraci neshodnou.

Axiom 1.1.4 (ITA) Necht (S,d) a (T,d) jsou dva problémy vyjedndvdni takové, e S C T a
f(T,d)e S. Pak f(S,d) = f(T,d).

Konec¢né, posledni axiom vyzaduje, aby po dokonceni vyjednavéni jiz neexistoval dalsi prostor
k vylepseni dosazené dohody (renegotiation).

Axiom 1.1.5 (PAR) Necht (S, d) je problém vyjedndvdni, s € S,t € S,t; > s;, proi=1,2. Pak
7(S,d) £ .

Nyni jiz muZeme pristoupit k samotné formulaci Nashovi véty.

Véta 1.1.6 Problém vyjedndvdni md jednoznacné veseni fV : B — R2 wvyhovujici vsem étyrem
vySe uvedengm axiomum (INV,SYM,ITA,PAR). Toto fesent je ve tvaru

NS, d) = argmax  (s1 —dp)(s2 — d2)
(d1,d2)<(s1,82)€8

Dukaz 1.1.7 Dikaz Nashovi véty provedeme postupné. Nejprve ukdZeme, Ze uvedeny predpis jed-
noznacné definuje TeSent, které spliuje uvedené axiomy. Pak ukdZeme, Ze jakékoliv dalsi reSent
splniugict tyto axiomy se shoduje s Nashovym tesenim.

e MnoZina {s € S :s>d} je kompaktni a funkce
H(s1,52) = (51— d1)(s2 — d2)

je na této mnoziné spojitd. Ddle lze ukdzat, Ze mnoZina {s € S : s > d} je konvexni a funkce
H je striktné kvasi-konkdvn® o tedy nabyvd mazima v jediném bodé. Tedy funkce f% je dobre
definovdna.

o Funkce fN spliuje ctyri axiomy.

SFunkce ¢ : X — R,X C R” je striktné kvasi-konkdvni, pokud pro kazdé z,y € X,z # y, plati,
ze g(Az + (1 — N)y) > min{f(z), f(y)} pro vSechna A € (0,1). Lze ukdzat, ze pokud X je konvexnf
mnozina, pak striktné kvasi-konkdvni funkce nabyvd maxima na X v jediném bodé. Dukaz lze nalézt na
http://homepages.nyu.edu/¢awl/UMath/Handouts/ums06h23convexsetsandfunctions.pdf



INV Méjme problém (S,d) a problém (S’ ,d'), ktery vznikne linedrni transformaci pomoct
koeficienti (o, 3;),i = 1,2. Pak s’ € S’ tehdy a jen tehdy, existuje-li s € S takové, Ze
si = a;8; + Bi,i = 1,2. Pak ovsem

(8] —d})(sh — dy) = araa(s1 — di)(s2 — da)

Pokud tedy (s%,s5) mazimalizuje (s1 — dy)(s2 — da) na mnoziné S, pak (si',s3') mawi-
malizuge (s§ — dy)(s5 — dy) na mnoziné S’

SYM Funkce H je symetrickd a pokud dosahuje mazima v bodé (s}, s5) € S, a problém (S, d)
je symetricky, pak (s5,s7) € S ady =ds a tedy (s3,s7) € S rovnéz mazrimalizuje H na
mmnoZiné S. ProtoZe Tesent je urceno jednoznacné, musi platit, Ze s7 = s5.

IIA Pokud s* € S mazimalizuje H na mnoziné T, pak s* mazimalizuje H i na mnoziné
ScT.

PAR Kdyby existovalo vylepSeni dohody t € S takové, Ze t; > s;,i = 1,2, pak by s nemazi-
malizovalo H, nebot H je rostouci v obou svijch argumentech.

e Dukaz jednoznacnosti. Predpoklddejme, Ze existuje funkce f spliiugici véechny ctyri axi-
omy. Ukdzeme, ze f(S,d) = fN(S,d) pro libovolng problém (S,d). Necht z = fN(S,d)
Transformugjeme problém (S,d) linedrné na problém (S’,(0,0)), ktery md TeSeni v bode
fN(S,(0,0)) = (3, %). Odpovidajici predpis tohoto zobrazent je ov; = 2(z,~1—di)’6i = m, 2 =

az+ 3. Tato definice je korektni, nebot existuje s takové,e s; > d; a proto i z; > d;,i = 1,2.

Pokud fN(S',(0,0)) = £(5’,(0,0)) pak i f(S,d) = fN(S,d).

Nejprve ukdzeme, Ze v S' neexistuje bod (81, sh) takovy, Ze by sy+s5 > 1. Sporem, predpoklddejme,

Ze takovy bod existuje. ProtoZe v bodé (2, 2) je soucet 1, body na spojnici bodi (2, é) a(s),sh)

magi rovnéZ soucet soutadnic vétsi neZ 1 a z konvexnostz mnoziny S’ vypljvd, Ze lezi v S’.

Pro e > 0 wvazme bod (t1,t2) = (1 —¢)3 +es1,(1 —€)5 +es2). Pro dostatecné malé e plati
1 1 / / 2.7 ./
tite = 5(1 —e)((1— 5)5 +e(sy+s7)) +e”sisy > 1

Pak by ovsem (%7 %) nemohlo byt Nashovo Tesend problému (S’, (0,0)), coZ je spor s predpokladem.

Doplrime mnozinu S’ tak, aby tvorila trojihelnik
1
§" = ({51t > 0,85 > 0,8 + 8§ < 1)

Takto vzniklyj problém je symetricky, takze f(S”,(0,0)) = (3, 3). Protoze problém (S',(0,0))
712 bod (27 5) obsahuje, pridali jsme jen irelevantni alternativy a TeSend f tedy must dat rovnéz
f(S8",(0,0)) = (3, 3). ProtoZe se shoduje s Nashovym Fesenim na problému S”, shoduje se i
na mnoziné S' a také S coZ jsme chiéli dokdzat.

Piiklad 1.1.8 Dva hraci vyjedndvagi o tom, jak si rozdélit 1 mK¢é. Pokud se nedohodnou, Zadnyj z
nich neziskd nic (dolar propadne). Hrddi maji moznost ponechat édst penéz nerozdélenou. Predpoklddejte,
Ze oba hrdci se snazi mazimalizovat svij podil a maji stejnou uZitkovou funkci, kterd je konkdvni.*
Jakym zpusobem si rozdéli dolar? Jak se situace zméni, jestlize jeden z nich se stane vice averzni?

Reseni 1.1.9 Mnozina moznych dohod je

A={(a1,a2) ER?*:a1 +ay <1, a; >0,i=1,2}
a bod neshody D = (0,0). Pokud oba hrdci maji identickou uZitkovou funkci, pak mnoZina S musi
byt symetrickd a bod d = (u(0),u(0)) rovnéz. Problém je tedy symetricky a Nashovo teseni je
tedy (2, 2) Nyni predpoklidejme, Ze hrdc 2 se stane vice averzni k riziku. Lze ukdzat, Ze existuje

rostouci konkdvni funkce h : R — R takovd, Ze jeho predchozi a soucasné preference plati

Vg = h o us.

4Konkavni uzitkova funkce odpovids situaci, kdy hraci maji averzi k riziku. Averze k riziku znamend, ze hrac
preferuje jistou véc o dané hodnoté pred loterii s toutéz stfedni hodnotou.



Pro zjednoduseni oznac¢me vy = uy uzitkovou funkci proniho hrdce, kterd se mezménila. Rovnéz
cely problém normalizugme, h(0) = 0 a v;(0) = 0,u;(0) = 0. Mdame tedy dva problémy. Proni
problém (S,d) s uZitkovymi funkcemi wy,us, a problém (S’,d’") odpovidajici uZitkovym funkcim
v1, V2. Oznacéme jejich resent z, a z,, tedy Feseni problému®

(nax, up(2)uz(l — z)

a podobné pro v. Predpoklddejme, Ze funkce u;v;, h jsou diferencovatelné a problém md vniting
resent (0 < zy, z, < 1). Pak pro fesent plati podminky proniho rddu, které vzniknou diferencovdnim
mazximalizované funkce podle z. V pripadé uzitkovijch funkci u; to je

)y (2)ug(1 — 2) —up(2)us(l —2) =0
coZ lze prepsat do tvaru

() (- 2)
ur(z)  ua(l—2)

Podobné pro z,, kde rovnou dosadime vy = h o us. Dostaneme

ui(2) _ W (ua(l = 2))us(1 = 2)

W)~ h(u(l - 2) ®

Protoze u; jsou uzitkové a tedy rostouct funkce a protoZe u; jsou konkdvni,® virazy na levé strané
predchozich rovnic jsou klesajici v argumentu z. Ddle lze ukdzat,” Ze W' (t)t < h(t),Vt > 0. Oznacme
tedy us(1—2) =t a porovnejme pravé strany rovnic 1 a 2: % < % a tedy pravd strana rovnice 1 je
vétsi nebo rovna pravé strané rovnice 2. ProtoZe vyrazy na pravych strandch rovnic jsou rostouci v
z, dokdzali jsme, Ze hodnota z splriujici rovnici 1 musi byt vétsi nez feseni rovnice 2. Tedy z, < z,.
Protoze z oznacuje podil pruniho hrdce, vysledek lze interpretovat tak, Ze pokud se druhy hrdc stane
vice averzni k riziku, pak podil pruniho hrdce vzroste.

Poznamka 1.1.10 Lze ukdzat, Ze Zadny ze 4 aziomu neni zbytecny. Dukaz spocivd v konstrukci
resent, které se lisi od Nashova, ale splnuji vidy prdvé 3 axiomy.

INV Za tedeni mizeme oznacit body (s1, s2) které mazimalizuji soucet s1+ so. Pokud jich je vice,
tak zvolime nejblizsi primce skrz bod D se sklonem —1.

SYM Je-li mazimalizovand funkce f(x,y) = (x — d1)*(y — do)1 7@

ITA Oznacéme s; mazimding mozny uZitek hrace i na mnoziné {s|s € S,s > D}. Definujme jako
Tesent bod leZict na spojnici D a (s}, s5), na hr anici mnoZiny S.

PAR Za teseni muzZeme definovat prdavé bod D.

Piiklad 1.1.11 (Lehky). Na prikladu A = {(a,a’)|a +a’ < 1,a > 0,a’ > 0},u1(x) = z,us(z) =
vz, D = (0,0) si ovérte, Ze hrdé vice averzni k riziku ziskd menst podil (poloviéni v tomto pripadé).

1.2 Rubinsteinovo vyjednavani

Na rozdil od Nashova vyjednavani, Rubinsteinuv piistup predpoklddd danou strukturu vyjednavani,
tzv. stiidajicich se nabidek (alternating offers). Strategické modelovani vyjedndvan{ pfindsi radu
potencialnich problému. P#ili§ jednoduchy model nepostihne realitu a neda tak uzite¢né vysledky.
Naopak prili§ slozity model nemusi byt fesSitelny, nebo muze poskytovat pouze povrchni, ptilis
obecné vysledky. Na ekonomickém modelovani je zfejmé nejtézsi umét najit rovnovahu mezi
priliSnym a nedostateénym zjednodusenim. Jak se to podafilo v tomto piipadé uvidite sami.
Rubeinsteintav model predpoklddéd zjednodusenou strukturu vyjedndvani. Hraci se stiidaji v
predkladani nabidek protihraci. Pokud je nabidka odmitnuta, protihrac ziskava moznost predlozit

5Vsimnéte si, ze podle axiomu PAR staéi hledat feSeni na hranici, tedy staci studovat situace, ve kterych jsou
vSechny prostfedky rozdéleny beze zbytku.

6Pro diferencovatelné konkavni funkce plati, ze jejich prvni derivace je klesajici.

"Nakreslete si obrazek a uvédomte si, ze h(0) = 0. Tvrzeni plati obecnéji, pro h(0) > 0.



svoji nabidku. Hra konéi v okamziku, kdy je predlozena nabidka ptijata. Pokud neni shody
dosazeno, ziskdva kazdy hrac svoji vedlejsi hodnotu (outside option). Motivaci pro dosazeni shody
v kone¢ném case jsou Casové preference hracu, neboli diskontovani vyhry. To znamena, ze kazdy
hra¢ uprednostiiuje ziskat danou hodnotu ihned, proti moznosti ziskat ji pozdéji. Mezi¢asové pre-
ference jsou obvykle modelovany stejné jako tiroc¢eni. Diskontni sazba 6 < 1 znamend, ze pfedmét
0 hodnoté 1 ziskany okamzité, mé hodnotu 4, je-li ziskan v dalsim kole. Déle mnozinu moznych
dohod oznacujeme X a uvazujeme X C R™, kde n je pocet hracu (obvykle 2). I kdyz teorii neni
problém zobecnit, stejné jako v Nashové teorii muzeme problém pienést z obecné mnoziny X do
podmnoziny redlnych ¢isel, a to diky uzitkové funkci.

V nejjednodussim ptipadé ma predmét hodnotu 1, vedlejsi moznost hodnotu 0, oba hraci maji
stejnou diskontni sazbu § > 1 a kazdy z hra¢i maximalizuje hodnotu predmétu, kterou zisk4.®
Jednotliva kola (v kazdém kole podava nabidku pravé jeden hréc¢) oznacujeme pfirozenymi ¢isly
T =1{0,1,2,...}. V kazdém kole dany hra¢ podd nabidku 0 < z < 1, na kterou protihrd¢ odpovi
ANO nebo NE. Vysledek hry oznac¢ujeme pomoci dvojce (x,t), kde 2 oznacuje podil, ktery prvni
hrac ziskal a t ¢as (index kola), ve kterém doslo ke shodé. Bod neshody oznacujeme D.

Podstatny, avsak pomérné ptirozeny predpoklad je, ze hrace nezajimd, jakym zpusobem doslo
k dojednani daného vysledku, pouze vysledek samotny. Napiiklad, pokud doslo k dohodé ve 3.
kole a oba hraci ziskaji polovinu pfedmétu, pak jejich uzitek nezalezi na tom, jaka nabidka byla
odmitnuta v prvnim a druhém kole.

Na rozdil od Nashova vyjednavani, kde podstatnou roli hral postoj hracu k riziku, zde je
rozhodujicim postoj k ¢asu—trpélivost. Musime tedy specifikovat preference hra¢u pres mnozinu
(X x T)U {D}. V nasem piipadé se primarné budeme zabyvat piipadem, kdy X = [0, 1], ale
teorii 1ze velmi snadno zobecnit. Po preferencich (>=;)pozadujeme, aby byly kompletni, transitivni
a reflexivni. Tim jiz mdme naznacenu extenzivni formu hry. Formélni definici vynechdvame.

Pro hlavni vysledky modelu musime upfesnit mezicasové preference.

Axiom 1.2.1 Neshoda je nejhorsi mozny vysledek. Tedy kazdy shoda (x,t) € X X T je preferovdna
pred neshodou D : (x,t) =; D, pro vSechna i.

Druhy axiom pozaduje, aby hraci usilovali o ziskdni daného predmétu. Tedy aby mezi shodami
v daném kole preferovaly ty, které jim zaruc¢i vétsi podil.

Axiom 1.2.2 Predmét je hodnotny (desirable) . V libovolném kole t € T a pro libovolné x,y € X
plati, ze (x,t) =; (y,t) tehdy a jen tehdy x; > y;.

Déle pozadujeme, aby hraci byli netrpélivy, tedy kazdé shoda byla preferovana diive.

Axiom 1.2.3 Pro kaZdét < s € T a x € X plati (x,t) =; (x,s)). Preference je strikini, pokud
hrdc néco ziskd x; > 0.

Ctvrty axiom zarucuje, ze preference hracu jsou spojité, v nasledujicim smyslu:

Axiom 1.2.4 Necht {(xy,t)}5% 1 a{(yn, $)}>2, jsou posloupnosti z (X, T) takové, Ze limy, —.ooTyn =
T alimp—ooYn =Y. Pak (x,t) =; (y,8), pokud (xn,t) =; (Yn,S) pro viechna n.

Lze ukézat, ze posledni tfi axiomy jsou ekvivalentni pozadavku, ze existuje spojita uzitkova
funkce U; : X xT — R, rostouci v prvnim argumentu, klesajici ve druhém pokud je prvni argument
kladny.

Paty axiom vyrazné zjednodusuje nésledujici analyzu. Axiom pozaduje, aby preference mezi
dvéma dohodami (z,t), (y, s) zdlezela pouze na x,y a vzddlenosti ¢t a s, tedy t — s.

Axiom 1.2.5 Pro kazdé t € T,x,y € X plati, Ze (x,t) =; (y,t + 1) tehdy a jen tehdy (x,0) >;
(y,1).

Je uziteéné zavést pojem soucasné hodnoty (present value) dohody (z,t). Souc¢asnd hodnota je
takovy podil y ziskany okamzité (v kole 0), takovy, ze dany hra¢ je indiferentni mezi (y,0) a (z,t).
Oznacujeme v;(z;,t) = y;, (z,t) ~; (y,0). Pokud zaddné takové y neexistuje, volime v;(z;,t) = 0.

8Piipad, kdy je predmét nedélitelny, je mozné snadno vyfesit pomoci loterie. Navrhy v takovém piipadé
nepfedstavuji podil na daném pfedmétu, ale pravdépodobnosti, se kterou pfedmét danému hric¢i pfipadne v dané
loterii. Pro zjednoduseni budeme déle predpokladat, ze predmét o ktery vyjedndvani probihd, je dokonale délitelny.



Takto definovand souc¢asnd hodnota mé ocekdvané vlastnosti. Plati, ze (y,t) >; (x, s) tehdy a jen
tehdy, kdyz v;(y;, t) > vi(z;, s).

Posledni podminkou na mezi¢asové preference je, ze naklady spojené z prodleni jsou vyssi pro
vyssi podil.

Axiom 1.2.6 Rozdil x; — v;(z;,1) je rostouct funkci x;.

Piiklad 1.2.7 (Lehky). Ovérte, Ze uzitkovd funkce U;(z;,t) = x; — ¢it,u;(D) = —oo spliuje
axiomy 1.2.1 aZ 1.2.5, ale ne axiom 1.2.6.

Piiklad 1.2.8 (Lehky). Ovérte, Ze uZitkovd funkce Us(x;,t) = 0tx;, u;(D) = —oo spliiuje aziomy
1.2.1 aZ 1.2.6.

Priklad 1.2.9 Predpoklddejte Ze uZitkovou funkci U;(x;,t) = §'x; obou hrdci. Naleznéte néjakou
Nashovu rovnovdhu. DokdZete pro kazdy vysledek (x,0), tedy dohodu na 0 < x < 1 v nultém kole
najit Nashovu rovnovdhu, kterd by k takovému vysledku vedla? Pro jednoduchost mizZete uvazovat,
Ze st hrdci déli kolac o velikosti 1.

Reseni 1.2.10 Vyresime druhou c¢dst problému. Popiseme staciondrni strategie, které vedou k
vysledku (x,0). Strategie pruniho hrdce je nabidnout x a prijmout kaZdou mabidku, kterd mu
zarucuge alespon x. Druhy hrdc¢ md stejnou strategii. Tato strategie vede okamzité k vysledku x.
Jde o Nashovu rovnovdhu? Hrdc¢ 2 nemuze nikdy dosahnout lepsiho vysledku nez x a je tedy pro néj
optimdlni jej prijmout hned v prvnim kole. Podobné pro pruniho hrdce. Neexistuje tedy vyhodnd
odchylka (profitable deviation) a tedy jde o Nashovu rovnovdhu.

Priklad 1.2.11 Predpoklddejte Ze uzitkovou funkci U;(x;,t) = 6'x; obou hrdci. Omezte se na
ndsledugici strategie: Hrdé 1 nabidne & a je akceptuje jakékoliv y > §.° Druhy hrdé nabiz § a
prigme nabidku alespori &. Pro jaké hodnoty Z,4 jde o DRVP (subgame perfect equilibrium)?

Reseni 1.2.12 Definice DRVP vyzaduje, aby popsané strategie tvorili Nashovu rovnovdhu v kazdé
podhie (subgame). Zacnéme tedy podhrou v case t, kdy hrd¢ 1 ddvd nabidku. Popsané strategie
nezdvist na historii a proto nend relevantni, jaké predchozi nabidky byly odmitnuty. V DRVP hrdc
2 musi odmitnout kazdou nabidku nizZsi neZ xo = 1 — x. To je optimdini jen tehdy, kdy (z',t) <2
(§,t +1),Va' < &, nebot nabidka hrdce 2 v dalsim kole (y) je prijata.'® Vzhledem ke spojitosti
(1.2.4) musi tedy platit, Ze (T,t) S (§,t + 1) a podle 1.2.5 tedy (&,0) <o (§,1). ProtoZe hrdc¢ 2
zdroveni prigme nabidku x v nultém kole, must platit i (£,0) =2 (4,1). Takovou situaci oznacujeme
(,0) ~2 (g,1). Podobnd dvaha pro pruniho hrdce ddva (&,1) ~1 (g,0).
Dosadime-li specifickou uZitkovou funkci U;(z;,t) = 8'x;, pak dostaneme rovnice pro & a i:

(1-2)=0(1-19),0z=y.

Resend tohoto systému je
. 1 )
T=—9=—.
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Toto je jediné teseni DRVP problému.

Hlavni vysledek Rubensteinovy teorie je, ze toto DRVP feSeni je jednozna¢né a to i kdyz
pfipustime nestacionarni strategie. Pfed jejim formulovanim ale uvedeme potiebné lemma. Jeho
dukaz je ponechan na ¢tenari.

Lemma 1.2.13 Jestlize preference hraci spliiuji axiomy 1.2.2 aZ 1.2.6, pak ezistuje jediné teSent
(x*,y*) € X x X rovnice

yT :’Ul(fET,l),’I; :”Ug(y;,l) (3)

9Protoze délime jednotkovy kolag, pro zjednoduseni budeme viechny nabidky popisovat podilem pifslugejicim
prvnimu hraci. Pokud tedy fikdme, Ze néjaky hrac¢ nabizi z, tak to znamend, Ze navrhuje dohodu na rozdéleni
(z,1 — ), kde prvnf slozka prislusi prvnimu hrééi.

0Implicitné vyuzivame vysledku teorie her, Ze staéi studovat jednordzové odchylky od rovnovazné strategie.




Véta 1.2.14 Pokud preference hrdcu spliuji axiomy 1.2.1 aZ 1.2.6, pak vyjedndvdni ve formé
stridagicich se nabidek md jediné DRVP reseni. Toto Teseni je urceno rovnicemi (3). Strategie
proniho hrdce je nabidnout x* a priymout jakoukoliv nabidku, kterd mu zarucuje alesponi yi. Druhyj
hrac¢ vidy nabizi y* a prijme kaZdou nabidku, kterd mu zarucuje alesponi x3. Vysledkem hry je
okamzitd dohoda (x,0).

Dukaz 1.2.15 Dikaz lze provést v nékolika krocich. Jednoznacénost DRVP, pokud je teSenim
poZadovangch rovnic, plyne z toho, Ze systém (3) ma jediné tesent, jak jsme ukdzali v lemmatu
1.2.18. Druhym krokem je ukdzat, Ze jde o DRVP freseni. V dalsim kroku je vhodné ukdzat, Ze
kazdé dalsi DRVP teseni zarucuje stejny zisk jako dokazované teseni. Zdavéreénym krokem je pak
dukaz, Ze DRVP které zarucuje stejny zisk je dokazované DRVP.

Zacneme dukazem, Ze jde o DRVP rteseni. Definice DRVP (viz pruni predndska) je takovd, Ze
strategie mus? indukovat Nashovu rovnovdhu v kazdé podhie. Necht jsme tedy v ¢ase t a necht je to
prond hrdé, kdo ddvd nabidku. Pripad, kdy druhy hrdc¢ poddvd nabidku se Tesi analogicky. Musime
zkusit najit vyhodnou odchylku pro pruniho hrdcée pri dané strategii druhého hrdce, a naopak.

Druhy hrdc tedy je ochoten prijmout nabidku neostie lepsi nez (x*,t) a nabidne (y*) v dalsim
kole, tj. kole t + 1. Pokud prvni hrdaé¢ nabidne dohodu, kterd je pro méj vyhodnéjsi a tak méné
vghodnd pro druhého hrdce, tato nabidka bude odmitnuta. V dalsim kole pak prvni hrdc¢ prime
nabidku druhého hrdce (y*,t+1), ¢imz si ale nepolepsi z definice x*, y*. Pokud by nabidku druhého
hrace odmdtl, mohl by ziskat x* vt + 2 a pozdéji, coZ pro néj neni vyhodné. Je samoziejmé, Ze
nabidnout méné nez x* pro prvniho hrdce rovnéz neni vyhodné, prestoze tato nabidka by byla ihned
prijata. Shrnuto: Pokud pruni hrdc¢ chce vice, tak toho nedosdhne, jeho poZadavek je odmitnut a k
dalsim dohoddm muze dojit pozdéji. Chtit méné nend vghodné.

Pokud bychom zafixovali strategii pruniho hrdce a podivali se na moznosti druhé hrace, tak
zjistime, Ze pro néj prijmout x* v case t je stejné jako ziskat y*o kolo pozdéji, opét z definice
x*, y*. PoZadovat v nékterém kole vice (af uZ pri odmitdni nabidky & poddvdni vlastni nabidky)
mu tedy nemuze polepsit, Klicové je, Ze strategie pruniho hrdce se neméni.

Jde tedy o Nashovu rovnovdihu v podhte, ve které je na tahu proni hraé. V podstaté identickd
dvaha plati v situaci, kdy je v daném kole na tahu druhy hrdacé. Dand strategie tedy tvori DRVP.
Zbyjvd ndroénéjsi ¢ast dukazu, kdy musime ukdzat, Ze jde o jedinou DRVP. Postup dukazu lze pouZit
i v situaci, kdy je zaddn podobnij problém a hleddme jeho Tesni, nikoliv jen dukaz jednoznacnosti.

Oznacéme M; a m; nejuy$si a nejnizsi moznou vghru v DRVP v okamZiku, kdy je na tahu hrdé
i. Jakmile ukdZeme, Ze

My =my = z], My = mg = y3, (4)

bude dikaz jednoznacnosti ukoncen diky ndsledujicimu argumentu: V libovolné DRV P musi bijt
proni nabidka prijata, af uZ je na tahu proni nebo druhg hrdé. Necht je naptiklad na tahu prond
hrac. Kdyby doslo k odmitnuti pruni nabidky, ndsleduje podhra, ve které je na tahu druhg hrdc
a ktery tedy vyhraje y3. Prond hrdc¢ vyhraje tedy nejvice yi, coZ md soucasnou hodnotu vy (y;,1)
coZ je méné nezZ y; v case 0 a to je méné nez x1 v case 0. Kdyby tedy $lo o SPE ve kterém by
proni nabidka prontho hrdce byla odmitnuta, neplatilo by (4). Podobné kdyby zacinal druhy hrdé a
jeho pruni nabidka by byla odmitnuta. TakZe pokud pruni hrdc¢ nabidne x*, je jeho nabidka druhym
hracem prijata a kdyZ druhy hrdé nabidne y*, je jeho nabidka prijata pronim hrdéem. Proni hrdc
rovnéz odmitne jakoukoliv nabidku, kterd mu v daném okamZzZiku nabizi méné nez yi (diky tomu,
co by mu zarucilo éekdnd o jedno kolo vice) a prijal by cokoliv, co nabizi vice. Podobné pro druhého
hrdce.

Zbyvd tedy dukaz (4). Nejprve ukdzeme, Ze mg > 1 — vi(My,1). Tento zdpis znamend, Ze
nejmensi hodnota vyhry druhého hrdce musi byt doplnék k nejuyssi mozné hodnoté viyhry pruniho
hrdce o kolo pozdéji. Jingmi slovy, kdyZ je na tahu druhy hrdc, tak muze nabidnout pronimu hrdci
tolik, jakou hodnotu pro néj (prunitho hrdée) md vyhra, kdyby zacinal o kolo pozdéji. Nejvice, ¢eho
muze prong hrdc¢ dosdhnout je My kdyZz je na tahu, tedy o kolo pozdéji. Soucasnd hodnota je pro néj
v1 (M1, 1) a pokud je mu nabidnuto alespor tolik druhym hrdcem kdyz je na tahu, nabidku prijme.

Nyni ukdzeme, e My < 1 — va(ma,1). Kdyz druhy hrdé odmitne nabidku proniho hrdce, pak
v druhém kole ziskd alespori mo a tedy odmitne cokoliv, co mu v pronim kole nezaruéi soucasnou
hodnotu této vghry v druhém kole, tedy va(ma,1). Proni hrd¢ nemize tedy ziskat vice nez 1 —
va(mae, 1) v prunim kole. ProtoZe ale ani v dalsich kolech nemize ziskat vice, plati My < 1 —
va(ma, 1)



Stejngmi argumenty lze ukdzat i mqy > 1 — vo(Ms,1) a My < 1 — vi(mq,1). Ddle vime, Ze
mo < ys5, My > ] amy < yi, My > x5. ProtoZe jde o déleni koldce o velikosti 1, plati ¢ x1 + 22 =
1,y1 +y2 = 1. Z téchto vztahi musime ukdzat My = mo = y5 a My = my1 = yj. I kdyZ to neni
obtizné, dukaz prece jenom neni zcela trividlni.

Nasledujici postup ukazuje jednodussi zpusob jak najit DRVP.
Piiklad 1.2.16 Necht oba hrd¢i maji stejne 6 < 1 a déli si koldc¢ o velikosti 1. Naleznété DRVP.

Reseni 1.2.17 Oznaéme My mazimum, které si mize proni hrdc zajistit v DRVP, kdyz je na
tahu. Zacnéme studovat strategie odzadu, napriklad od tretiho kola. Ve druhém kole ddvd nabidku
druhg hrdcé. Jestlize prond hrdé v ndsledugicim kole muze ziskat M, musi mu druhgj hrd¢ nabidnout
OM a nechat si tak 1 — M. V prunim kole tak proni hrdé musi nabidnout druhému hrdci alesport
0(1 — 0M) a ponechat si tak muze 1 — 6(1 — IM). V rovnovdze édstka, kterou takto mize ziskat

1

musi byt samoziejmé rovna M a tak M = 1 — 0(1 — M), coz md Teseni M = 5. Vsimnéte

si, Ze tento argument nezdvisi na tom, Ze jde o mazximum. Argument plati pro libovolnou DRVP.

Vysledek je ale stejny, existuje jediné reseni, M = ﬁlé. Kazdy hrdc je ochoten prijmout nabidku
ve vyst 1 — M = %. Zatim jsme nedokdzali, Ze jde o DRVP, ale ukdzali jsme, Ze pokud jde o

DRVP, musi jit o rovnovdhu jedinou. Zde muzeme pouZit ¢dst formdlniho dikazu.

Tento postup je vyhodny pro hledani feseni podobnych ptikladu, napiiklad kdyz se 1isi diskontni
faktory, nebo hrac¢i maji vedlejsi prilezitost (outside option).

Priklad 1.2.18 (Lehky). Uvazte stejny priklad s jedinou modifikaci. Diskontni faktory hrdcu se
list, a jsou 61,09. Odvodte DRVP.

Reseni 1.2.19 Mélo by vdm vyjit fesend
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Vsimnéte si, Ze kdyZ se dany hrdc stane trpélivéjsim (6; vzroste), pak se jeho podil zvijsi. Pokud
se néktery hrac stane nekonecéné trpélivy d; — 1, pak ziskd koldc cely.

Piiklad 1.2.20 Obtiznost: stiedni. Vyreste priklad s délenim jednotkového kolace pri stejnijch
diskontnich faktorech za situace, kdy pruoni hrdc¢ predklidd nabidku ve dvou po sobé masledujicich
kolech (tedy v kolech 0,1,3,4, atd.).

Piiklad 1.2.21 Vyreste problém vyjedndvant, kdy druhy hrd¢ md moznost ukoncit vyjedndvdni
poté, co mu pruvni hrdc¢ predlozi nabidku, a tim ziska b. Pruni hrdc¢ ziskd a, pricemz plati a+b < 1.
Diskutujte DRVP feSend. Kdy (tj. pro jaké hodnoty b moznost ukoncit vyjedndvdni zvysi rovnovdznyg
zisk proniho hrdce?

Reseni 1.2.22 Oznaéme m vyjhru proniho hrdiée v DRVP. V pripadé, Ze druhy hrdé neukonéi
hru po nabidce od prvniho hrdce, musi dat pronimu hrdaci nabidku alespori ve vysi dm. Druhému
hrdaci pak zistane 1 — dm. Proni hrdé v predchozim kole musi nabidnout druhému hrdaci alespori
0(1 — dm). Druhy hrdé dd prednost prednost ukonceni hry pokud b > 0(1 — dm), jinak prijme
nabidku §(1 — dm). Pokud nabidku prijme, pak stejné jako zdkladnim prikladu m = ?15. Pokud
b > §(1 — dm), pak proni hrdé nabidne druhému hrdci prdvé b, ten tuto nabidku prijme a prond
hrdé ziska m =1 —b. Plati, Z2e b < 6(1 — dm) pro m = ﬁ tehdy a jen tehdy, pokud b < 55?.

Vysledkem je, Ze pro dostateéné malé b < 5% jem = 6%, sinak m = 1—b. Vsimnéte si, Ze pro
dostatecné mald b zvyseni b na vysledku nic nezméni. Srovnejte tento vysledek s viysledek Nashova
vyjedndvand.
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