
1 Vyjednáváńı

Standardńı ekonomická teorie se zabývá problémy, kde na straně prodávaj́ıćıch i kupuj́ıćıch je
mnoho hráč̊u (competitive equilibrium), řada kupuj́ıćıch a jeden prodávaj́ıćı (monopol), řada
prodávaj́ıćıch a jeden kupuj́ıćı (monopsony) či několik prodávaj́ıćıch a řada kupuj́ıćıch (oligo-
pol). Je evidentńı, že existuj́ı situace, ve kterých je na obou stranách trhu velmi malý počet hráč̊u,
či dokonce pouze jeden prodávaj́ıćı a jeden kupuj́ıćı. V takových situaćıch modely předpokládaj́ıćı
velký počet či dokonce nekonečno účastńık̊u nejsou př́ılǐs užitečné, nebot’ jejich závěry jsou většinou
ve sporu s pozorovaným chováńım.

Mezi typické př́ıklady patř́ı vyjednáváńı mezi podnikatelem a investičńı bankou, potenciálńım
zaměstnavatelem a firmou, či kupuj́ıćım a prodávaj́ıćım apod. Charakteristické pro tyto př́ıklady je,
že každý z účastńık̊u má určitou představu o tom, jakou hodnotu pro něj daný objekt představuje
a za jakou cenu je schopen podobný či identický předmět koupit (prodat) na vedleǰśım trhu
(outside option). Je evidentńı, že obchod může být uzavřen jen tehdy, je-li hodnota předmětu pro
prodávaj́ıćıho nižš́ı než pro kupuj́ıćıho.

Př́ıklad 1.0.1 Petr zvažuje prodej ojetého osobńıho automobilu svému kamarádovi Markovi. V
autobazaru dostal nab́ıdku na 80 000 Kč. Marek je ochoten utratit za automobil podobného typu a
stář́ı až 90 000Kč. V jakém rozmeźı lze očekávat cenu, na které se dohodnou za předpokladu, že
ani jeden z nich nechce tratit?

V řadě situaćı je zřejmé, jaká je hodnota vyjednávaného předmětu a proto většina ekono-
mických model̊u tuto hodnotu bere jako danou. Pro zjednodušeńı je dokonce obvyklé normalizovat
velikost ”koláče“ (pie) na 1. Toho lze dosáhnout tak, že se předpokládá, že hodnota předmětu je
pro prodávaj́ıćıho nulová, zat́ımco pro kupuj́ıćıho má hodnotu 1. Tento předpoklad většinou neńı
na újmu obecnosti.

Př́ıklad 1.0.2 Právě jste se vrátili z dovolené v Rakousku a z̊ustalo vám 1000 EUR, které ne-
potřebujete a za které m̊užete v nejlepš́ı směnárně ve městě dostat 24 000 Kč. Váš kolega se na
dovolenou teprve chystá a zvažuje nákup 1000 EUR, za které by ovšem musel dát 24 500 Kč. Jaký
je váš maximálńı možný výdělek? Vašeho kolegy? Jaký výdělek očekáváte?

Existuje několik r̊uzných př́ıstup̊u jak modelovat vyjednáváńı. My uvedeme dva základńı.1

1.1 Nashovo vyjednáváńı

Nash̊uv př́ıstup k vyjednáváńı je axiomatický. Tedy mı́sto detailńıho určeńı vyjednávaćıho procesu
je Nashova teorie postavena na vlastnostech (axiomech), které lze od ”rozumné“ teorie vyjednáváńı
očekávat. Po uvedeńı těchto axiomů ukážeme, že existuje jediné řešeńı. Pro zjednodušeńı budeme
uvažovat, že vyjednáváńı prob́ıhá mezi dvěma hráči.

Základem Nashovi teorie vyjednáváńı je množina možných dohod (agreement set) A a bod
neshody (disagreement event) D. Dále vyžadujeme, aby každý hráč uměl možné výsledky vy-
jednáváńı uspořádat podle svých preferenćı, tedy aby měl tzv. preference ordering.2 Budeme pro
jednoduchost předpokládat, že existuje užitková funkce. Přestože představená teorie nepracuje
př́ımo s rizikem, postoj hráč̊u k riziku bude hrát podstatnou roli. Hráč si např́ıklad nemuśı být
jistý chováńım ostatńıch hráč̊u a tedy ani t́ım, že vyjednáváńı dospěje do úspěšného konce. Tento
postoj je obsažen ve tvaru užitkové funkce, ale nezáviśı na př́ıpadné lineárńı transformaci této
funkce.

Důsledkem těchto předpoklad̊u je, že problém vyjednáváńı lze přesunout z abstraktńı množiny
A∪D do množiny reálných č́ısel, přesněji R2. Základem Nashovy teorie vyjednáváńı tak je množina
S, která vznikne sjednoceńım všech dvojic (u1(a), u2(a)) pro všechny body a ∈ A a bodu d =
(u1(D), u2(D)). Dvojce 〈S, d〉 je výchoźı bod Nashovy teorie vyjednáváńı.

Definice 1.1.1 Problém vyjednáváńı je dvojce 〈S, d〉, kde S ⊂ R2 je kompaktńı a konvexńı množina,
d ∈ S a existuje s ∈ S takové, že si � di, i = 1, 2. Množinu všech problém̊u vyjednáváńı označujeme

1Následuj́ıćı dvě kapitoly jsou silně založeny na knize Osborne and Rubinstein (1990) zejména kapitolách 2 a
3. Pokud v́ım, tak v češtině jejich překlad neńı dostupný, ale kniha je dostupná v elektronické formě na adrese
http://ww2.economics.utoronto.ca/osborne/bm/ .

2Formálně jde o kompletńı, transitivńı a reflexivńı binárńı relaci na množině A ∪D. Jak je v ekonomii zvykem,
tyto preference bereme jako daný, výchoźı bod teorie.
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B. Řešeńı problému vyjednáváńı je funkce f : B → R2, která každému problému vyjednáváńı 〈S, d〉
přiřad́ı jednoznačně prvek z S.

Nash dokázal, že řešeńı problému vyjednáváńı je jednoznačně určeno, pokud požadujeme
následuj́ıćı čtyři axiomy. Prvńı axiom vyžaduje, aby výsledek vyjednáváńı závisel pouze na pre-
ferenćıch hráč̊u, nikoliv na konkrétńı volbě užitkové funkce. Tedy prvńı axiom požaduje, aby dvě
užitkové funkce, které se ”lǐśı“ o lineárńı transformaci vedly ke stejnému řešeńı. Tento požadavek
je vlastně požadavkem na množinu 〈S, d〉.

Axiom 1.1.2 (INV) Jestlǐze problém 〈S′, d′〉 vznikne z problému 〈S, d〉 pomoćı lineárńı transfor-
mace si 7→ αisi + βi for i = 1, 2 a αi > 0, pak fi(S′, d′) = αifi(S, d) + βi, pro i = 1, 2.

Druhý axiom vyžaduje, aby veškeré možné odlǐsnosti hráč̊u byly obsaženy v popisu hry, tedy
v množině S a bodu d, př́ıpadně množině možných dohod a užitkových funkćı. Důsledkem je, že
pokud jsou tyto předpoklady symetrické, pak i výsledek vyjednáváńı muśı být symetrický.

Axiom 1.1.3 (SYM) Necht’ je problém vyjednáváńı 〈S, d〉 symetrický, tedy d1 = d2 a (s1, s2) ∈
S ⇐⇒ (s2, s1) ∈ S. Pak f1(S, d) = f2(S, d).

Daľśı axiom vyžaduje, aby výsledek vyjednáváńı nezávisel na irelevantńıch alternativách. Tedy
požadujeme, aby se výsledek vyjednáváńı nezměnil, pokud odstrańıme ty možné výsledky vy-
jednáváńı, na kterých se hráči neshodnou.

Axiom 1.1.4 (IIA) Necht’ 〈S, d〉 a 〈T, d〉 jsou dva problémy vyjednáváńı takové, že S ⊂ T a
f(T, d) ∈ S. Pak f(S, d) = f(T, d).

Konečně, posledńı axiom vyžaduje, aby po dokončeńı vyjednáváńı již neexistoval daľśı prostor
k vylepšeńı dosažené dohody (renegotiation).

Axiom 1.1.5 (PAR) Necht’ 〈S, d〉 je problém vyjednáváńı, s ∈ S, t ∈ S, ti > si, pro i = 1, 2. Pak
f(S, d) 6= s.

Nyńı již můžeme přistoupit k samotné formulaci Nashovi věty.

Věta 1.1.6 Problém vyjednáváńı má jednoznačné řešeńı fN : B → R2 vyhovuj́ıćı všem čtyřem
výše uvedeným axiom̊um (INV,SYM,IIA,PAR). Toto řešeńı je ve tvaru

fN (S, d) = arg max
(d1,d2)≤(s1,s2)∈S

(s1 − d1)(s2 − d2)

.

Důkaz 1.1.7 D̊ukaz Nashovi věty provedeme postupně. Nejprve ukážeme, že uvedený předpis jed-
noznačně definuje řešeńı, které splňuje uvedené axiomy. Pak ukážeme, že jakékoliv daľśı řešeńı
splňuj́ıćı tyto axiomy se shoduje s Nashovým řešeńım.

• Množina {s ∈ S : s ≥ d} je kompaktńı a funkce

H(s1, s2) = (s1 − d1)(s2 − d2)

je na této množině spojitá. Dále lze ukázat, že množina {s ∈ S : s ≥ d} je konvexńı a funkce
H je striktně kvasi-konkávńı3 a tedy nabývá maxima v jediném bodě. Tedy funkce fN je dobře
definována.

• Funkce fN splňuje čtyři axiomy.
3Funkce g : X → R, X ⊂ Rn je striktně kvasi-konkávńı, pokud pro každé x, y ∈ X, x 6= y, plat́ı,

že g(λx + (1 − λ)y) > min{f(x), f(y)} pro všechna λ ∈ (0, 1). Lze ukázat, že pokud X je konvexńı
množina, pak striktně kvasi-konkávńı funkce nabývá maxima na X v jediném bodě. Důkaz lze nalézt na
http://homepages.nyu.edu/c̃aw1/UMath/Handouts/ums06h23convexsetsandfunctions.pdf
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INV Mějme problém 〈S, d〉 a problém 〈S′, d′〉, který vznikne lineárńı transformaćı pomoćı
koeficient̊u (αi, βi), i = 1, 2. Pak s′ ∈ S′ tehdy a jen tehdy, existuje-li s ∈ S takové, že
si = αisi + βi, i = 1, 2. Pak ovšem

(s′1 − d′1)(s
′
2 − d′2) = α1α2(s1 − d1)(s2 − d2)

Pokud tedy (s∗1, s
∗
2) maximalizuje (s1 − d1)(s2 − d2) na množině S, pak (s∗1

′, s∗2
′) maxi-

malizuje (s′1 − d′1)(s
′
2 − d′2) na množině S′

SYM Funkce H je symetrická a pokud dosahuje maxima v bodě (s∗1, s
∗
2) ∈ S, a problém 〈S, d〉

je symetrický, pak (s∗2, s
∗
1) ∈ S a d1 = d2 a tedy (s∗2, s

∗
1) ∈ S rovněž maximalizuje H na

množině S. Protože řešeńı je určeno jednoznačně, muśı platit, že s∗1 = s∗2.

IIA Pokud s∗ ∈ S maximalizuje H na množině T , pak s∗ maximalizuje H i na množině
S ⊂ T .

PAR Kdyby existovalo vylepšeńı dohody t ∈ S takové, že ti > si, i = 1, 2, pak by s nemaxi-
malizovalo H, nebot’ H je rostoućı v obou svých argumentech.

• D̊ukaz jednoznačnosti. Předpokládejme, že existuje funkce f splňuj́ıćı všechny čtyři axi-
omy. Ukážeme, že f(S, d) = fN (S, d) pro libovolný problém 〈S, d〉. Necht’ z = fN (S, d)
Transformujeme problém 〈S, d〉 lineárně na problém 〈S′, (0, 0)〉, který má řešeńı v bodě
fN (S′, (0, 0)) = ( 1

2 , 1
2 ). Odpov́ıdaj́ıćı předpis tohoto zobrazeńı je αi = 1

2(zi−di)
, βi = − di

2(zi−di)
, z′ =

αz +β. Tato definice je korektńı, nebot’ existuje s takové,̌ze si > di a proto i zi > di, i = 1, 2.
Pokud fN (S′, (0, 0)) = f(S′, (0, 0)) pak i f(S, d) = fN (S, d).

Nejprve ukážeme, že v S′ neexistuje bod (s′1, s
′
2) takový, že by s′1+s′2 > 1. Sporem, předpokládejme,

že takový bod existuje. Protože v bodě ( 1
2 , 1

2 ) je součet 1, body na spojnici bod̊u ( 1
2 , 1

2 ) a (s′1, s
′
2)

maj́ı rovněž součet souřadnic věťśı než 1 a z konvexnosti množiny S′ vyplývá, že lež́ı v S′.
Pro ε > 0 uvažme bod (t1, t2) = ((1− ε) 1

2 + εs1, (1− ε) 1
2 + εs2). Pro dostatečně malé ε plat́ı

t1t2 =
1
2
(1− ε)((1− ε)

1
2

+ ε(s′2 + s′1)) + ε2s′1s
′
2 > 1

Pak by ovšem ( 1
2 , 1

2 ) nemohlo být Nashovo řešeńı problému 〈S′, (0, 0)〉, což je spor s předpokladem.

Doplňme množinu S′ tak, aby tvořila trojúhelńık

S′′ = {(s′′1 , s′′2 |s′′1 ≥ 0, s′′2 ≥ 0, s′′1 + s′′2 ≤
1
2
}

Takto vzniklý problém je symetrický, takže f(S′′, (0, 0)) = ( 1
2 , 1

2 ). Protože problém 〈S′, (0, 0)〉
jǐz bod ( 1

2 , 1
2 ) obsahuje, přidali jsme jen irelevantńı alternativy a řešeńı f tedy muśı dát rovněž

f(S′′, (0, 0)) = ( 1
2 , 1

2 ). Protože se shoduje s Nashovým řešeńım na problému S′′, shoduje se i
na množině S′ a také S což jsme chtěli dokázat.

Př́ıklad 1.1.8 Dva hráči vyjednávaj́ı o tom, jak si rozdělit 1 mKč. Pokud se nedohodnou, žádný z
nich neźıská nic (dolar propadne). Hráči maj́ı možnost ponechat část peněz nerozdělenou. Předpokládejte,
že oba hráči se snaž́ı maximalizovat sv̊uj pod́ıl a maj́ı stejnou užitkovou funkci, která je konkávńı.4

Jakým zp̊usobem si rozděĺı dolar? Jak se situace změńı, jestlǐze jeden z nich se stane v́ıce averzńı?

Řešeńı 1.1.9 Množina možných dohod je

A = {(a1, a2) ∈ R2 : a1 + a2 ≤ 1, ai ≥ 0, i = 1, 2}

a bod neshody D = (0, 0). Pokud oba hráči maj́ı identickou užitkovou funkci, pak množina S muśı
být symetrická a bod d = (u(0), u(0)) rovněž. Problém je tedy symetrický a Nashovo řešeńı je
tedy ( 1

2 , 1
2 ). Nyńı předpokládejme, že hráč 2 se stane v́ıce averzńı k riziku. Lze ukázat, že existuje

rostoućı konkávńı funkce h : R → R taková, že jeho předchoźı a současné preference plat́ı

v2 = h ◦ u2.

4Konkávńı užitková funkce odpov́ıdá situaci, kdy hráči maj́ı averzi k riziku. Averze k riziku znamená, že hráč
preferuje jistou věc o dané hodnotě před loteríı s toutéž středńı hodnotou.
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Pro zjednodušeńı označme v1 = u1 užitkovou funkci prvńıho hráče, která se nezměnila. Rovněž
celý problém normalizujme, h(0) = 0 a vi(0) = 0, ui(0) = 0. Máme tedy dva problémy. Prvńı
problém 〈S, d〉 s užitkovými funkcemi u1, u2, a problém 〈S′, d′〉 odpov́ıdaj́ıćı užitkovým funkćım
v1, v2. Označme jejich řešeńı zu a zv, tedy řešeńı problému5

max
0≤z≤1

u1(z)u2(1− z)

a podobně pro v. Předpokládejme, že funkce uivi, h jsou diferencovatelné a problém má vnitřńı
řešeńı (0 < zu, zv < 1). Pak pro řešeńı plat́ı podmı́nky prvńıho řádu, které vzniknou diferencováńım
maximalizované funkce podle z. V př́ıpadě užitkových funkćı ui to je

u′1(z)u2(1− z)− u1(z)u′2(1− z) = 0

což lze přepsat do tvaru

u′1(z)
u1(z)

=
u′2(1− z)
u2(1− z)

(1)

Podobně pro zv, kde rovnou dosad́ıme v2 = h ◦ u2. Dostaneme

u′1(z)
u1(z)

=
h′(u2(1− z))u′2(1− z)

h(u2(1− z))
(2)

Protože ui jsou užitkové a tedy rostoućı funkce a protože ui jsou konkávńı,6 výrazy na levé straně
předchoźıch rovnic jsou klesaj́ıćı v argumentu z. Dále lze ukázat,7 že h′(t)t ≤ h(t),∀t ≥ 0. Označme
tedy u2(1−z) = t a porovnejme pravé strany rovnic 1 a 2: h′(t)

h(t) ≤
1
t a tedy pravá strana rovnice 1 je

věťśı nebo rovna pravé straně rovnice 2. Protože výrazy na pravých stranách rovnic jsou rostoućı v
z, dokázali jsme, že hodnota z splňuj́ıćı rovnici 1 muśı být věťśı než řešeńı rovnice 2. Tedy zu ≤ zv.
Protože z označuje pod́ıl prvńıho hráče, výsledek lze interpretovat tak, že pokud se druhý hráč stane
v́ıce averzńı k riziku, pak pod́ıl prvńıho hráče vzroste.

Poznámka 1.1.10 Lze ukázat, že žádný ze 4 axiom̊u neńı zbytečný. D̊ukaz spoč́ıvá v konstrukci
řešeńı, které se lǐśı od Nashova, ale splňuj́ı vždy právě 3 axiomy.

INV Za řešeńı m̊užeme označit body (s1, s2) které maximalizuj́ı součet s1 +s2. Pokud jich je v́ıce,
tak zvoĺıme nejblǐzš́ı př́ımce skrz bod D se sklonem −1.

SYM Je-li maximalizovaná funkce f(x, y) = (x− d1)α(y − d2)1−α

IIA Označme s′i maximálńı možný užitek hráče i na množině {s|s ∈ S, s ≥ D}. Definujme jako
řešeńı bod lež́ıćı na spojnici D a (s′1, s

′
2), na hr anici množiny S.

PAR Za řešeńı m̊užeme definovat právě bod D.

Př́ıklad 1.1.11 (Lehký). Na př́ıkladu A = {(a, a′)|a + a′ ≤ 1, a ≥ 0, a′ ≥ 0}, u1(x) = x, u2(x) =√
x,D = (0, 0) si ověřte, že hráč v́ıce averzńı k riziku źıská menš́ı pod́ıl (polovičńı v tomto př́ıpadě).

1.2 Rubinsteinovo vyjednáváńı

Na rozd́ıl od Nashova vyjednáváńı, Rubinstein̊uv př́ıstup předpokládá danou strukturu vyjednáváńı,
tzv. stř́ıdaj́ıćıch se nab́ıdek (alternating offers). Strategické modelováńı vyjednáváńı přináš́ı řadu
potenciálńıch problémů. Př́ılǐs jednoduchý model nepostihne realitu a nedá tak užitečné výsledky.
Naopak př́ılǐs složitý model nemuśı být řešitelný, nebo může poskytovat pouze povrchńı, př́ılǐs
obecné výsledky. Na ekonomickém modelováńı je zřejmě nejtěžš́ı umět naj́ıt rovnováhu mezi
př́ılǐsným a nedostatečným zjednodušeńım. Jak se to podařilo v tomto př́ıpadě uvid́ıte sami.

Rubeinstein̊uv model předpokládá zjednodušenou strukturu vyjednáváńı. Hráči se stř́ıdaj́ı v
předkládáńı nab́ıdek protihráči. Pokud je nab́ıdka odmı́tnuta, protihráč źıskává možnost předložit

5Všimněte si, že podle axiomu PAR stač́ı hledat řešeńı na hranici, tedy stač́ı studovat situace, ve kterých jsou
všechny prostředky rozděleny beze zbytku.

6Pro diferencovatelné konkávńı funkce plat́ı, že jejich prvńı derivace je klesaj́ıćı.
7Nakreslete si obrázek a uvědomte si, že h(0) = 0. Tvrzeńı plat́ı obecněji, pro h(0) ≥ 0.
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svoji nab́ıdku. Hra konč́ı v okamžiku, kdy je předložena nab́ıdka přijata. Pokud neńı shody
dosaženo, źıskává každý hráč svoji vedleǰśı hodnotu (outside option). Motivaćı pro dosažeńı shody
v konečném čase jsou časové preference hráč̊u, neboli diskontováńı výhry. To znamená, že každý
hráč upřednostňuje źıskat danou hodnotu ihned, proti možnosti źıskat ji později. Mezičasové pre-
ference jsou obvykle modelovány stejně jako úročeńı. Diskontńı sazba δ < 1 znamená, že předmět
o hodnotě 1 źıskaný okamžitě, má hodnotu δ, je-li źıskán v daľśım kole. Dále množinu možných
dohod označujeme X a uvažujeme X ⊂ Rn, kde n je počet hráč̊u (obvykle 2). I když teorii neńı
problém zobecnit, stejně jako v Nashově teorii můžeme problém přenést z obecné množiny X do
podmnožiny reálných č́ısel, a to d́ıky užitkové funkci.

V nejjednodušš́ım př́ıpadě má předmět hodnotu 1, vedleǰśı možnost hodnotu 0, oba hráči maj́ı
stejnou diskontńı sazbu δ > 1 a každý z hráč̊u maximalizuje hodnotu předmětu, kterou źıská.8

Jednotlivá kola (v každém kole podává nab́ıdku pravě jeden hráč) označujeme přirozenými č́ısly
T = {0, 1, 2, . . .}. V každém kole daný hráč podá nab́ıdku 0 ≤ x ≤ 1, na kterou protihráč odpov́ı
ANO nebo NE. Výsledek hry označujeme pomoćı dvojce (x, t), kde x označuje pod́ıl, který prvńı
hráč źıskal a t čas (index kola), ve kterém došlo ke shodě. Bod neshody označujeme D.

Podstatný, avšak poměrně přirozený předpoklad je, že hráče nezaj́ımá, jakým zp̊usobem došlo
k dojednáńı daného výsledku, pouze výsledek samotný. Např́ıklad, pokud došlo k dohodě ve 3.
kole a oba hráči źıskaj́ı polovinu předmětu, pak jejich užitek nezálež́ı na tom, jaká nab́ıdka byla
odmı́tnuta v prvńım a druhém kole.

Na rozd́ıl od Nashova vyjednáváńı, kde podstatnou roli hrál postoj hráč̊u k riziku, zde je
rozhoduj́ıćım postoj k času—trpělivost. Muśıme tedy specifikovat preference hráč̊u přes množinu
(X × T ) ∪ {D}. V našem př́ıpadě se primárně budeme zabývat př́ıpadem, kdy X = [0, 1], ale
teorii lze velmi snadno zobecnit. Po preferenćıch (�i)požadujeme, aby byly kompletńı, transitivńı
a reflexivńı. T́ım již máme naznačenu extenzivńı formu hry. Formálńı definici vynecháváme.

Pro hlavńı výsledky modelu muśıme upřesnit mezičasové preference.

Axiom 1.2.1 Neshoda je nejhorš́ı možný výsledek. Tedy každý shoda (x, t) ∈ X×T je preferována
před neshodou D : (x, t) �i D, pro všechna i.

Druhý axiom požaduje, aby hráči usilovali o źıskáńı daného předmětu. Tedy aby mezi shodami
v daném kole preferovaly ty, které jim zaruč́ı větš́ı pod́ıl.

Axiom 1.2.2 Předmět je hodnotný (desirable) . V libovolném kole t ∈ T a pro libovolné x, y ∈ X
plat́ı, že (x, t) �i (y, t) tehdy a jen tehdy xi > yi.

Dále požadujeme, aby hráči byli netrpělivý, tedy každá shoda byla preferována dř́ıve.

Axiom 1.2.3 Pro každé t < s ∈ T a x ∈ X plat́ı (x, t) �i (x, s)). Preference je striktńı, pokud
hráč něco źıská xi > 0.

Čtvrtý axiom zaručuje, že preference hráč̊u jsou spojité, v následuj́ıćım smyslu:

Axiom 1.2.4 Necht’ {(xn, t)}∞n=1 a {(yn, s)}∞n=1 jsou posloupnosti z (X, T ) takové, že limn→∞xn =
x a limn→∞yn = y. Pak (x, t) �i (y, s), pokud (xn, t) �i (yn, s) pro všechna n.

Lze ukázat, že posledńı tři axiomy jsou ekvivalentńı požadavku, že existuje spojitá užitková
funkce Ui : X×T → R, rostoućı v prvńım argumentu, klesaj́ıćı ve druhém pokud je prvńı argument
kladný.

Pátý axiom výrazně zjednodušuje následuj́ıćı analýzu. Axiom požaduje, aby preference mezi
dvěma dohodami (x, t), (y, s) záležela pouze na x, y a vzdálenosti t a s, tedy t− s.

Axiom 1.2.5 Pro každé t ∈ T, x, y ∈ X plat́ı, že (x, t) �i (y, t + 1) tehdy a jen tehdy (x, 0) �i

(y, 1).

Je užitečné zavést pojem současné hodnoty (present value) dohody (x, t). Současná hodnota je
takový pod́ıl y źıskaný okamžitě (v kole 0), takový, že daný hráč je indiferentńı mezi (y, 0) a (x, t).
Označujeme vi(xi, t) = yi, (x, t) ∼i (y, 0). Pokud žádné takové y neexistuje, voĺıme vi(xi, t) = 0.

8Př́ıpad, kdy je předmět nedělitelný, je možné snadno vyřešit pomoćı loterie. Návrhy v takovém př́ıpadě
nepředstavuj́ı pod́ıl na daném předmětu, ale pravděpodobnosti, se kterou předmět danému hráči připadne v dané
loterii. Pro zjednodušeńı budeme dále předpokládat, že předmět o který vyjednáváńı prob́ıhá, je dokonale dělitelný.
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Takto definovaná současná hodnota má očekávané vlastnosti. Plat́ı, že (y, t) �i (x, s) tehdy a jen
tehdy, když vi(yi, t) > vi(xi, s).

Posledńı podmı́nkou na mezičasové preference je, že náklady spojené z prodleńı jsou vyšš́ı pro
vyšš́ı pod́ıl.

Axiom 1.2.6 Rozd́ıl xi − vi(xi, 1) je rostoućı funkćı xi.

Př́ıklad 1.2.7 (Lehký). Ověřte, že užitková funkce Ui(xi, t) = xi − cit, ui(D) = −∞ splňuje
axiomy 1.2.1 až 1.2.5, ale ne axiom 1.2.6.

Př́ıklad 1.2.8 (Lehký). Ověřte, že užitková funkce Ui(xi, t) = δtxi, ui(D) = −∞ splňuje axiomy
1.2.1 až 1.2.6.

Př́ıklad 1.2.9 Předpokládejte že užitkovou funkci Ui(xi, t) = δtxi obou hráč̊u. Nalezněte nějakou
Nashovu rovnováhu. Dokážete pro každý výsledek (x, 0), tedy dohodu na 0 ≤ x ≤ 1 v nultém kole
naj́ıt Nashovu rovnováhu, která by k takovému výsledku vedla? Pro jednoduchost m̊užete uvažovat,
že si hráči děĺı koláč o velikosti 1.

Řešeńı 1.2.10 Vyřeš́ıme druhou část problému. Poṕı̌seme stacionárńı strategie, které vedou k
výsledku (x, 0). Strategie prvńıho hráče je nab́ıdnout x a přijmout každou nab́ıdku, která mu
zaručuje alespoň x. Druhý hráč má stejnou strategii. Tato strategie vede okamžitě k výsledku x.
Jde o Nashovu rovnováhu? Hráč 2 nem̊uže nikdy dosáhnout lepš́ıho výsledku než x a je tedy pro něj
optimálńı jej přijmout hned v prvńım kole. Podobně pro prvńıho hráče. Neexistuje tedy výhodná
odchylka (profitable deviation) a tedy jde o Nashovu rovnováhu.

Př́ıklad 1.2.11 Předpokládejte že užitkovou funkci Ui(xi, t) = δtxi obou hráč̊u. Omezte se na
následuj́ıćı strategie: Hráč 1 nab́ıdne x̂ a je akceptuje jakékoliv y ≥ ŷ.9 Druhý hráč nab́ıźı ŷ a
přijme nab́ıdku alespoň x̂. Pro jaké hodnoty x̂, ŷ jde o DRVP (subgame perfect equilibrium)?

Řešeńı 1.2.12 Definice DRVP vyžaduje, aby popsané strategie tvořili Nashovu rovnováhu v každé
podhře (subgame). Začněme tedy podhrou v čase t, kdy hráč 1 dává nab́ıdku. Popsané strategie
nezáviśı na historii a proto neńı relevantńı, jaké předchoźı nab́ıdky byly odmı́tnuty. V DRVP hráč
2 muśı odmı́tnout každou nab́ıdku nǐzš́ı než x2 = 1 − x. To je optimálńı jen tehdy, kdy (x′, t) �2

(ŷ, t + 1),∀x′ ≤ x̂, nebot’ nab́ıdka hráče 2 v daľśım kole (y) je přijata.10 Vzhledem ke spojitosti
(1.2.4) muśı tedy platit, že (x̂, t) �2 (ŷ, t + 1) a podle 1.2.5 tedy (x̂, 0) �2 (ŷ, 1). Protože hráč 2
zároveň přijme nab́ıdku x v nultém kole, muśı platit i (x̂, 0) �2 (ŷ, 1). Takovou situaci označujeme
(x̂, 0) ∼2 (ŷ, 1). Podobná úvaha pro prvńıho hráče dává (x̂, 1) ∼1 (ŷ, 0).

Dosad́ıme-li specifickou užitkovou funkci Ui(xi, t) = δtxi, pak dostaneme rovnice pro x̂ a ŷ:

(1− x̂) = δ(1− ŷ), δx̂ = y.

Řešeńı tohoto systému je

x̂ =
1

1− δ
, ŷ =

δ

1− δ
.

Toto je jediné řešeńı DRVP problému.

Hlavńı výsledek Rubensteinovy teorie je, že toto DRVP řešeńı je jednoznačné a to i když
připust́ıme nestacionárńı strategie. Před jej́ım formulováńım ale uvedeme potřebné lemma. Jeho
d̊ukaz je ponechán na čtenáři.

Lemma 1.2.13 Jestlǐze preference hráč̊u splňuj́ı axiomy 1.2.2 až 1.2.6, pak existuje jediné řešeńı
(x∗, y∗) ∈ X ×X rovnice

y∗1 = v1(x∗1, 1), x∗2 = v2(y∗2 , 1) (3)

9Protože děĺıme jednotkový koláč, pro zjednodušeńı budeme všechny nab́ıdky popisovat pod́ılem př́ıslušej́ıćım
prvńımu hráči. Pokud tedy ř́ıkáme, že nějaký hráč nab́ıźı x, tak to znamená, že navrhuje dohodu na rozděleńı
(x, 1− x), kde prvńı složka př́ısluš́ı prvńımu hráči.

10Implicitně využ́ıváme výsledku teorie her, že stač́ı studovat jednorázové odchylky od rovnovážné strategie.
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Věta 1.2.14 Pokud preference hráč̊u splňuj́ı axiomy 1.2.1 až 1.2.6, pak vyjednáváńı ve formě
stř́ıdaj́ıćıch se nab́ıdek má jediné DRVP řešeńı. Toto řešeńı je určeno rovnicemi (3). Strategie
prvńıho hráče je nab́ıdnout x∗ a přijmout jakoukoliv nab́ıdku, která mu zaručuje alespoň y∗1 . Druhý
hráč vždy nab́ıźı y∗ a přijme každou nab́ıdku, která mu zaručuje alespoň x∗2. Výsledkem hry je
okamžitá dohoda (x, 0).

Důkaz 1.2.15 D̊ukaz lze provést v několika kroćıch. Jednoznačnost DRVP, pokud je řešeńım
požadovaných rovnic, plyne z toho, že systém (3) má jediné řešeńı, jak jsme ukázali v lemmatu
1.2.13. Druhým krokem je ukázat, že jde o DRVP řešeńı. V daľśım kroku je vhodné ukázat, že
každé daľśı DRVP řešeńı zaručuje stejný zisk jako dokazované řešeńı. Závěrečným krokem je pak
d̊ukaz, že DRVP které zaručuje stejný zisk je dokazované DRVP.

Začneme d̊ukazem, že jde o DRVP řešeńı. Definice DRVP (viz prvńı přednáška) je taková, že
strategie muśı indukovat Nashovu rovnováhu v každé podhře. Necht’ jsme tedy v čase t a necht’ je to
prvńı hráč, kdo dává nab́ıdku. Př́ıpad, kdy druhý hráč podává nab́ıdku se řeš́ı analogicky. Muśıme
zkusit naj́ıt výhodnou odchylku pro prvńıho hráče při dané strategii druhého hráče, a naopak.

Druhý hráč tedy je ochoten přijmout nab́ıdku neostře lepš́ı než (x∗, t) a nab́ıdne (y∗) v daľśım
kole, tj. kole t + 1. Pokud prvńı hráč nab́ıdne dohodu, která je pro něj výhodněǰśı a tak méně
výhodná pro druhého hráče, tato nab́ıdka bude odmı́tnuta. V daľśım kole pak prvńı hráč přijme
nab́ıdku druhého hráče (y∗, t+1), č́ımž si ale nepolepš́ı z definice x∗, y∗. Pokud by nab́ıdku druhého
hráče odmı́tl, mohl by źıskat x∗ v t + 2 a později, což pro něj neńı výhodné. Je samozřejmé, že
nab́ıdnout méně než x∗ pro prvńıho hráče rovněž neńı výhodné, přestože tato nab́ıdka by byla ihned
přijata. Shrnuto: Pokud prvńı hráč chce v́ıce, tak toho nedosáhne, jeho požadavek je odmı́tnut a k
daľśım dohodám m̊uže doj́ıt později. Cht́ıt méně neńı výhodné.

Pokud bychom zafixovali strategii prvńıho hráče a pod́ıvali se na možnosti druhé hráče, tak
zjist́ıme, že pro něj přijmout x∗ v čase t je stejné jako źıskat y∗o kolo později, opět z definice
x∗, y∗. Požadovat v některém kole v́ıce (at’ už při odmı́táńı nab́ıdky či podáváńı vlastńı nab́ıdky)
mu tedy nem̊uže polepšit, Kĺıčové je, že strategie prvńıho hráče se neměńı.

Jde tedy o Nashovu rovnováhu v podhře, ve které je na tahu prvńı hráč. V podstatě identická
úvaha plat́ı v situaci, kdy je v daném kole na tahu druhý hráč. Daná strategie tedy tvoř́ı DRVP.
Zbývá náročněǰśı část d̊ukazu, kdy muśıme ukázat, že jde o jedinou DRVP. Postup d̊ukazu lze použ́ıt
i v situaci, kdy je zadán podobný problém a hledáme jeho řešńı, nikoliv jen d̊ukaz jednoznačnosti.

Označme Mi a mi nejvyšš́ı a nejnǐzš́ı možnou výhru v DRVP v okamžiku, kdy je na tahu hráč
i. Jakmile ukážeme, že

M1 = m1 = x∗1,M2 = m2 = y∗2 , (4)

bude d̊ukaz jednoznačnosti ukončen d́ıky následuj́ıćımu argumentu: V libovolné DRVP muśı být
prvńı nab́ıdka přijata, at’ už je na tahu prvńı nebo druhý hráč. Necht’ je např́ıklad na tahu prvńı
hráč. Kdyby došlo k odmı́tnut́ı prvńı nab́ıdky, následuje podhra, ve které je na tahu druhý hráč
a který tedy vyhraje y∗2 . Prvńı hráč vyhraje tedy nejv́ıce y∗1 , což má současnou hodnotu v1(y∗1 , 1)
což je méně než y1 v čase 0 a to je méně než x1 v čase 0. Kdyby tedy šlo o SPE ve kterém by
prvńı nab́ıdka prvńıho hráče byla odmı́tnuta, neplatilo by (4). Podobně kdyby zač́ınal druhý hráč a
jeho prvńı nab́ıdka by byla odmı́tnuta. Takže pokud prvńı hráč nab́ıdne x∗, je jeho nab́ıdka druhým
hráčem přijata a když druhý hráč nab́ıdne y∗, je jeho nab́ıdka přijata prvńım hráčem. Prvńı hráč
rovněž odmı́tne jakoukoliv nab́ıdku, která mu v daném okamžiku nab́ıźı méně než y∗1 (d́ıky tomu,
co by mu zaručilo čekáńı o jedno kolo v́ıce) a přijal by cokoliv, co nab́ıźı v́ıce. Podobně pro druhého
hráče.

Zbývá tedy d̊ukaz (4). Nejprve ukážeme, že m2 ≥ 1 − v1(M1, 1). Tento zápis znamená, že
nejmenš́ı hodnota výhry druhého hráče muśı být doplněk k nejvyšš́ı možné hodnotě výhry prvńıho
hráče o kolo později. Jinými slovy, když je na tahu druhý hráč, tak m̊uže nab́ıdnout prvńımu hráči
tolik, jakou hodnotu pro něj (prvńıho hráče) má výhra, kdyby zač́ınal o kolo později. Nejv́ıce, čeho
m̊uže prvńı hráč dosáhnout je M1 když je na tahu, tedy o kolo později. Současná hodnota je pro něj
v1(M1, 1) a pokud je mu nab́ıdnuto alespoň tolik druhým hráčem když je na tahu, nab́ıdku přijme.

Nyńı ukážeme, že M1 ≤ 1 − v2(m2, 1). Když druhý hráč odmı́tne nab́ıdku prvńıho hráče, pak
v druhém kole źıská alespoň m2 a tedy odmı́tne cokoliv, co mu v prvńım kole nezaruč́ı současnou
hodnotu této výhry v druhém kole, tedy v2(m2, 1). Prvńı hráč nem̊uže tedy źıskat v́ıce než 1 −
v2(m2, 1) v prvńım kole. Protože ale ani v daľśıch kolech nem̊uže źıskat v́ıce, plat́ı M1 ≤ 1 −
v2(m2, 1)

7



Stejnými argumenty lze ukázat i m1 ≥ 1 − v2(M2, 1) a M2 ≤ 1 − v1(m1, 1). Dále v́ıme, že
m2 ≤ y∗2 ,M1 ≥ x∗1 a m1 ≤ y1,M2 ≥ x∗2. Protože jde o děleńı koláče o velikosti 1, plat́ı i x1 + x2 =
1, y1 + y2 = 1. Z těchto vztah̊u muśıme ukázat M2 = m2 = y∗2 a M1 = m1 = y∗1 . I když to neńı
obt́ı̌zné, d̊ukaz přece jenom neńı zcela triviálńı.

Následuj́ıćı postup ukazuje jednodušš́ı zp̊usob jak naj́ıt DRVP.

Př́ıklad 1.2.16 Necht’ oba hráči maj́ı stejne δ < 1 a děĺı si koláč o velikosti 1. Naleznětě DRVP.

Řešeńı 1.2.17 Označme M1 maximum, které si m̊uže prvńı hráč zajistit v DRVP, když je na
tahu. Začněme studovat strategie odzadu, např́ıklad od třet́ıho kola. Ve druhém kole dává nab́ıdku
druhý hráč. Jestlǐze prvńı hráč v následuj́ıćım kole m̊uže źıskat M , muśı mu druhý hráč nab́ıdnout
δM a nechat si tak 1− δM . V prvńım kole tak prvńı hráč muśı nab́ıdnout druhému hráči alespoň
δ(1 − δM) a ponechat si tak m̊uže 1 − δ(1 − δM). V rovnováze částka, kterou takto m̊uže źıskat
muśı být samozřejmě rovna M a tak M = 1 − δ(1 − δM), což má řešeńı M = 1

1+δ . Všimněte
si, že tento argument nezáviśı na tom, že jde o maximum. Argument plat́ı pro libovolnou DRVP.
Výsledek je ale stejný, existuje jediné řešeńı, M = 1

1+δ . Každý hráč je ochoten přijmout nab́ıdku
ve výši 1 − M = δ

1+δ . Zat́ım jsme nedokázali, že jde o DRVP, ale ukázali jsme, že pokud jde o
DRVP, muśı j́ıt o rovnováhu jedinou. Zde m̊užeme použ́ıt část formálńıho d̊ukazu.

Tento postup je výhodný pro hledáńı řešeńı podobných př́ıklad̊u, např́ıklad když se lǐśı diskontńı
faktory, nebo hráči maj́ı vedleǰśı př́ıležitost (outside option).

Př́ıklad 1.2.18 (Lehký). Uvažte stejný př́ıklad s jedinou modifikaćı. Diskontńı faktory hráč̊u se
lǐśı, a jsou δ1, δ2. Odvod’te DRVP.

Řešeńı 1.2.19 Mělo by vám vyj́ıt řešeńı

x∗1 =
1− δ2

1− δ1δ2
, y∗1 =

δ1(1− δ2)
1− δ1δ2

(5)

Všimněte si, že když se daný hráč stane trpělivěǰśım (δi vzroste), pak se jeho pod́ıl zvýš́ı. Pokud
se některý hráč stane nekonečně trpělivý δi 7→ 1, pak źıská koláč celý.

Př́ıklad 1.2.20 Obt́ı̌znost: středńı. Vyřešte př́ıklad s děleńım jednotkového koláče při stejných
diskontńıch faktorech za situace, kdy prvńı hráč předkládá nab́ıdku ve dvou po sobě následuj́ıćıch
kolech (tedy v kolech 0,1,3,4, atd.).

Př́ıklad 1.2.21 Vyřešte problém vyjednáváńı, kdy druhý hráč má možnost ukončit vyjednáváńı
poté, co mu prvńı hráč předlož́ı nab́ıdku, a t́ım źıská b. Prvńı hráč źıská a, přičemž plat́ı a+ b < 1.
Diskutujte DRVP řešeńı. Kdy (tj. pro jaké hodnoty b možnost ukončit vyjednáváńı zvýš́ı rovnovážný
zisk prvńıho hráče?

Řešeńı 1.2.22 Označme m výhru prvńıho hráče v DRVP. V př́ıpadě, že druhý hráč neukonč́ı
hru po nab́ıdce od prvńıho hráče, muśı dát prvńımu hráči nab́ıdku alespoň ve výši δm. Druhému
hráči pak z̊ustane 1 − δm. Prvńı hráč v předchoźım kole muśı nab́ıdnout druhému hráči alespoň
δ(1 − δm). Druhý hráč dá přednost přednost ukončeńı hry pokud b > δ(1 − δm), jinak přijme
nab́ıdku δ(1 − δm). Pokud nab́ıdku přijme, pak stejně jako základńım př́ıkladu m = 1

1+δ . Pokud
b > δ(1 − δm), pak prvńı hráč nab́ıdne druhému hráči právě b, ten tuto nab́ıdku přijme a prvńı
hráč źıská m = 1− b. Plat́ı, že b < δ(1− δm) pro m = 1

1+δ tehdy a jen tehdy, pokud b < δ
δ+1 .

Výsledkem je, že pro dostatečně malé b < δ
δ+1 je m = 1

δ+1 , jinak m = 1−b. Všimněte si, že pro
dostatečně malá b zvýšeńı b na výsledku nic nezměńı. Srovnejte tento výsledek s výsledek Nashova
vyjednávańı.
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