1 Teorie bezplatné komunikace (Cheap talk)

V této kapitole se budeme zabyvat situacemi, kdy jeden z hracu ma k dispozici urc¢itou infor-
maci, kterou muze sdélit druhému hraci, ktery ndsledné voli akei. Naptiklad prodejce muze sdélit
potencidlnimu zdkaznikovy informaci o slozeni vyrobu ¢i jeho kvalité. V situaci, kdy zdkaznik
nemd moznost si danou informaci jinak ovérit, muze takové informaci duvérovat? Teorie bez-
platné komunikace (Cheap talk) vychézejici z ¢élanku V. Crawforda a J. Sobela (Econometrica,
1982) charakterizuje situace, ve kterych je alespon ¢dsteénd duveéra mozna a tak dochéz{ k efektivnf
komunikaci informaci a kdy tomu tak neni.

Model ptedpokladd existenci dvou hracéu - odesilatel O a piijemce P. Odesilatel obdrzi signal m,
ktery je distribuovéan na intervalu [0, 1] podle funkee f(m). Uzitkové funkce hraci jsou U (y, m, b)
a Uf(y,m), kde y je akce zvolena hracem P, opét z intervalu [0, 1], m je signal a b je parametr,
ktery charakterizuje rozdilnost preferenci obou hracu. Hrd¢ O obdrzi signdl m (stav svéta) a na
jeho zékladé zvoli zpréavu n z mnoziny N.!

Oznaéme q(n|m) pravdépodobnost,? ze hraé O odesle zpravu poté, co obdrzel signal m. Sa-
moziejmé pozadujeme, aby hra¢ O odeslal néjaky signal

/ g(njm)dn =1
N
Na zdkladé zpravy n zvoli akci y(n).

Hra¢ O maximalizujici svoji uzitkovou funkci voli zpravu n tak, aby hrac P zvolil akci, ktera
mu bude vyhovovat. To znamend, ze s pozitivni pravdépodobnosti jsou zvoleny zpravy, které fesi
nasledujici problém

mamnENUS (y(n)a m, b)

Hra¢ P na zékladé signdlu n a strategie hrace O (tj. ¢(n|m)) odhaduje, jaky signal m pravdépodobné

nastal pomoci Bayesova odhadu

_ g(nlm)f(m)
Jy a(nl0)f(t)dt

Na zékladé tohoto odhadu pak voli strategii y(n) tak, aby maximalizoval svuj uzitek

p(m|n)

1
mcw;y/ UR(y, m)p(m|n)dm.
0

Tato struktura hry odpovida tzv. raciondlnim ocekdvanim. To znamend, ze hrac P tvoii
ocekavani o signalu m takovym zpusobem, Ze v pruméru tato o¢ekdvani odpovidaji realité. To
v podstaté znamend, ze hra¢ O jej nemuze systematicky podvadét a ze hra¢ P interpretuje zpravy
n korektnim zpusobem.

Tento predpoklad je v ekonomii pomérné bézny, presto se musime zminit o jeho omezenich.
Pokud hraé¢i hru hraji opakované a jsou schopni se ucit z minulych chyb, Ize ocekavat konvergenci k
racionalnim o¢ekavanim. Pokud v8ak hru hraji kratce, maji omezené schopnosti ucit se, pak jejich
interpretace zprav muze byt systematicky nekorektni a odesilatel muze tohoto omezeni piijemce
vyuzit k vlastnimu prospéchu. My se ale zabyvame slozitéjsim a také zajimavéjsim problémem.
Jak miuze odesilat manipulovat informace soupefi, ktery je racionalni a mél dostatek piilezitosti
ucit se?

Jednoduchou uvahou lze odhalit, ze pokud se preference odesilatele a prijemce lisi, tak op-
timéln{ strategie odesilatele vyzaduje, aby pro nékolik ruznych signilu byla zaslana stejnd zprava.
Pokud by tomu totiz tak nebylo, tak by piijemce byl schopen ze zpravy jasné identifikovat signdl
a zvolit pro néj optimalni akci y. To ale neni, dle pfedpokladu, v zdjmu odesilatele. Ukazeme,
Ze optimalni strategie odesilatele bude vyzadovat rozdéleni (partition) signali na nékolik skupin
(intervalu) a zasldn{ stejné zpravy pro kazdy signdl z daného intervalu. Tim pifjemce neni schopen
presné identifikovat signél, ktery odesflatel obdrzel. Na druhou stranu ale dochéz{ k (netiplnému)
pienosu informace o signdlu, coz je lepsi nez prenos zadny.

1Piedpoklddame, Ze mnozina N je dostateéné velkd, napiiklad nespoéetna. Jak dile ale uvidime, ve skuteénosti
bude stacit dostateéné velka, ale kone¢na, mnozina moznych zprav.

2Protoze N je obecné nespotetnd, ¢(|m) je hustota pravdépodobnosti. Mluvime-li dile o pozitivn{
pravdépodobnosti, madme na mysli pozitivn{ hustotu ¢(n|m) > 0.



Aniz bychom zatim predpokladali konkrétni strukturu déleni mnoziny zprav N, analyzujme
vlastnosti strategii obou hracti. Oznaéme N mnozinu viech zprdv, které vedou pifjemce P k akci
Y, tedy

N ={n:y(n) =y}
Déle tekneme, ze zprava m indukuje akci g, jestlize pravdépodobnost akce 4 je po zaslani zpravy
m pozitivni

/N q(n|in)dn > 0.

Ozna¢me Y mnozinu vSech akci, které jsou indukovany néjakou zpravou. Pro odesilatele musi
platit, ze pokud m indukuje akci ¢, pak akce y musi byt pfi signalu m nejlepsi pro odesilatele, ze
vSech moznych akci z mnoziny Y. Pokud by tomu tak nebylo, tak by existovala zprava indukujici
lepsi akci a odesilatel by tento signdl zvolil (v rovnovéze). Tedy odesilatel nemé moznost vybéru
ze vSech moznych akci, ale v rovnovaze musi kazdému signdlu odpovidat nejlepsi akce z téch, co
jsou v rovnovéaze pouzivany s pozitivni pravdépodobnosti.

Budeme déle piedpokladdat, ze U < 0. To znamend, Ze jakakoliv zprava m miize vyvolat
nanejvys dvé akce, nebot hodnota uzitkové funkce U*(y, m,b) miize nabyvat dané hodnoty pro
nejvyse dvé rizné hodnoty y. Dodateény predpoklad Uiy > 0,i = R, S, ktery znamend, ze hraci
preferuji vyssi akei (y) pfi vyssim signélu (m), ceteris paribus , ndm umoziuje definovat

y®(m, b) = argmax U* (y,m, b) (1)

y"(m) = argmax U™ (y,m) (2)
Lze ukéazat, ze obé takto definované funkce jsou spojité v - m. Tyto funkce ndm umoznuji cha-
rakterizovat odlignost preferenci. Pokud y(m,b) # y®(m) pro véechna mozna m, pak pifjemce
a odesilatel preferuji kazdy jinou akci. Nyni ukdzeme, ze pokud tomu tak je, tak pak existuje
minim&lni vzdalenost € > 0 takova, ze zadné dvé akce indukované v rovnovaze nejsou blize nez ¢.

Lemma 1.0.1 Pokud y®(m,b) # y%(m) pro vsechna m, pak existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé
akce w,v indukované v rovnovdze plati lu — v| > €. Disledkem tohoto tvrzeni je, Ze mnoZina
indukovanych akci je konecnd.

Diikaz 1.0.2 Necht u,v jsou dvé akce indukované v rovnovdze, a u < v bez Ujmy na obecnosti.
Odestlatel musi pro urcity signdl m.,, (slabé) preferovat akci uw a pro néjaké m, akci v. ProtoZe
funkce US (u, -,b) — U5 (v, -, b) je spojitd a nabyjvd nekladnyjch i nezdporngich hodnot, musi existovat
m € [0,1] takové, ze US(u,m,b) = U(v,m,b). Protoze Uy, < 0,Ud > 0, mazimum funkce
US(-,m,b) je mezi u,v a tedy

u < y¥(m,b) < v.

Ddle je zrejmé, Ze v je striktné preferovino pred u (pro odesilatele) pro m > m a tedy u nent
indukovdno pro m > m. Podobné v neni indukovdno pro m < m. Pro prijemce pak musi platit, Ze

u<y(m) <w,

nebot UL > 0. Protoze y°(m,b) # yf'(m) pro ¥m € [0,1], tedy na kompaktni mnoZziné, evistuje
£ > 0 takové, Ze |y°(m,b) —yT(m)| > . Protoze y°(m,b) ay®(m) jsou od sebe vzddleny alespori €,
tak i u a v musi byjt vzddleny alespori . Koneéné, z predpokladu, ze Ul > 0, vypljvd, Ze mnozina
véech akei indukovanych v rovnovdze je ohranicena y(0) a yf(1). Z minimdlni vzddlenosti € > 0
mezi proky mnozZiny indukovangch akct vyplyvd jeji konecnost.

I kdyz jsme ukézali, ze pouze kone¢ny pocet akci je indukovan v rovnovéze, neni zatim jasné
jakou formu budou mit signaly zasilané odesilatelem. Protoze budeme chtit ukazat, ze v rovnovaze
dochézi rozdéleni na segmenty (partitioning), zavedeme nésledujici oznaceni. Hranice intervalu
budeme znacit a;(N), ag(N) =0 a ay(N) =1, kde N je pocet intervalii, na které je interval [0, 1]

rozdélen. Déle znaéime a(N) = (ag,...,an). Definujme
ola.a) = argmax [ UM (y.m) (m)dm g
Y a

37 formélniho hlediska je nutné pfedpokladat, Ze pokud se pfijemce setkd se zpravou, kterd neni soucasti rov-
novéhy (tedy neexistuje m takové, aby g(n|m) > 0), stejné zvoll n&jakou akci z mnoziny Y. Tento pfedpoklad je
bez jmy na obecnosti.



if a < @ and y(a) if @ = a. Tedy ¥ oznacuje optimélni akci pifjemce, ktery vi, ze signdl m lezi
mezi a a a.

Nyni jsme pfipraveni formulovat hlavni vysledek teorie, ktery iika, Ze rovnovdha ma formu
rozdéleni intervalu na segmenty a ze existuje horni hranice na jemnost tohoto déleni, zavisejici na
parametru b charakterizujici rozdilnost preferenci hrécu.

Véta 1.0.3 Necht b je takové, ze y°(m,b) # yf'(m) pro vsechna m. Pak existuje prirozené éislo
N(b) > 1 takové, Ze pro vsechna 1 < N < N(b) ezistuje alespori jedna rovnovdha (equilibrium)
(y(n),q(n|m)), kde q(n|m) je uniformé rozdélend na intervalu [a*, a; 1] pokud m € [a', a;41]. Ddle
plati, Ze

U®(5(as, ait1), ai, b) — US (§(ai—1,a;), a;,b) = 0 (4)
y(n) = y(ai, ai+1),,¥n € (@i, aiv1) (5)
ag = O,a1 =1 (6)

Diikaz 1.0.4 Nejprve si viimnéte, Ze z definice (3) a z predpokladu UL > 0 vyplijvd, Ze j(a,a) je
rostouci v obou argumentech. Indukci zkonstruujeme déleni spliiugici (4) a poédteéni a koncovou
podminku. Oznaéme a' zatim zkonstruované cdstecné déleni ag < ... < a; spliugici (4). ProtoZe
UP, < 0 a g(-) je monoténi, existuje nanejuyse jedno a1 > a spliugici (4). Tuto konstrukci
muzeme zopakovat pro kaZdé i, i kdyz prislusné a;+1 nemusi existovat. Oznacéme proto

K(a)=max{i:30<a <az <-- <a; <1,spliugici 4} (7)

Z lemmatu (1.0.1) vime, Ze vzddlenost kazdych dvou akei je zdola ohranicend, a tedy i §(a;, a;11)—
J(ai—1,a;) > € pro néjaké € > 0. Proto i vzddlenost a;+o a a; je zdola omezend kladngm éislem a
tedy K(a) musi byt konecéné, dobre definované ¢islo pro 0 < a < 1. Dadle plati, Ze existuje ¢ > 0
takové, Ze K(a) < ¢ pro vsechna a € (0,1]. Oznaéme a takovou hodnotu z intervalu (0,1], kterd
mazimalizuje K (a) a polozme N (b) = K(a. Toto konecné &islo ohranicuje jemnost délent intervalu
moznych signdli. Nyni musime ukdzat, Ze skutecné pro kazdé prirozené céislo N, 1 < N < N(b)
existuje prislusné deéleni. Lze ukdzat, Ze pokud posledni ¢len délent prislusné danému a, tedy clen
gy J€ mensi nez 1, pak K(a) je spojitd. Pokud aﬁgzg = 1, pak K(a) je nespojitd a velikost
nespojitosti je 1.* Ddle plati, 7e K(1) =1 a tedy K(-) nabyvd viech hodnot mezi 1 a N(b). Timto
jsme zkonstruovali poZadovand déleni pro vsechna N, 1 < N < N(b). Nyni musime ukdzal, Ze
odesilatel je indiferentni mezi viemi zprdvami z intervalu (a;,a;+1, pokud sdm obdrii signdl m z
tohoto intervalu a prijemce reaguje na zprdvy podle funkce y(n). Aby tomu tak bylo, musi platit, Ze
indukovand akce danou zprdvou, tj. §((a;, a;+1) musi mazimalizovat uZitek odesilatele (mezi viems
indukovangmi akcemi) pro vSechny mozné signdly z daného intervalu. Formdlné

Us(y((ah a’i+1)a m, b) = m?X US (g(aj7 aj+1)7 m, b)7 Ym € [ai7 a'i+1] (8)
Pro hranicéni signdl m = a; pozorovdni vypljvd z predpokladu U, < 0, (4) a faktu, Ze §((a;, air1) >
¥((ai—1,a;).> Prom € (a;,a;+1) vyuZijeme predpokladu U, < 0 a dostaneme

U® (5((ai, air1), m, b) — US (§((ak, ar41),m,b) > U (((ai, ait1), ai, b) — U (§((ak, ar41), ai,b) >0, (9)
US(5((ai, air1),m,b) — U (((ay, ajt1),m, b) > U (§((as, ais1), air1,b) — US (5((aj, aj41), aig1,b) > 0, (10)

kdel1 <k <i<j<N am € |a;,a;+1]. Ddle je potieba ukdzat, Ze pro danou strategii odesilatele je
prijemcovou chovdni optimdlni. Prijemce obdrzi zprdvu od odesilatele a na jejim zdkladé aktualizuje
ocekdvdni o tom, jaky signdl prijemce obdrzel. ProtoZe odesilatel voli zprdvu rovnomeérné z intervalu
[ai, aiy1], plati

_awmfm) _ f(m)
P = T i s 0a T )

a;
4Protoze K (a) nabyvéa pouze pfirozenych &isel, je ziejmé, ze velikost nespojitosti musi byt alespoii 1. Protoze
Ka) -1 kdyz of$(2)
K(a)—1 Y2 QR (g)—1
5ptedpoklad na uzitkovou funkci implikuje, ze funkce mé jediné maximum a je konkdvni. Pokud nabyva stejné
funkéni hodnoty ve dvou ruznych bodech, maximum funkce musi lezet mezi témito body.

ale a = 1, nespojitost nemuze ani byt vétsi nez 1.



Podminény ocekdvany uzitek je tedy

it [HUER(y,m) f(m)dm
R _ Ja
I ey

Z definice (3) vyplgvd, Ze takto definovand akce § je nejlepsi odpovédi (best response) na strategii
odesilatele.

(12)

Lze dokéazat, ze vSechny rovnovdahy v dané hie jsou ekonomicky ekvivalentni nékteré rovnovaze z
predchazejici véty.

Piiklad 1.0.5 Predpokladejme, Ze uZitkové funkce hrdacu O a P maji ndasledujici podobu

Us(yvmvb) = _(y_ (m+b))27 UR(y7m) = _(y_m)2 (13)
Ddle necht f(m) = 1. Predpoklddejte, Ze odesilatel voli ndsledugici strategii. Rozdél interval [0, 1]
na N > 1 navazujicich iseki,® jejichZ hranice oznacime ao,...,an. Pokud signdl m ndlesi to

intervalu [a;, a;iy1], pak hraé O posle signal i. Jakd je optimdini strategie prijemce? Jakym zpusobem
je optimdlni pro hrdcée P rozdélit interval [0,1] ¢

Reseni 1.0.6 Nejprve ukdzeme, Ze g(a,@) = (a + @) /2. Z definice

glz,y) = argmax/ UB(y,m) f(m)dm = argmax/ —(y —m)*dm (14)
Y a Y a
= argmax [yz(aa) +2/ ymdmf/ m2dm] = (15)
y a a

]

= argmax [—yZ(E —a)+y(@a — QQ)] , (16)

y
vyplyvd, Ze Tedent je prdvé y(a,a) = (a +a)/2.

K dalsimu kroku pouZijeme rovnici (4).Oznacime-li délent intervalu na signdly [0 = ag,ay] U
(a1,az]- -+, pak tato rovnice 7ikd, Ze odesilatel ktery obdrzi signdl ay must byt indiferentni mezi
tim, kdyz proni hrdé zvoli akci prislusnou intervalu [0 = ag,a1], tedy §(ao,a1) a akci prislusnou
intervalu [a1,as]. Rovnice (4) a ay = 1 takto definuje prislusnou posloupnost déleni. V tomto

konkrétnim pripadé
2 2
—(W—(ai—kb)) Z—(Cll—gm—(ai—kb))

To vede na diferencidlni rovnici
Ai+1 = 2a; — a;—1 + 4b.

K jejimu reSent pouzijeme charakteristickou rovnici homogenizované rovnice
t? —2t+1=0,

kterd md jedinyg dvojndsobny koten t = 1. Obecné teseni je a(i) = C + Di. Partikuldrni resend
odhadneme ve tvaru x(i) = Ei% (linedrni veseni by bylo shodné s obecnygm,), kde dopoéitime E = b.
Pocdtecni podminka ag = 0 upresnuje C = 0. Z podminky a(N) = 1 lze dopocitat i koeficient D.

vy

Je ale jednodussi tento koeficient neupresnovat a vyjadrit obecné Teseni pomoci a1. To je ve tvaru

a; = ali + 2Z(Z — 1)[)7
Abychom urcili nejjemnéjsi mozné délent, vezmeme nejmensi prirozené ¢islo i takové, aby 2i(i —
1)b < 1. Pak lze najit hodnotu a; > 0 tak, aby ay = 1. Nejuyssi takové i oznacujeme N (b):

N =14+ (1+§)%1,

kde [x] oznacuje dolni celou édst éisla x.
Vsimnéte si, Ze jak N (b) roste s tim, jak b klesd k nule, maximdlni moznd jemnost délent roste.

6Formalne,
[0,1] = [a0,a1) Ufa1,a2) - [an_1,an]



