
1 Teorie bezplatné komunikace (Cheap talk)

V této kapitole se budeme zabývat situacemi, kdy jeden z hráč̊u má k dispozici určitou infor-
maci, kterou může sdělit druhému hráči, který následně voĺı akci. Např́ıklad prodejce může sdělit
potenciálńımu zákazńıkovy informaci o složeńı výrobu či jeho kvalitě. V situaci, kdy zákazńık
nemá možnost si danou informaci jinak ověřit, může takové informaci d̊uvěřovat? Teorie bez-
platné komunikace (Cheap talk) vycházej́ıćı z článku V. Crawforda a J. Sobela (Econometrica,
1982) charakterizuje situace, ve kterých je alespoň částečná d̊uvěra možná a tak docháźı k efektivńı
komunikaci informaćı a kdy tomu tak neńı.

Model předpokládá existenci dvou hráč̊u - odeśılatel O a př́ıjemce P. Odeśılatel obdrž́ı signál m,
který je distribuován na intervalu [0, 1] podle funkce f(m). Užitkové funkce hráč̊u jsou US(y, m, b)
a UR(y, m), kde y je akce zvolena hráčem P , opět z intervalu [0, 1], m je signál a b je parametr,
který charakterizuje rozd́ılnost preferenćı obou hráč̊u. Hráč O obdrž́ı signál m (stav světa) a na
jeho základě zvoĺı zprávu n z množiny N .1

Označme q(n|m) pravděpodobnost,2 že hráč O odešle zprávu poté, co obdržel signál m. Sa-
mozřejmě požadujeme, aby hráč O odeslal nějaký signál∫

N

q(n|m)dn = 1

Na základě zprávy n zvoĺı akci y(n).
Hráč O maximalizuj́ıćı svoji užitkovou funkci voĺı zprávu n tak, aby hráč P zvolil akci, která

mu bude vyhovovat. To znamená, že s pozitivńı pravděpodobnost́ı jsou zvoleny zprávy, které řeš́ı
následuj́ıćı problém

maxn∈NUS(y(n),m, b)

Hráč P na základě signálu n a strategie hráče O (tj. q(n|m)) odhaduje, jaký signál m pravděpodobně
nastal pomoćı Bayesova odhadu

p(m|n) =
q(n|m)f(m)∫ 1

0
q(n|t)f(t)dt

Na základě tohoto odhadu pak voĺı strategii y(n) tak, aby maximalizoval sv̊uj užitek

maxy

∫ 1

0

UR(y, m)p(m|n)dm.

Tato struktura hry odpov́ıdá tzv. racionálńım očekáváńım. To znamená, že hráč P tvoř́ı
očekáváńı o signálu m takovým zp̊usobem, že v pr̊uměru tato očekáváńı odpov́ıdaj́ı realitě. To
v podstatě znamená, že hráč O jej nemůže systematicky podvádět a že hráč P interpretuje zprávy
n korektńım zp̊usobem.

Tento předpoklad je v ekonomii poměrně běžný, přesto se muśıme zmı́nit o jeho omezeńıch.
Pokud hráči hru hraj́ı opakovaně a jsou schopni se učit z minulých chyb, lze očekávat konvergenci k
racionálńım očekáváńım. Pokud však hru hraj́ı krátce, maj́ı omezené schopnosti učit se, pak jejich
interpretace zpráv může být systematicky nekorektńı a odeśılatel může tohoto omezeńı př́ıjemce
využ́ıt k vlastńımu prospěchu. My se ale zabýváme složitěǰśım a také zaj́ımavěǰśım problémem.
Jak může odeśılat manipulovat informace soupeři, který je racionálńı a měl dostatek př́ıležitost́ı
učit se?

Jednoduchou úvahou lze odhalit, že pokud se preference odeśılatele a př́ıjemce lǐśı, tak op-
timálńı strategie odeśılatele vyžaduje, aby pro několik r̊uzných signál̊u byla zaslána stejná zpráva.
Pokud by tomu totiž tak nebylo, tak by př́ıjemce byl schopen ze zprávy jasně identifikovat signál
a zvolit pro něj optimálńı akci y. To ale neńı, dle předpokladu, v zájmu odeśılatele. Ukážeme,
že optimálńı strategie odeśılatele bude vyžadovat rozděleńı (partition) signál̊u na několik skupin
(interval̊u) a zasláńı stejné zprávy pro každý signál z daného intervalu. T́ım př́ıjemce neńı schopen
přesně identifikovat signál, který odeśılatel obdržel. Na druhou stranu ale docháźı k (neúplnému)
přenosu informace o signál̊u, což je lepš́ı než přenos žádný.

1Předpokládáme, že množina N je dostatečně velká, např́ıklad nespočetná. Jak dále ale uvid́ıme, ve skutečnosti
bude stačit dostatečně velká, ale konečná, množina možných zpráv.

2Protože N je obecně nespočetná, q(|m) je hustota pravděpodobnosti. Mluv́ıme-li dále o pozitivńı
pravděpodobnosti, máme na mysli pozitivńı hustotu q(n|m) > 0.
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Aniž bychom zat́ım předpokládali konkrétńı strukturu děleńı množiny zpráv N , analyzujme
vlastnosti strategíı obou hráč̊u. Označme N̄ množinu všech zpráv, které vedou př́ıjemce P k akci
ȳ, tedy

N̄ = {n : y(n) = ȳ}.

Dále řekneme, že zpráva m̄ indukuje akci ȳ, jestliže pravděpodobnost akce ȳ je po zasláńı zprávy
m̄ pozitivńı ∫

N̄

q(n|m̄)dn > 0.

Označme Y množinu všech akćı, které jsou indukovány nějakou zprávou. Pro odeśılatele muśı
platit, že pokud m̄ indukuje akci ȳ, pak akce ȳ muśı být při signálu m̄ nejlepš́ı pro odeśılatele, ze
všech možných akćı z množiny Y . Pokud by tomu tak nebylo, tak by existovala zpráva indukuj́ıćı
lepš́ı akci a odeśılatel by tento signál zvolil (v rovnováze). Tedy odeśılatel nemá možnost výběru
ze všech možných akćı, ale v rovnováze muśı každému signálu odpov́ıdat nejlepš́ı akce z těch, co
jsou v rovnováze použ́ıvány s pozitivńı pravděpodobnost́ı.3

Budeme dále předpokládat, že US
11 < 0. To znamená, že jakákoliv zpráva m̄ může vyvolat

nanejvýš dvě akce, nebot’ hodnota užitkové funkce US(y, m, b) může nabývat dané hodnoty pro
nejvýše dvě r̊uzné hodnoty y. Dodatečný předpoklad U i

12 > 0, i = R,S, který znamená, že hráči
preferuj́ı vyšš́ı akci (y) při vyšš́ım signálu (m), ceteris paribus , nám umožňuje definovat

yS(m, b) = arg maxUS(y, m, b) (1)
yR(m) = arg maxUR(y, m) (2)

Lze ukázat, že obě takto definované funkce jsou spojité v m. Tyto funkce nám umožňuj́ı cha-
rakterizovat odlǐsnost preferenćı. Pokud yS(m, b) 6= yR(m) pro všechna možná m, pak př́ıjemce
a odeśılatel preferuj́ı každý jinou akci. Nyńı ukážeme, že pokud tomu tak je, tak pak existuje
minimálńı vzdálenost ε > 0 taková, že žádné dvě akce indukované v rovnováze nejsou bĺıže než ε.

Lemma 1.0.1 Pokud yS(m, b) 6= yR(m) pro všechna m, pak existuje ε > 0 takové, že pro každé
akce u, v indukované v rovnováze plat́ı |u − v| > ε. D̊usledkem tohoto tvrzeńı je, že množina
indukovaných akćı je konečná.

Důkaz 1.0.2 Necht’ u, v jsou dvě akce indukované v rovnováze, a u < v bez újmy na obecnosti.
Odeśılatel muśı pro určitý signál mu (slabě) preferovat akci u a pro nějaké mv akci v. Protože
funkce US(u, ·, b)−US(v, ·, b) je spojitá a nabývá nekladných i nezáporných hodnot, muśı existovat
m̄ ∈ [0, 1] takové, že US(u, m̄, b) = US(v, m̄, b). Protože US

11 < 0, US
12 > 0, maximum funkce

US(·, m̄, b) je mezi u, v a tedy
u < yS(m̄, b) < v.

Dále je zřejmé, že v je striktně preferováno před u (pro odeśılatele) pro m > m̄ a tedy u neńı
indukováno pro m > m̄. Podobně v neńı indukováno pro m < m̄. Pro př́ıjemce pak muśı platit, že

u ≤ yR(m̄) ≤ v,

nebot’ UR
12 > 0. Protože yS(m, b) 6= yR(m) pro ∀m ∈ [0, 1], tedy na kompaktńı množině, existuje

ε > 0 takové, že |yS(m, b)−yR(m)| ≥ ε. Protože yS(m̄, b) a yR(m̄) jsou od sebe vzdáleny alespoň ε,
tak i u a v muśı být vzdáleny alespoň ε. Konečně, z předpokladu, že UR

12 > 0, vyplývá, že množina
všech akćı indukovaných v rovnováze je ohraničena yR(0) a yR(1). Z minimálńı vzdálenosti ε > 0
mezi prvky množiny indukovaných akćı vyplývá jej́ı konečnost.

I když jsme ukázali, že pouze konečný počet akćı je indukován v rovnováze, neńı zat́ım jasné
jakou formu budou mı́t signály zaśılané odeśılatelem. Protože budeme cht́ıt ukázat, že v rovnováze
docháźı rozděleńı na segmenty (partitioning), zavedeme následuj́ıćı označeńı. Hranice intervalu
budeme značit ai(N), a0(N) = 0 a aN (N) = 1, kde N je počet interval̊u, na které je interval [0, 1]
rozdělen. Dále znač́ıme a(N) = (a0, . . . , aN ). Definujme

ȳ(a, ā) = arg max
y

∫ ā

a

UR(y, m)f(m)dm (3)

3Z formálńıho hlediska je nutné předpokládat, že pokud se př́ıjemce setká se zprávou, která neńı součást́ı rov-
nováhy (tedy neexistuje m takové, aby q(n|m) > 0), stejně zvoĺı nějakou akci z množiny Y . Tento předpoklad je
bez újmy na obecnosti.
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if a < ā and yR(ā) if a = ā. Tedy ȳ označuje optimálńı akci př́ıjemce, který v́ı, že signál m lež́ı
mezi a a ā.

Nyńı jsme připraveni formulovat hlavńı výsledek teorie, který ř́ıká, že rovnováha má formu
rozděleńı intervalu na segmenty a že existuje horńı hranice na jemnost tohoto děleńı, závisej́ıćı na
parametru b charakterizuj́ıćı rozd́ılnost preferenćı hráč̊u.

Věta 1.0.3 Necht’ b je takové, že yS(m, b) 6= yR(m) pro všechna m. Pak existuje přirozené č́ıslo
N(b) ≥ 1 takové, že pro všechna 1 ≤ N ≤ N(b) existuje alespoň jedna rovnováha (equilibrium)
(y(n), q(n|m)), kde q(n|m) je uniformě rozdělená na intervalu [ai, ai+1] pokud m ∈ [ai, ai+1]. Dále
plat́ı, že

US(ȳ(ai, ai+1), ai, b)− US(ȳ(ai−1, ai), ai, b) = 0 (4)
y(n) = ȳ(ai, ai+1), , ∀n ∈ (ai, ai+1) (5)

a0 = 0, a1 = 1 (6)

Důkaz 1.0.4 Nejprve si všimněte, že z definice (3) a z předpokladu UR
12 > 0 vyplývá, že ȳ(a, ā) je

rostoućı v obou argumentech. Indukćı zkonstruujeme děleńı splňuj́ıćı (4) a počátečńı a koncovou
podmı́nku. Označme ai zat́ım zkonstruované částečné děleńı a0 < . . . < ai splňuj́ıćı (4). Protože
US

11 < 0 a ȳ(·) je monotóńı, existuje nanejvýše jedno ai+1 > a splňuj́ıćı (4). Tuto konstrukci
m̊užeme zopakovat pro každé i, i když př́ıslušné ai+1 nemuśı existovat. Označme proto

K(a) = max{i : ∃ 0 < a < a2 < · · · < ai ≤ 1, splňuj́ıćı 4} (7)

Z lemmatu (1.0.1) v́ıme, že vzdálenost každých dvou akćı je zdola ohraničená, a tedy i ȳ(ai, ai+1)−
ȳ(ai−1, ai) ≥ ε pro nějaké ε > 0. Proto i vzdálenost ai+2 a ai je zdola omezená kladným č́ıslem a
tedy K(a) muśı být konečné, dobře definované č́ıslo pro 0 < a ≤ 1. Dále plat́ı, že existuje c > 0
takové, že K(a) < c pro všechna a ∈ (0, 1]. Označme ā takovou hodnotu z intervalu (0, 1], která
maximalizuje K(a) a položme N(b) = K(ā. Toto konečné č́ıslo ohraničuje jemnost děleńı intervalu
možných signál̊u. Nyńı muśıme ukázat, že skutečně pro každé přirozené č́ıslo N , 1 ≤ N ≤ N(b)
existuje př́ıslušné děleńı. Lze ukázat, že pokud posledńı člen děleńı př́ıslušné danému a, tedy člen
a

K(a)
K(a), je menš́ı než 1, pak K(a) je spojitá. Pokud a

K(a)
K(a) = 1, pak K(a) je nespojitá a velikost

nespojitosti je 1.4 Dále plat́ı, že K(1) = 1 a tedy K(·) nabývá všech hodnot mezi 1 a N(b). Tı́mto
jsme zkonstruovali požadovaná děleńı pro všechna N , 1 ≤ N ≤ N(b). Nyńı muśıme ukázat, že
odeśılatel je indiferentńı mezi všemi zprávami z intervalu (ai, ai+1, pokud sám obdrž́ı signál m z
tohoto intervalu a př́ıjemce reaguje na zprávy podle funkce y(n). Aby tomu tak bylo, muśı platit, že
indukovaná akce danou zprávou, tj. ȳ((ai, ai+1) muśı maximalizovat užitek odeśılatele (mezi všemi
indukovanými akcemi) pro všechny možné signály z daného intervalu. Formálně

US(ȳ((ai, ai+1),m, b) = max
j

US(ȳ(aj , aj+1),m, b), ∀m ∈ [ai, ai+1] (8)

Pro hraničńı signál m = ai pozorováńı vyplývá z předpokladu US
11 < 0, (4) a faktu, že ȳ((ai, ai+1) >

ȳ((ai−1, ai).5 Pro m ∈ (ai, ai+1) využijeme předpokladu US
12 < 0 a dostaneme

US(ȳ((ai, ai+1),m, b)− US(ȳ((ak, ak+1),m, b) ≥ US(ȳ((ai, ai+1), ai, b)− US(ȳ((ak, ak+1), ai, b) ≥ 0, (9)
US(ȳ((ai, ai+1),m, b)− US(ȳ((aj , aj+1),m, b) ≥ US(ȳ((ai, ai+1), ai+1, b)− US(ȳ((aj , aj+1), ai+1, b) ≥ 0, (10)

kde 1 ≤ k ≤ i ≤ j ≤ N a m ∈ [ai, ai+1]. Dále je potřeba ukázat, že pro danou strategii odesilatele je
př́ıjemcovou chováńı optimálńı. Př́ıjemce obdrž́ı zprávu od odeśılatele a na jej́ım základě aktualizuje
očekáváńı o tom, jaký signál př́ıjemce obdržel. Protože odeśılatel voĺı zprávu rovnoměrně z intervalu
[ai, ai+1], plat́ı

p(m|n) =
q(n|m)f(m)∫ ai+1

ai
q(n|t)f(t)dt

=
f(m)∫ ai+1

ai
f(t)dt

(11)

4Protože K(a) nabývá pouze přirozených č́ısel, je zřejmé, že velikost nespojitosti muśı být alespoň 1. Protože

ale a
K(a)
K(a)−1

< 1 když a
K(a)
K(a)−1

= 1, nespojitost nemůže ani být větš́ı než 1.
5Předpoklad na užitkovou funkci implikuje, že funkce má jediné maximum a je konkávńı. Pokud nabývá stejné

funkčńı hodnoty ve dvou r̊uzných bodech, maximum funkce muśı ležet mezi těmito body.
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Podmı́něný očekávaný užitek je tedy∫ ai+1

ai

UR(y, m)p(m|n)dm =

∫ ai+1

ai
UR(y, m)f(m)dm∫ ai+1

ai
f(t)dt

(12)

Z definice (3) vyplývá, že takto definovaná akce ȳ je nejlepš́ı odpověd́ı (best response) na strategii
odeśılatele.

Lze dokázat, že všechny rovnováhy v dané hře jsou ekonomicky ekvivalentńı některé rovnováze z
předcházej́ıćı věty.

Př́ıklad 1.0.5 Předpokládejme, že užitkové funkce hráč̊u O a P maj́ı následuj́ıćı podobu

US(y, m, b) = −(y − (m + b))2, UR(y, m) = −(y −m)2 (13)

Dále necht’ f(m) = 1. Předpokládejte, že odeśılatel voĺı následuj́ıćı strategii. Rozděl interval [0, 1]
na N ≥ 1 navazuj́ıćıch úsek̊u,6 jejichž hranice označ́ıme a0, . . . , aN . Pokud signál m nálež́ı to
intervalu [ai, ai+1], pak hráč O pošle signál i. Jaká je optimálńı strategie př́ıjemce? Jakým zp̊usobem
je optimálńı pro hráče P rozdělit interval [0, 1]?

Řešeńı 1.0.6 Nejprve ukážeme, že ȳ(a, a) = (a + a)/2. Z definice

ȳ(x, y) = arg max
y

∫ a

a

UR(y, m)f(m)dm = arg max
y

∫ a

a

−(y −m)2dm (14)

= arg max
y

[
−y2(a− a) + 2

∫ a

a

ymdm−
∫ a

a

m2dm

]
= (15)

= arg max
y

[
−y2(a− a) + y(a2 − a2)

]
, (16)

vyplývá, že řešeńı je právě ȳ(a, a) = (a + a)/2.
K daľśımu kroku použijeme rovnici (4).Označ́ıme-li děleńı intervalu na signály [0 = a0, a1] ∪

(a1, a2] · · · , pak tato rovnice ř́ıká, že odeśılatel který obdrž́ı signál a1 muśı být indiferentńı mezi
t́ım, když prvńı hráč zvoĺı akci př́ıslušnou intervalu [0 = a0, a1], tedy ȳ(a0, a1) a akci př́ıslušnou
intervalu [a1, a2]. Rovnice (4) a aN = 1 takto definuje př́ıslušnou posloupnost děleńı. V tomto
konkrétńım př́ıpadě

−
(

ai + ai+1

2
− (ai + b)

)2

= −
(

ai + ai−1

2
− (ai + b)

)2

To vede na diferenciálńı rovnici
ai+1 = 2ai − ai−1 + 4b.

K jej́ımu řešeńı použijeme charakteristickou rovnici homogenizované rovnice

t2 − 2t + 1 = 0,

která má jediný dvojnásobný kořen t = 1. Obecné řešeńı je a(i) = C + Di. Partikulárńı řešeńı
odhadneme ve tvaru x(i) = Ei2 (lineárńı řešeńı by bylo shodné s obecným), kde dopoč́ıtáme E = b.
Počátečńı podmı́nka a0 = 0 upřesňuje C = 0. Z podmı́nky a(N) = 1 lze dopoč́ıtat i koeficient D.
Je ale jednodušš́ı tento koeficient neupřesňovat a vyjádřit obecné řešeńı pomoćı a1. To je ve tvaru

ai = a1i + 2i(i− 1)b,

Abychom určili nejjemněǰśı možné děleńı, vezmeme nejmenš́ı přirozené č́ıslo i takové, aby 2i(i −
1)b < 1. Pak lze naj́ıt hodnotu a1 > 0 tak, aby aN = 1. Nejvyšš́ı takové i označujeme N(b):

N(b) = d1
2

+
1
2

(
1 +

2
b

) 1
2

e,

kde dxe označuje dolńı celou část č́ısla x.
Všimněte si, že jak N(b) roste s t́ım, jak b klesá k nule, maximálńı možná jemnost děleńı roste.

6Formálně,
[0, 1] = [a0, a1) ∪ [a1, a2) · · · [aN−1, aN ]
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