Ekonomie informaci a nejistoty

Jan Myslivecek
P¥ Muni

31.¥jna 2008

Jan Myslivegek (P¥ Muni)



Informace a nejistota

Rada udalosti je zna¢n& nejistych
Informace o udélostech je nékdy obtiZné ziskatelna
Jistota ma svoji hodnotu (pro n&koho)

UZitkovd funkce U(x), x je kos jistych statkd

Ocenéni losu, akcie nebo investi&niho projektu?
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P¥edpoklady: X mnoZina

p:X— IRS)r kone¢né pravdépodobnostni rozdéleni

Tedy p(x) > 0 a supp(p) = {x: x € X, p(x) > 0} je kone&n3,
Yxesupp(p) P(X) =1

Mnozinu v8ech p oznalujeme P

P¥iklad: X = {0,1000000K¢}, p(0) = 0.999999

Na P lze definovat nasledujici operaci

Necht p,q € P a a € [0,1]. Definujeme

(ap+ (1 —a)q)(x) = ap(x) + (1 —a)q(x)

o Ovéfte, Ze vysledek této operace leZi opét v P.
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Preference

Motivace:
@ Start: Preference na X
o Cil: Preference na mnoziné loterii P
@ Ptirozené poZadavky na preference na P
@ Striktni preference, srovnatelné objekty

Striktni preference >~ jsou asymetrické a negativné& transitivni.
Asymetri¢nost znamend, Ze neexistuji dvé loterie p, q takové, Ze by zaroveri
platilo x = y a y > x. Negativné& transitivni preference musi spliiovat, Ze
pokud x =y, pak pro kaZdé z € P plati bud x = z nebo z = y.

@ Axiom o nahraditelnosti

Necht p,q € P,p > q. Pro libovolné r € P a a € (0,1) plati

ap+ (1—a)r>aqg+ (1 —a)r.
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Preference a uzitkova funkce

@ Neexistence extrémnich loterii

Necht p, q,r € P takové, Ze p - q > r. Pak existuji a, B € (0,1) takové,
Ze

ap+(1—a)r>q>pp+(1—p)r

iklad: X = ]R?H X je stav na uctu.
iklad: p = g <= Ep > Eq, kde Ex je stfedni hodnota loterie x
pInéni téchto axiomi je ekvivalentni existenci uZitkové funkce

¥
¥

o P
o P
oS

Preferenéni uspofadani na mnoZiné P spliiuje uvedené tFi axiomy tehdy a
jen tehdy, existuje-li funkce u: X — R takova, Ze

pra = ¥ u(p(0> Y u(xa),

x€esupp(p) x€supp(q)
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e Odted X C IR, jistd v&c dy je loterie z P, 6,(x) =1
@ Neostré preference: x >~ y pokud neplati, Ze y > x.
o Indiference: x ~ y pokud neplati x > y ani y > x.

Pro libovolné x > y,x,y € X plati, Ze 6 = 6, tehdy a jen tehdy, je-li
pFislusna uZitkova funkce u striktné rostouci.

Ozna¢me Ep =Y, xp(x). Pokud pro daného hrace plati, Ze 5g, = p,
Fikdme, Ze hrac je rizikové averzni.

Véta
Hra¢ je rizikové averzni tehdy a jen tehdy, je-Ii pFislusna uZitkova funkce
konkavni.

v

Jan Myslivegek (P¥ Muni) 31/10 6 /26



Priklad

@ Los /: vyhra 0 nebo 100 K&, pravdépodobnost vyhry je 0.1
o Majetek hrake je pred koupi 100KE&. Uzitkovd funkce u(x) = v/x.
@ Je hra¢ averzni k riziku? Hodnota losu?

Jan Myslivegek (P¥ Muni)



Priklad

Los /I: vyhra 0 nebo 100 K¢, pravdépodobnost vyhry je 0.1
Majetek hrice je pred koupi 100KE. UZitkovd funkce u(x) = /x.
Je hra¢ averzni k riziku? Hodnota losu?

E(/) =10,u(110) > 0.1u(200) + 0.9u(100)
ProtoZe 10.4880 > 10.414, agent je rizikové averzni.
Maximalni ¢astka t co je ochoten zaplatit

u(100) = 0.1u(200 — t) 4+ 0.9u(100 — t)

Regeni t = 2(27/5 — 47) = 8.36 < 10
Riziko vyhleddvajici p = 6,
Koeficient absolutni averze k riziku

@ Konstantni absolutni averze k riziku u(x) =
@ A(x) > 0 - rizikové& averzni preference
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Zavéry

UZitkova funkce u na X definujeme preference nad loteriemi

p-q <= Y u(x)p(x)> Y, u(x)q(x)

x€supp(p) xesupp(q)
@ Parametr postoje k riziku A(x) = —LL'I/,,((?))
e Vice rizikov& averzni hra¢ A(x) > 1(x), Vx
e Firmy obvykle povaZujeme za rizikové neutrdini (A = 0)
o Lidé jsou vétSinou rizikov& averzni (A < 0)
o Experimentalni metody méfeni averze k riziku (vyb&r mezi loteriemi s

riznym rizikem)
Ptiklad: Mam 5000 K¢, potfebuji 10000K& na operaci, jakou cenu ma
loterie s p(10000) = 0.17
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Rozhodovani se pfi nejistoté

Nejistota o stavech svéta

Mozné stavy (si,...,Ss)

Hrd& musi zvolit akci z (x, ..., xx)

Disledek stavu svéta a akce oznalujeme c(x, s)

UZitkovd funkce u(c(x,s))

Cilem hrace je vybrat optimalni akci, s ohledem na stav svéta
Informace o stavu svéta

Otekavani T = (7y,...,7Ts)

Pravdépodobnostni rozdéleni p; > 0, ; pi =1
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Optimalni akce

@ Optimalni akce maximalizuje
U(x, ) = myv(e(x, 1)) + -+ msv(c(x,S))

@ Ocekavani uréuji optimalni akci

P¥iklad: Dva stavy svéta (bude priet, nebude priet), dvé akce (vzit si
destnik, nevzit)

UZitek kdyZ nezmoknu a nenesu destnik je 200
Nést destnik snizuje uzitek o 10, zmoknuti o 100
Ocekavam, Ze bude priet s pravdépodobnosti 0.2.

Optimalni akce?

Vzit destnik je lepsi nez nevzit pokud

190 > 0.2 % 100 + 0.8 * 200 = 180
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Informace

@ Nové informace upFesiiuji stav svéta
e Informa&ni zdroj zprav {ms, ..., my}
@ Ozna&me j,,s pravd&podobnost, Ze stav svéta je s a zprdva je m
o P¥iklad: P¥edpovéd pocasi
P¥edpovéd stav svéta | Bude priet Nebude prset | Soucet
Dobrd predpovéd 0.2 0.1 0.5
Spatna p¥edpovéd 0.00 0.7 0.5
0.2 0.8 1
@ Definujeme nepodminénou pravdépodobnost g, signdlu m a
: , Jsm
Z]ms - T[S/ ZJmS - qm/ Ns‘m - — (]-)
m s qm

Casto dostavame zadanou kvalitu zdroje, nap¥. P(Dobra|Bude prset)

Zajim3 n3s vice P(Bude prset|Dobra)
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Pouzivani informaci

@ Jak optimaln& vyuZit zdroje informaci?
o Na zadkladé zpravy vytvofit novd, pfesnéjsi, oekavani
@ Jakd je pravdépodobnost, Ze bude priet, jestlize predpovéd je $patna?

P(spatna|prset) P(prset)

P(prset|spatna) = P(spatna)

P(spatna|prset)P(prset)
P(spatnal|prset) P(prset) 4+ P(spatna|nebude prset)P(nebude prset)

P(spatna&prset 0.7
P(prset|spatna) = % =38= 0.875 (4)

o Dalsi vztahy

qu|s = 1/Z7T5|m =1,
m S

@ Optimalni proces tvorby nového odhadu pomoci Bayesova pravidla

- . 7qum|s . 7qum|s
sim — -
| Ys TlsAm|s dm
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Ptiklady

e Pacient miZe mit rakovinu (stav sv&ta A), nebo ne (stav svéta N).
Apriorni odhad, Ze ndhodné vybrany &lovék ma rakovinu je 0.0001

@ Test u ¢lovéka s rakovinou je pozitivni s pravdépodobnosti 99%

o Test je pozitivni u &lovEka bez rakoviny s pravdépodobnostni 1%.

o Jaka je pravdépodobnost, Ze mate rakovinu kdyZ mate pozitivni test
(Tipn&te si 1)

31/10 13 /26
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Piklady

e Pacient miZe mit rakovinu (stav sv&ta A), nebo ne (stav svéta N).
Apriorni odhad, Ze ndhodné vybrany &lovék ma rakovinu je 0.0001

Test u Elovéka s rakovinou je pozitivni s pravdépodobnosti 99%

Test je pozitivni u &lovéka bez rakoviny s pravdépodobnostni 1%.

Jaka je pravdépodobnost, Ze mate rakovinu kdyZ mate pozitivni test
(Tipn&te si 1)

@ Vypocet a oznakeni: T4 = 0.0001, 7ty = 0.9999, g4 = 0.99,
quA =0.01
* 7T
p(A]1) = qiA*TTA 0.0001 % 0.99 _ 001

qua* Ta+ Gy * 7Ty 0.0001%0.99 + 0.01 x 0.9999

Vsimnéte si jak relativné kvalitni test mame a jak mald je posteriorni
pravdépodobnost nemoci

e Velmi jisty apriorni odhad, relativné(!) mélo informativni test
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P¥iklad—kino

Priklad

Uvazujete jak stravit vecer. Klidny ve¢er doma ma hodnotu (po normalizaci) 0,
zatimco dobry film v kin& ma hodnotu (po zapocteni nakladu) hodnotu 100,
zatimco 3patny film ma hodnotu -200. Odhadujete, Ze film je dobry s 50ti
procentni pravdépodobnosti. Chcete jit do kina? Co kdyZ dostanete moZnost
podivat se na online review. Review je pFiznivé s pravdépodobnosti 0.8, pokud je
film dobry a s pravdépodobnosti 0.4, pokud je film Spatny. Pokud je review
nepkiznivé, pijdete do kina? Pokud je pFiznivé?

Ptiklad
UvaZujete jak stravit vecer. Klidny veer doma ma hodnotu (po normalizaci) 0,
zatimco dobry film v kiné ma hodnotu (po zapoc¢teni nakladu) hodnotu X,
zatimco Spatny film ma hodnotu Y < 0. Odhadujete, Ze film je dobry s 50ti
procentni pravdépodobnosti. Opét mate k dispozici recenzi. Recenze je pFizniva s
pravdépodobnosti p, pokud je film dobry a s pravdépodobnosti 1 — p, pokud je
film Spatny. Jaké musi byt p, aby vds presvédCilo jit do kina?

v
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Hodnota informace

P¥esné&jsi odhad umoZiiuje lepsi rozhodovani a to md cenu

Signalizaéni zafizeni zvySuje uZitek

AU = Es{max EU( se signalem) — max EU(bez signalu)}

Nelze si koupit zpravu m, ale signalizaéni zaFizeni

Kazdy informa&ni ma nezdpornou hodnotu (zpravu Ize ignorovat)
e Hodnota v ,uZitku”

M
Z Im max Z n’s‘mv(c(x,s)) - max Z nev(c(x,s)),
=1 X€{xixxY sefsynss)

@ Monetdrni hodnota v je definovana pomoci posteriorniho odhadu
-
s|lm
M
Y am Y emv(c(x,s) —v) = max y n'sjv(c(x,s))
m=1 XE{Xl XX}SG{sl ..... s} X€{x1x Y sefsy s}
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Hodnota informace—aplikace

@ Informace ma hodnotu, pokud alespoii pro jeden stav svéta a jednu
zpravu vede ke zméné akce

o Monty Hall problém

@ Troje dvefe, za jednémi je cena. Hrac jedny vybere, ze zbylych dvou
jsou vybrdny ty, za kterymi nic neni (ndhodné)

@ Hra¢ dostane moznost zménit svoji volbu. Ma?

@ Kolik je nejvice hra€ ochoten za tuto informaci a moZnost zmény
zaplatit?

Jan Myslivegek (P¥ Muni) 31/10 16 / 26



Sekvenéni hra

@ Zatim jeden hrag, jedna zprava

@ Postupné zpracovani informace

Dva mozné stavy svéta (H, L), dvé& akce, optimdlni v riznych stavech
(aL, an)

U(ay,H) = U(a, L)=U>0= U(ay, L) = U(an, L)
Hra¢ii=1,2,...,%st=1,2,...

Hra¢ i hraje v kole /.

KaZzdy hra& ma vlastni signal (h nebo /)

Apriorni odhad p(H) = p(L)

Kvalita signdlu p = p(h|H) = p(/|L)
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Strategie hraci

Kazdy hrac zna jen sviij signal a minulé akce ostatnich hraca.

Kazdy hra¢ maximalizuje vlastni uZitek

Prvni hrd¢ ma jen svij signal

Signal je informativni, pravdépodobnost Ze stav svéta je H po signélu
’ p(hlH)p(H)

hH)p(H) + p(hIL)p(L) — °

Prvni hrad¢ hraje H kdyz dostane signdl h, L kdyz /.

p(H|h) = o

Druhy hra¢ vidi akci prvniho hrace

Z toho lze zjistit jaky mél signal

Pokud m3 stejny signal jako prvni hrag, voli stejnou akci

Pokud ma opa&ny signdl, jeho odhad je p(H|hl) = % = p(H|lh)

- , . . T . 1
Je indiferentni mezi ay a a;, predpokladejme Ze hraje s prav. 5
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Dalsi hradi

o Tteti hraZ znd signdl prvni hrace

@ Zna signal druhého hrace pokud byl opaény a druhy hra¢ zvolil
opacnou akci

@ Pokud vidi stejnou akci od prvnich dvou hraéi, neni jisté, Ze by oba
dostali stejny signal

o Pokud oba hra¢i zahrdli totéz, i tfeti hra¢ to zahraje bez ohledu na
svij signal

o Uvaime ay, ap, !,

P(HN(ap,ap) N1 _ P((an, an), [|H) P(H) _
P((ap,am), 1) P(H)P((ay,ap), I|H) + P(L)P((an, ap), I]L)
P(th|H + S P(hil|H) B
P(hhi[H) + 3 P(hll|H) + P(hhi|L) + S P(hlI[L) —
p’(L-p) +3p(1-p)° _
P2(1=p)+ 3p(L—p)2+p(L—p)2+ 5p2(1-p)
p+3i1-p p+1

1
- prsl-p _p+1 1
p+31-p 3 T2

P(H|(an, an, 1))

@ Hrac ignoruje vlastni informaci, voli ay.
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Informacéni kaskady

@ Po dvou stejnych akcich dalsi hradi ignoruji vlastni informaci
o Kdyby signaly byly pozorovatelné, informace by nebyla ignorovana
o Korektni kaskada za&ne po h¥e dvou hraci
Py = P(H)IP(hhH) + 2 P(I[H) + P(OIp(IIL) + 2 PURIL)] = 2 + 2 p(1~ p)

@ Nekorektni kaskada po h¥e dvou hraci

Py = P(H)P(IH) + 2 P(h[H) + P(L)[p(hhIL) + 2 PORIL)] = (1~ p)* + 2 p(1~ p)
o Zadna kaskada Pz = p(1 — p)
@ Pravdépodobnost, Ze nekorektni kaskada nékdy zalne

Py =Py+ P3Py + P2Py+ - = Plisz <%

@ Co se stane, kdyZ hraZ sleduje vlastni signal, pokud je indiferentni?
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Minule: motivace rliznych typ(i agent(i p¥es kontrakty

Vice (h) a mén& (/) produktivni agent, podil 6 typu h
Principalovi pfinesou wy, > w;

Pramérny vynos wy = 0wy, + (1 — 0)w;

Hodnota vedlejsi ptilezitosti (¢; < cp)

Co kdyz ¢, > wy?

Existuje-li aktivita levngjsi pro typ h, lze ji vyuZit k oddéleni typl
Vzdélani: bez vlivu na produktivitu

Naklady c(z, h) < c(z,1)
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Odligeni agenti

Konkurence mezi principaly
Principal bude vyZadovat vzdélani z aby dal mzdu wy, jinak w;

P¥iklad: ndklady c(z, h) = chz,c(z,1) = ¢z, ¢; > ¢

Hleddme kontrakt oddélujici riizné typy agenti

W—ChZ > W, W—CZ<w
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Grafické zobrazeni

A

\J

Obrazek: Grafické zobrazeni optimalniho kontraktu
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Optimalni kontrakt a pfiklad

Obecny kontrakt miZe vyzadovat dvé drovné vzdélani
Neni optimalni vyzadovat kladné vzdélani od / typu

Existuje ¥ada drovni, které Ize v rovnovaze vyzadovat od h typu

Konkurence mezi principaly vede na nejniZsi droveri kterd oddéluje
oba typy

Priklad

Dobra auta maji hodnotu 100000K¢ pro kupujici, 75 000KE pro
prodavajici, nespolehliva jen 50 000K¢ pro kupujici, 25 000K¢E pro
prodavajici. Existuje kone¢ny pocet aut na trhu, ale neomezend poptavka
(pFi téchto hodnotdch). V priméru dvé t¥etiny aut jsou spolehlivé, jedna
tfetina nespolehlivd. Prodavajici znaji kvalitu svého auta, kupujici ji nevidi.
Jaké ceny mohou nastat v rovnovaze? Co se stane, kdyZ kupujici dostanou
moZnost koupit si prohlidku auta za 1000K¢, kterad s jistotou uréi typ auta ?,
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Signalizace

Y4

V modelu selekce principal voli poZzadovanou droveri vzdélani
Casto ale agent musi zvolit vzdélani prvni—signalizuje typ
Podle existujicich Grovni vzdélani agentt principal nabidne kontrakty

V rovnovaze budou existovat dvé& trovné& vzdélani

Odpovidajici oekavani principéla, aby $lo o rovnovahu
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Priklad

Priklad

Nasledujici pFiklad ukazuje, Ze zatim probrané problémy asymetrie informaci se nemuseji vyskytovat oddé&lené&. Firma najimd
cestovniho agenta, ktery vyhledavd potencidlni zakazniky, aby jim prodal zboZi této firmy. Existuji dva typy agentii—s vysokou a
nizkou schopnosti (ability). Tyto schopnosti jsou v populaci rozdéleny rovnomérné, tj. ob& s 50ti procentni pravd&podobnosti.
Agent kromé toho voli usili—nizké (a = 0) nebo vysoké (a = 1). Jeho uZitkovd funkce je U(x, a) = \/x — a. Hodnota ostatnich
pfileZitosti je pro néj 5, tzn. Ze nikdy nepFijme kontrakt s ofekavanym uZitkem mensim neZ 5.

Pokud agent uspéje a podafi se mu prodat, firma dosdhne zisku $100. Sance ale zaviseji na dsili i na vrozené schopnosti. Pokud
ma agent vysokou schopnost a vyvine vysoké dsili, prodd s pravd&podobnosti .9. S vysokou schopnosti a nizkym dsilim prods s
pravd&podobnosti .6. S nizkou schopnosti a vysokym dsilim je pravd&podobnost tsp&chu .5, a v pFipadé& nizké schopnosti a
nizkého usili je to jen 0.3.

Predpokladejte, Ze dsili i typ agenta jsou pozorovatelné. Jaky je optimdini kontrakt pro agenta s nizkou schopnosti a pro agenta
s vysokou schopnosti? Jaky bude jimi zvolené dsili a zisk firmy?

Co se stane, kdyZ nabidnete tyto kontrakty v situaci, kdyZ nejste schopni pozorovat typ agentii?

Navrhnéte optimaini kontrakt(y) v situaci, kdy ani dsili ani typ agenta neni pozorovatelny. Jaky je vas zisk?
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