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Informace a nejistota

Řada událost́ı je značně nejistých

Informace o událostech je někdy obt́ıžně źıskatelná

Jistota má svoji hodnotu (pro někoho)

Užitková funkce U(x), x je koš jistých statk̊u

Oceněńı losu, akcie nebo investičńıho projektu?
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Loterie

Předpoklady: X množina

p : X → R0
+ konečné pravděpodobnostńı rozděleńı

Tedy p(x) ≥ 0 a supp(p) = {x : x ∈ X , p(x) > 0} je konečná,

∑x∈supp(p) p(x) = 1

Množinu všech p označujeme P

Př́ıklad: X = {0, 1000000Kč}, p(0) = 0.999999

Na P lze definovat následuj́ıćı operaci

Necht’ p, q ∈ P a α ∈ [0, 1]. Definujeme

(αp + (1− α)q)(x) = αp(x) + (1− α)q(x)

Ově̌rte, že výsledek této operace lež́ı opět v P.
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Preference

Motivace:

Start: Preference na X
Ćıl: Preference na množině loteríı P
Přirozené požadavky na preference na P
Striktńı preference, srovnatelné objekty

Axiom

Striktńı preference � jsou asymetrické a negativně transitivńı.
Asymetričnost znamená, že neexistuj́ı dvě loterie p, q takové, že by zároveň
platilo x � y a y � x. Negativně transitivńı preference muśı splňovat, že
pokud x � y, pak pro každé z ∈ P plat́ı bud’ x � z nebo z � y.

Axiom o nahraditelnosti

Axiom

Necht’ p, q ∈ P , p � q. Pro libovolné r ∈ P a α ∈ (0, 1) plat́ı

αp + (1− α)r � αq + (1− α)r .
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Preference a užitková funkce

Neexistence extrémńıch loteríı

Axiom

Necht’ p, q, r ∈ P takové, že p � q � r . Pak existuj́ı α, β ∈ (0, 1) takové,
že

αp + (1− α)r � q � βp + (1− β)r

Př́ıklad: X = R0
+, X je stav na účtu.

Př́ıklad: p � q ⇐⇒ Ep ≥ Eq, kde Ex je sťredńı hodnota loterie x

Splněńı těchto axiomů je ekvivalentńı existenci užitkové funkce

Věta

Preferenčńı uspǒrádáńı na množině P splňuje uvedené ťri axiomy tehdy a
jen tehdy, existuje-li funkce u : X → R taková, že

p � q ⇐⇒ ∑
x∈supp(p)

u(x)p(x) > ∑
x∈supp(q)

u(x)q(x),
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Averze k riziku

Odted’ X ⊂ R, jistá věc δx je loterie z P, δx (x) = 1

Neostré preference: x � y pokud neplat́ı, že y � x .

Indiference: x ∼ y pokud neplat́ı x � y ani y � x .

Věta

Pro libovolné x > y , x , y ∈ X plat́ı, že δx � δy tehdy a jen tehdy, je-li
p̌ŕıslušná užitková funkce u striktně rostoućı.

Definice

Označme Ep = ∑x xp(x). Pokud pro daného hráče plat́ı, že δEp � p,
ř́ıkáme, že hráč je rizikově averzńı.

Věta

Hráč je rizikově averzńı tehdy a jen tehdy, je-li p̌ŕıslušná užitková funkce
konkávńı.
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Př́ıklad

Los l : výhra 0 nebo 100 Kč, pravděpodobnost výhry je 0.1
Majetek hráče je p̌red kouṕı 100Kč. Užitková funkce u(x) =

√
x .

Je hráč averzńı k riziku? Hodnota losu?

E (l) = 10, u(110) > 0.1u(200) + 0.9u(100)

Protože 10.4880 > 10.414, agent je rizikově averzńı.
Maximálńı částka t co je ochoten zaplatit

u(100) = 0.1u(200− t) + 0.9u(100− t)

Řešeńı t = 5
8 (27

√
5− 47) = 8.36 < 10

Riziko vyhledávaj́ıćı p � δEp

Koeficient absolutńı averze k riziku

λ(x) = −u′′(x)
u′(x)

Konstantńı absolutńı averze k riziku u(x) = −e−λx

λ(x) ≥ 0 - rizikově averzńı preference
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Závěry

Užitková funkce u na X definujeme preference nad loteriemi

p � q ⇐⇒ ∑
x∈supp(p)

u(x)p(x) > ∑
x∈supp(q)

u(x)q(x)

Parametr postoje k riziku λ(x) = − u′′(x)
u′(x)

V́ıce rizikově averzńı hráč λ(x) ≥ η(x), ∀x
Firmy obvykle považujeme za rizikově neutrálńı (λ = 0)

Lidé jsou věťsinou rizikově averzńı (λ < 0)

Experimentálńı metody mě̌reńı averze k riziku (výběr mezi loteriemi s
r̊uzným rizikem)

Př́ıklad: Mám 5000 Kč, poťrebuji 10000Kč na operaci, jakou cenu má
loterie s p(10000) = 0.1?
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Rozhodováńı se p̌ri nejistotě

Nejistota o stavech světa

Možné stavy (s1, . . . , sS )
Hráč muśı zvolit akci z (x1, . . . , xX )
Důsledek stavu světa a akce označujeme c(x , s)
Užitková funkce u(c(x , s))
Ćılem hráče je vybrat optimálńı akci, s ohledem na stav světa

Informace o stavu světa

Očekáváńı π = (π1, . . . , πS )
Pravděpodobnostńı rozděleńı pi ≥ 0, ∑i pi = 1
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Optimálńı akce

Optimálńı akce maximalizuje

U(x , π) = π1v(c(x , 1)) + · · ·+ πSv(c(x , S))

Očekáváńı určuj́ı optimálńı akci

Př́ıklad: Dva stavy světa (bude přset, nebude přset), dvě akce (vźıt si
deštńık, nevźıt)

Užitek když nezmoknu a nenesu deštńık je 200

Nést deštńık snižuje užitek o 10, zmoknut́ı o 100

Očekávám, že bude přset s pravděpodobnost́ı 0.2.

Optimálńı akce?

Vźıt deštńık je lepš́ı než nevźıt pokud

190 > 0.2 ∗ 100 + 0.8 ∗ 200 = 180
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Informace

Nové informace up̌resňuj́ı stav světa

Informačńı zdroj zpráv {m1, . . . , mM}
Označme jms pravděpodobnost, že stav světa je s a zpráva je m

Př́ıklad: Předpověd’ počaśı
Předpověd stav světa Bude přset Nebude přset Součet

Dobrá p̌redpověd 0.2 0.1 0.5

Špatná p̌redpověd 0.00 0.7 0.5

0.2 0.8 1

Definujeme nepodḿıněnou pravděpodobnost qm signálu m a

∑
m

jms = πs , ∑
s

jms = qm, πs |m =
jsm
qm

(1)

Často dostáváme zadanou kvalitu zdroje, nap̌r. P(Dobra|Bude prset)
Zaj́ımá nás v́ıce P(Bude prset|Dobra)
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Použ́ıváńı informaćı

Jak optimálně využ́ıt zdroje informaćı?

Na základě zprávy vytvǒrit nová, p̌resněǰśı, očekáváńı

Jaká je pravděpodobnost, že bude přset, jestliže p̌redpověd’ je špatná?

P(prset|spatna) =
P(spatna|prset)P(prset)

P(spatna)
= (2)

=
P(spatna|prset)P(prset)

P(spatna|prset)P(prset) + P(spatna|nebude prset)P(nebude prset)
(3)

P(prset|spatna) =
P(spatna&prset)

P(spatna)
=

0.7
0.8

= 0.875 (4)

Daľśı vztahy

∑
m

qm|s = 1, ∑
s

πs |m = 1,

Optimálńı proces tvorby nového odhadu pomoćı Bayesova pravidla

πs |m =
πsqm|s

∑s πsqm|s
=

πsqm|s
qm
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Př́ıklady

Pacient může ḿıt rakovinu (stav světa A), nebo ne (stav světa N).
Apriorńı odhad, že náhodně vybraný člověk má rakovinu je 0.0001

Test u člověka s rakovinou je pozitivńı s pravděpodobnost́ı 99%
Test je pozitivńı u člověka bez rakoviny s pravděpodobnostńı 1%.

Jaká je pravděpodobnost, že máte rakovinu když máte pozitivńı test
(Tipněte si !)

Výpočet a označeńı: πA = 0.0001, πN = 0.9999, q1|A = 0.99,
q0|A = 0.01

p(A|1) =
q1|A ∗ πA

q1|A ∗ πA + q1|N ∗ πN
=

0.0001 ∗ 0.99

0.0001 ∗ 0.99 + 0.01 ∗ 0.9999
= 0.01

Všimněte si jak relativně kvalitńı test máme a jak malá je posteriorńı
pravděpodobnost nemoci

Velmi jistý apriorńı odhad, relativně(!) málo informativńı test
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Př́ıklad—kino

Př́ıklad

Uvažujete jak strávit večer. Klidný večer doma má hodnotu (po normalizaci) 0,
zat́ımco dobrý film v kině má hodnotu (po započteńı nákladu) hodnotu 100,
zat́ımco špatný film má hodnotu -200. Odhadujete, že film je dobrý s 50ti
procentńı pravděpodobnost́ı. Chcete j́ıt do kina? Co když dostanete možnost
pod́ıvat se na online review. Review je p̌ŕıznivé s pravděpodobnost́ı 0.8, pokud je
film dobrý a s pravděpodobnost́ı 0.4, pokud je film špatný. Pokud je review
nep̌ŕıznivé, p̊ujdete do kina? Pokud je p̌ŕıznivé?

Př́ıklad

Uvažujete jak strávit večer. Klidný večer doma má hodnotu (po normalizaci) 0,
zat́ımco dobrý film v kině má hodnotu (po započteńı nákladu) hodnotu X,
zat́ımco špatný film má hodnotu Y < 0. Odhadujete, že film je dobrý s 50ti
procentńı pravděpodobnost́ı. Opět máte k dispozici recenzi. Recenze je p̌ŕıznivá s
pravděpodobnost́ı p, pokud je film dobrý a s pravděpodobnost́ı 1− p, pokud je
film špatný. Jaké muśı být p, aby vás p̌resvědčilo j́ıt do kina?

Jan Mysliveček (Přf Muni) 31/10 14 / 26



Hodnota informace

Přesněǰśı odhad umožňuje lepš́ı rozhodováńı a to má cenu

Signalizačńı zǎŕızeńı zvyšuje užitek

∆U = Es{max EU( se signalem)−max EU(bez signalu)}

Nelze si koupit zprávu m, ale signalizačńı zǎŕızeńı

Každý informačńı má nezápornou hodnotu (zprávu lze ignorovat)

Hodnota v
”
užitku“

M

∑
m=1

qm max
x∈{x1 ,...,xX }

∑
s∈{s1 ,...,sS }

π′s |mv(c(x , s))− max
x∈{x1 ,...,xX }

∑
s∈{s1 ,...,sS }

π′s v(c(x , s)),

Monetárńı hodnota v je definovaná pomoćı posteriorńıho odhadu
π′

s |m
M

∑
m=1

qm max
x∈{x1 ,...,xX }

∑
s∈{s1 ,...,sS }

π′smv(c(x , s)− v) = max
x∈{x1 ,...,xX }

∑
s∈{s1 ,...,sS }

π′sj v(c(x , s))
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Hodnota informace–aplikace

Informace má hodnotu, pokud alespoň pro jeden stav světa a jednu
zprávu vede ke změně akce

Monty Hall problém

Troje dvěre, za jedněmi je cena. Hráč jedny vybere, ze zbylých dvou
jsou vybrány ty, za kterými nic neńı (náhodně)

Hráč dostane možnost změnit svoji volbu. Má?

Kolik je nejv́ıce hráč ochoten za tuto informaci a možnost změny
zaplatit?
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Sekvenčńı hra

Zat́ım jeden hráč, jedna zpráva

Postupné zpracováńı informace

Dva možné stavy světa (H , L), dvě akce, optimálńı v r̊uzných stavech
(aL, aH)

U(aH , H) = U(aL, L) = U > 0 = U(aH , L) = U(aH , L)
Hráči i = 1, 2, . . ., čas t = 1, 2, . . .
Hráč i hraje v kole i .

Každý hráč má vlastńı signál (h nebo l)

Apriorńı odhad p(H) = p(L)
Kvalita signálu p = p(h|H) = p(l |L)
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Strategie hráč̊u

Každý hráč zná jen sv̊uj signál a minulé akce ostatńıch hráč̊u.

Každý hráč maximalizuje vlastńı užitek

Prvńı hráč má jen sv̊uj signál

Signál je informativńı, pravděpodobnost že stav světa je H po signálu
h

p(H |h) =
p(h|H)p(H)

p(h|H)p(H) + p(h|L)p(L)
= p

Prvńı hráč hraje H když dostane signál h, L když l .

Druhý hráč vid́ı akci prvńıho hráče

Z toho lze zjistit jaký měl signál

Pokud má stejný signál jako prvńı hráč, voĺı stejnou akci

Pokud má opačný signál, jeho odhad je p(H |hl) = 1
2 = p(H |lh)

Je indiferentńı mezi aH a aL, p̌redpokládejme že hraje s prav. 1
2
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Daľśı hráči

Třet́ı hráč zná signál prvńı hráče

Zná signál druhého hráče pokud byl opačný a druhý hráč zvolil
opačnou akci

Pokud vid́ı stejnou akci od prvńıch dvou hráč̊u, neńı jisté, že by oba
dostali stejný signál

Pokud oba hráči zahráli totéž, i ťret́ı hráč to zahraje bez ohledu na
sv̊uj signál

Uvažme aH , aH , l ,

P(H |(aH , aH , l)) =
P(H ∩ (aH , aH ) ∩ l)

P((aH , aH ), l)
=

P((aH , aH ), l |H)P(H)
P(H)P((aH , aH ), l |H) + P(L)P((aH , aH ), l |L)

=

=
P(hhl |H) + 1

2 P(hll |H)
P(hhl |H) + 1

2 P(hll |H) + P(hhl |L) + 1
2 P(hll |L)

=

=
p2(1− p) + 1

2 p(1− p)2

p2(1− p) + 1
2 p(1− p)2 + p(1− p)2 + 1

2 p2(1− p)
=

=
p + 1

2 (1− p)
3
2 p + 3

2 (1− p)
=

p + 1

3
>

1

2

Hráč ignoruje vlastńı informaci, voĺı aH .
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Informačńı kaskády

Po dvou stejných akćıch daľśı hráči ignoruj́ı vlastńı informaci

Kdyby signály byly pozorovatelné, informace by nebyla ignorována
Korektńı kaskáda začne po ȟre dvou hráč̊u

P1 = P(H)[P(hh|H) +
1

2
P(hl |H) + P(L)[p(ll |L) +

1

2
P(lh|L)] = p2 +

1

2
p(1− p)

Nekorektńı kaskáda po ȟre dvou hráč̊u

P2 = P(H)[P(ll |H) +
1

2
P(hl |H) + P(L)[p(hh|L) +

1

2
P(lh|L)] = (1− p)2 +

1

2
p(1− p)

Žádná kaskáda P3 = p(1− p)
Pravděpodobnost, že nekorektńı kaskáda někdy začne

P ′2 = P2 + P3P2 + P2
3 P2 + · · · = P2

P1 + P2
<

1

2

Co se stane, když hráč sleduje vlastńı signál, pokud je indiferentńı?
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Selekce

Minule: motivace r̊uzných typů agent̊u p̌res kontrakty

V́ıce (h) a méně (l) produktivńı agent, pod́ıl θ typu h

Principálovi p̌rinesou wh > wl

Pr̊uměrný výnos w0 = θwh + (1− θ)wl

Hodnota vedleǰśı p̌ŕıležitosti (cl < ch)

Co když ch > w0?

Existuje-li aktivita levněǰśı pro typ h, lze ji využ́ıt k odděleńı typů

Vzděláńı: bez vlivu na produktivitu

Náklady c(z , h) < c(z , l)
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Odlǐseńı agent̊u

Konkurence mezi principály

Principál bude vyžadovat vzděláńı z aby dal mzdu wh, jinak wl

Př́ıklad: náklady c(z , h) = chz , c(z , l) = clz , cl > ch

Hledáme kontrakt odděluj́ıćı r̊uzné typy agent̊u

w − chz ≥ wl , w − clz ≤ wl
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Grafické zobrazeńı

Uh = w − chz

U l = w − clz

(ẑ, ŵ)

(z, w)

Obrázek: Grafické zobrazeńı optimálńıho kontraktu

Jan Mysliveček (Přf Muni) 31/10 23 / 26



Optimálńı kontrakt a p̌ŕıklad

Obecný kontrakt může vyžadovat dvě úrovně vzděláńı

Neńı optimálńı vyžadovat kladné vzděláńı od l typu

Existuje řada úrovńı, které lze v rovnováze vyžadovat od h typu

Konkurence mezi principály vede na nejnižš́ı úroveň která odděluje
oba typy

Př́ıklad

Dobrá auta maj́ı hodnotu 100000Kč pro kupuj́ıćı, 75 000Kč pro
prodávaj́ıćı, nespolehlivá jen 50 000Kč pro kupuj́ıćı, 25 000Kč pro
prodávaj́ıćı. Existuje konečný počet aut na trhu, ale neomezená poptávka
(p̌ri těchto hodnotách). V pr̊uměru dvě ťretiny aut jsou spolehlivé, jedna
ťretina nespolehlivá. Prodávaj́ıćı znaj́ı kvalitu svého auta, kupuj́ıćı ji nevid́ı.
Jaké ceny mohou nastat v rovnováze? Co se stane, když kupuj́ıćı dostanou
možnost koupit si prohĺıdku auta za 1000Kč, která s jistotou urč́ı typ auta?
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Signalizace

V modelu selekce principál voĺı požadovanou úroveň vzděláńı

Často ale agent muśı zvolit vzděláńı prvńı—signalizuje typ

Podle existuj́ıćıch úrovńı vzděláńı agent̊u principál nab́ıdne kontrakty

V rovnováze budou existovat dvě úrovně vzděláńı

Odpov́ıdaj́ıćı očekáváńı principála, aby šlo o rovnováhu
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Př́ıklad

Př́ıklad
Následuj́ıćı p̌ŕıklad ukazuje, že zat́ım probrané problémy asymetrie informaćı se nemusej́ı vyskytovat odděleně. Firma naj́ımá
cestovńıho agenta, který vyhledává potenciálńı zákazńıky, aby jim prodal zbož́ı této firmy. Existuj́ı dva typy agent̊u—s vysokou a
ńızkou schopnost́ı (ability). Tyto schopnosti jsou v populaci rozděleny rovnoměrně, tj. obě s 50ti procentńı pravděpodobnost́ı.
Agent kromě toho voĺı úsiĺı—ńızké (a = 0) nebo vysoké (a = 1). Jeho užitková funkce je U(x , a) =

√
x − a. Hodnota ostatńıch

p̌ŕıležitost́ı je pro něj 5, tzn. že nikdy nep̌rijme kontrakt s očekávaným užitkem menš́ım než 5.
Pokud agent uspěje a podǎŕı se mu prodat, firma dosáhne zisku $100. Šance ale závisej́ı na úsiĺı i na vrozené schopnosti. Pokud
má agent vysokou schopnost a vyvine vysoké úsiĺı, prodá s pravděpodobnost́ı .9. S vysokou schopnost́ı a ńızkým úsiĺım prodá s
pravděpodobnost́ı .6. S ńızkou schopnost́ı a vysokým úsiĺım je pravděpodobnost úspěchu .5, a v p̌ŕıpadě ńızké schopnosti a
ńızkého úsiĺı je to jen 0.3.
Předpokládejte, že úsiĺı i typ agenta jsou pozorovatelné. Jaký je optimálńı kontrakt pro agenta s ńızkou schopnost́ı a pro agenta
s vysokou schopnost́ı? Jaký bude jimi zvolené úsiĺı a zisk firmy?
Co se stane, když nab́ıdnete tyto kontrakty v situaci, když nejste schopni pozorovat typ agent̊u?
Navrhněte optimálńı kontrakt(y) v situaci, kdy ani úsiĺı ani typ agenta neńı pozorovatelný. Jaký je váš zisk?
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