1 Hra s elektronickou postou

V tomto kurzu casto studujeme chovani lidi, které zavisi na tom, jaké informace maji k dispozici.
Neékdy je potieba, aby urcité informace byly vieobecné znamé (common knowledge), coz znamena,
ze kazdy danou informaci vi, ale také vi, ze vsichni ostatni ji vi, a ze vSichni ostatni vi, ze vSichni
ostatni vi, ze ji vi atd. Nasledujici piiklad ukazuje, Zze existuje podstatny rozdil mezi tim, kdyz
tento fetézec je nekonecny, a situaci, kdy je dlouhy, ale konec¢ny.

Predstavme si situaci, kdy pfiroda rozhoduje o tom, jakou hru dva hrac¢i hraji. Pokud je
stav svéta a, hraje se hra G,, pokud je stav svéta b, hraje se hra Gp. Stav svéta a nastane s
pravdépodobnosti 1 —p > %7 stav b s pravdépodobnosti p.
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Prvni hrac¢ se vzdy dozvi, jaky je stav svéta, tedy i jaka hra se hraje. V§imnéte si, ze hraci by
radi hréli strategii odpovidajici stavu svéta (tj. A v G, a B v Gp,). Ovsem pokud si dany hraé¢ neni
jisty tim, ze ve stavu svéta b i protihra¢ zahraje B, je pro néj riskantni to udélat. Optimalni akce
tedy zdalezi na stavu svéta. Prvni hrd¢ ma tedy motivaci informovat druhého hrace o stavu svéta.
Pokud by existoval dokonaly komunika¢ni prostiedek, tak by hraci hréli vzdy totéz a spravné.
Predpoklddejme, ze dokonald komunikace ale neni mozné a ze prenos informace je zprostiedkovan
nasledujicim pfistrojem.

Jakmile je stav svéta odhalen prvnimu hraci, jeho pocitac zcela automaticky odesle email

prvnimu hraci, pokud je stav svéta b. Ve stavu svéta a nic poslano neni. Existuje malé pravdépodobnost

e > 0, ze odesland zpréva nebude dorucena (ztrati se). Pocita¢ druhého hréce, pokud zprava do-
jde, odesle automaticky potvrzeni prvnimu hraci. Ten opét posle potvrzeni zpét, pokud zpravu
dostane. Kazda zpriava mé stejnou pravdépodobnost ztraty (¢). Takto se vymeénuji potvrzeni az
do okamziku, kdy se zprava ztrati.

Pak se kazdy hra¢ dozvi, kolik zprav (puvodni zprdva + potvrzeni u prvniho hrace, pocet
potvrzeni u druhého hréce) jeho pocita¢ odeslal. Protoze po pfijeti zpravy se vzdy dalsi zprdva
odesle, je to i pocet prijatych zprav. Zpravy se ztraceji jediné na cesté mezi pocitaci, takze pocet
odeslanych zprav pocitacem jednoho hrace se 1isi od poctu zprav prijatych druhych pocitacem.

Poté, co se hraci dozvi pocet zprav odeslanych jeho poéitacem, zvoli akci (A nebo B). Tato volba
je soucasna. Vsimnéte si, ze az do okamziku volby akce, ktera nasleduje po ukonceni komunikace,
hraci nic nevoli - hraje pifroda. Ozna¢me {(q, ¢')} mnozinu stavu svéta, kde ¢' = ¢—1 nebo ¢’ = q.
Jakmile je stav svéta (0,0), prvni hréc vi, Ze stav svéta je A. Druhy hrac ale nevi, jestli nastal stav
svéta A a zddnd zprava nebyla odesldana, nebo stav svéta je B a zprava byla posldna, ale nedosla.
zpravu (¢’ = 1) a jenom nedoslo zpétné potvrzeni, nebo druhy hra¢ zpradvu ani nedostal (¢’ = 0).
Jakmile je stav svéta (q,q¢"),q > 1,¢' > 1), oba hréci vi, jaky je stav svéta. Nejsou si samozfejmeé
jisti, zda druhy hrac vi, ze prvni hra¢ vi (a tak déle).
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Zasadni pro rozhodovani hracu v této poziéni hie jsou ocekdvani. Napiiklad pokud druhy hréc
nedostane zadnou zpravu, jaka je pravdépodobnost, ze stav svéta je a a tedy ze zadnd zprava
nebyla odeslana? Jaka je pravdépodobnost, ze stav svéta je b a zprava byla odesldna z pocitace
prvniho hréce, ale ztratila se po cesté? Toto o¢ekavani prirozené ovliviuje to, co druhy hra¢ bude
hrat. V poziénich hrach jsou otekdvani zalozena na tom, jak hraji (vSichni) hréci a také jak voli
pifroda. V této hie to je ale jen a jen pfiroda (ndhoda), co urcuje, s jakou pravdépodobnosti se
dany hrac nachdzi v pislusné ¢asti informaéni mnoziny. Protoze volba akci obou hrécu je soucasna
(obrazek toto zobrazuje jen nedokonale), klicové o¢ekdvani je pro prvniho hrace zda je stav svéta



(¢, — 1) nebo (g,q). Pro druhého hrace to jsou moznosti (q,q), (¢ + 1,q). Tato ocekavéani jsou
kompletné urcena chovanim pfirody, tedy pravdépodobnostmi, se kterymi je ndhodné urcen stav
svéta a doruceni zprdv. Vsimnéte si, Ze vSechny informaéni mnoZiny jsou dosazeny, byt s velmi
nizkou pravdépodobnosti.

Pravdépodobnosti, Ze stav svéta je (q,q’) jsou

pi(0,0) =1—p,pi(¢+1,q) = pe(l —€)*,pi(qg+1,g+1) = pe(1 —&)**! ¢ >0

7 téchto pravdépodobnosti lze snadno odvodit o¢ekavani v jednotlivych informaénich mnozinach.

Klicovy vysledek je, ze existuje jedind Nashova rovnovdha, a tou je zahrat A pro oba hréace
a pro vechny stavy svéta (tedy bez ohledu na to, kolik zprév bylo posldno). Dikaz provedeme
matematickou indukei. Pokud je stav svéta (0,0), pak je pro prvniho hrace striktné dominantn{
hrat A. To znamend, ze v kazdé Nashové rovnovéaze musi prvni hrd¢ hrat A. Druhy hrac se
rozhoduje v informaéni mnoziné {(0,0), (1,0)}. Prvni hré¢ v piipadé, ze stav svéta je (0,0) hraje
A. Pro druhého hrac¢e musime porovnat vynosy z jeho hry A a B. To samoziejmé obecné zavisi na
strategii prvniho hrice ve stavu svéta (1,0), ale 1ze snadno spocitat, ze tentokrdt tomu tak neni.
Druhy hra¢ vyhraje vzdy vice hranim A nez hranim B. S pravdépodobnosti (1 —p)/[(1 — p) + pe]
nastane stav svéta a, kdy prvni hra¢ hraje A. S pravdépodobnosti ep/[(1 — p) + pe] je stav svéta
(1,0). Kdyby prvni hra¢ zvolil A ve stavu svéta (1,0), pak by oba vyhréli 0, kdyby prvni hrac¢
zvolil B, by ve stavu svéta (1,0) druhy hra¢ prohrél L, s pravdépodobnosti pe/[(1 — p) + pe].
Vyhraje tedy
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kde X : oznacuje piipad, kdy prvni hra¢ hraje X pii stavu svéta (1,0).} Porovnanim obou vyrazi
pro A : i B : vidime, Ze vyrazy v prvnim fadku jsou vétsi a proto je vyhodnéjsi pro druhého hréce
hrét A. Srovnéni takto plati, protoze 1 — p > % > pe a M < L. Takze bez ohledu na to, co hraje
prvoi hraé¢ v informaéni mnoziné {(1,0), (1,1)}, pro druhého hréce je optimdlni hrat A. Takto lze
postupovat dale indukeci. VyteSme ale nejprve jesté na ukazku rozhodnuti prvniho hrace praveé v
informaéni mnoziné {(1,0), (1,1)}. O¢ekdvani, ze stav svéta je (1,0) pokud se hra¢ nachdzi v dané
informaé¢ni mnoziné, je
L pe(l —¢€)° - 1
pe(l—e)0+pe(l—e)t = 2
Z predchozi ¢asti vime, ze v takovém pripadé (pii stavu svéta (1,0)) druhy hra¢ hraje A. Kdyby
prvni hra¢ hral B, pak by ziskal nejvyse z(—L) + (1 — z) M, zatimco hrou A ziskd nejméné 0.
Protoze L > M a z > %, je lepsi hrat A i pro prvniho hrace v této informacni mnoziné.
Analogicky lze postupovat pro druhého hrace v informaéni mnoziné {(1,1),2,1)}, pak pro
prvniho hréce v mnoziné {(2,1),2,2)}.

Piiklad 1.0.1 (Lehky) Sami provedte indukénd krok, tj, ukazte, Ze pokud pro stavy svéta (q,q'), g+
q < 2t je optimdlni pro oba hrdce A, pak je optimdini pro pruniho hrdce volit A ve informacni
mnoziné prislusné stavu svéta (t,t). Podobné pro druhého hrdce. Argument je v podstaté identicky
poslednimu argumentu predchdzejicimu tomuto prikladu.

Jak vidime, tak timto postupem dokazeme, ze v Nashové rovnovaze musi kazdy hrac¢ hrat A,
bez ohledu na to, jak mald pravdépodobnost selhani € je. Nékteré klicové predpoklady jsou pro
tento vysledek potieba. Zejména z > %, ale také | zejména to, ze hrat B je riskantni, i kdyz stav
svéta je B, pokud tak nehraje i protihra¢. Kdyby totiz —L byl trest pro hrace hrajictho Spatnou
akci (raznou od stavu svéta), tak by model nefungoval. OvSem to neznamend, ze takova situace
nemuze redlné nastat.

Na druhou stranu je samoziejmé obtizné predstavit si, ze po shlédnuti vysokého ¢isla na ob-
razovce by nékdo presto zahral A. Podobny rozpor mezi teoretickou predikci a experimentalné
pozorovatelnou zkusSenosti ale lze pozorovat i u dalsich her—koneénékrat opakovaného Vézinova
dilematu, hie ve které si hraci déli urcitou ¢astku a prvni navrhuje rozdéleni a druhy jej schvaluje
(Ultimatum game). Vysledek je presto jisté zajimavy, byt primarné z teoretického hlediska.

1Zcela formalné, X je strategie prvniho hrage v informaénf mnoziné {(1,0), (1,1)}, protoze prvni hra¢ nevi, zda
druhy hrac zprdavu dostal a potvrzeni se ztratilo, ¢i zda se ztratila samotné zprava.



