
1 Hra s elektronickou poštou

V tomto kurzu často studujeme chováńı lid́ı, které záviśı na tom, jaké informace maj́ı k dispozici.
Někdy je potřeba, aby určité informace byly všeobecně známé (common knowledge), což znamená,
že každý danou informaci v́ı, ale také v́ı, že všichni ostatńı ji v́ı, a že všichni ostatńı v́ı, že všichni
ostatńı v́ı, že ji v́ı atd. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že existuje podstatný rozd́ıl mezi t́ım, když
tento řetězec je nekonečný, a situaćı, kdy je dlouhý, ale konečný.

Představme si situaci, kdy př́ıroda rozhoduje o tom, jakou hru dva hráči hraj́ı. Pokud je
stav světa a, hraje se hra Ga, pokud je stav světa b, hraje se hra Gb. Stav světa a nastane s
pravděpodobnost́ı 1− p > 1

2 , stav b s pravděpodobnost́ı p.

Ga A B
A M,M 1, -L
B -L, 1 0,0

Gb A B
A M,M 1, -L
B -L, 1 0,0

Prvńı hráč se vždy dozv́ı, jaký je stav světa, tedy i jaká hra se hraje. Všimněte si, že hráči by
rádi hráli strategii odpov́ıdaj́ıćı stavu světa (tj. A v Ga a B v Gb). Ovšem pokud si daný hráč neńı
jistý t́ım, že ve stavu světa b i protihráč zahraje B, je pro něj riskantńı to udělat. Optimálńı akce
tedy zálež́ı na stavu světa. Prvńı hráč má tedy motivaci informovat druhého hráče o stavu světa.
Pokud by existoval dokonalý komunikačńı prostředek, tak by hráči hráli vždy totéž a správně.
Předpokládejme, že dokonalá komunikace ale neńı možné a že přenos informace je zprostředkován
následuj́ıćım př́ıstrojem.

Jakmile je stav světa odhalen prvńımu hráči, jeho poč́ıtač zcela automaticky odešle email
prvńımu hráči, pokud je stav světa b. Ve stavu světa a nic posláno neńı. Existuje malá pravděpodobnost
ε > 0, že odeslaná zpráva nebude doručena (ztrat́ı se). Poč́ıtač druhého hráče, pokud zpráva do-
jde, odešle automaticky potvrzeńı prvńımu hráči. Ten opět pošle potvrzeńı zpět, pokud zprávu
dostane. Každá zpráva má stejnou pravděpodobnost ztráty (ε). Takto se vyměňuj́ı potvrzeńı až
do okamžiku, kdy se zpráva ztrat́ı.

Pak se každý hráč dozv́ı, kolik zpráv (p̊uvodńı zpráva + potvrzeńı u prvńıho hráče, počet
potvrzeńı u druhého hráče) jeho poč́ıtač odeslal. Protože po přijet́ı zprávy se vždy daľśı zpráva
odešle, je to i počet přijatých zpráv. Zprávy se ztrácej́ı jedině na cestě mezi poč́ıtači, takže počet
odeslaných zpráv poč́ıtačem jednoho hráče se lǐśı od počtu zpráv přijatých druhých poč́ıtačem.

Poté, co se hráči dozv́ı počet zpráv odeslaných jeho poč́ıtačem, zvoĺı akci (A nebo B). Tato volba
je současná. Všimněte si, že až do okamžiku volby akce, která následuje po ukončeńı komunikace,
hráči nic nevoĺı - hraje př́ıroda. Označme {(q, q′)} množinu stav̊u světa, kde q′ = q−1 nebo q′ = q.
Jakmile je stav světa (0, 0), prvńı hráč v́ı, že stav světa je A. Druhý hráč ale nev́ı, jestli nastal stav
světa A a žádná zpráva nebyla odeslána, nebo stav světa je B a zpráva byla poslána, ale nedošla.
Jakmile je stav světa (1, 0), prvńı hráč již v́ı, že stav světa je B, ale nev́ı, zda druhý hráč dostal
zprávu (q′ = 1) a jenom nedošlo zpětné potvrzeńı, nebo druhý hráč zprávu ani nedostal (q′ = 0).
Jakmile je stav světa (q, q′), q ≥ 1, q′ ≥ 1), oba hráči v́ı, jaký je stav světa. Nejsou si samozřejmě
jist́ı, zda druhý hráč v́ı, že prvńı hráč v́ı (a tak dále).

•
p //

1−p

��

•
1−ε //

ε

��

•
1−ε //

ε

��

•
1−ε //

ε

��

· · ·

(0, 0)

A

yytttttttttt
B

��

(1, 0)

A

��

B

$$IIIIIIIII
1

(1, 1) (2, 1) · · ·

•
2

A

yytttttttttt
B

��

•

B

$$IIIIIIIII

A

��

•

A

��

B

$$IIIIIIIII •

A %%JJJJJJJJJJ
B

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUU · · ·

(M, M) (1,−L) (−L, 1) (0, 0) (0, 0) (1,−L) (−L, 1) (M, M)

Zásadńı pro rozhodováńı hráč̊u v této pozičńı hře jsou očekáváńı. Např́ıklad pokud druhý hráč
nedostane žádnou zprávu, jaká je pravděpodobnost, že stav světa je a a tedy že žádná zpráva
nebyla odeslána? Jaká je pravděpodobnost, že stav světa je b a zpráva byla odeslána z poč́ıtače
prvńıho hráče, ale ztratila se po cestě? Toto očekáváńı přirozeně ovlivňuje to, co druhý hráč bude
hrát. V pozičńıch hrách jsou očekáváńı založena na tom, jak hraj́ı (všichni) hráči a také jak voĺı
př́ıroda. V této hře to je ale jen a jen př́ıroda (náhoda), co určuje, s jakou pravděpodobnost́ı se
daný hráč nacháźı v př́ıslušné části informačńı množiny. Protože volba akćı obou hráč̊u je současná
(obrázek toto zobrazuje jen nedokonale), kĺıčové očekáváńı je pro prvńıho hráče zda je stav světa
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(q, q − 1) nebo (q, q). Pro druhého hráče to jsou možnosti (q, q), (q + 1, q). Tato očekáváńı jsou
kompletně určena chováńım př́ırody, tedy pravděpodobnostmi, se kterými je náhodně určen stav
světa a doručeńı zpráv. Všimněte si, že všechny informačńı množiny jsou dosaženy, byt’ s velmi
ńızkou pravděpodobnost́ı.

Pravděpodobnosti, že stav světa je (q, q′) jsou

pi(0, 0) = 1− p, pi(q + 1, q) = pε(1− ε)2q, pi(q + 1, q + 1) = pε(1− ε)2q+1, q ≥ 0

Z těchto pravděpodobnost́ı lze snadno odvodit očekáváńı v jednotlivých informačńıch množinách.
Kĺıčový výsledek je, že existuje jediná Nashova rovnováha, a tou je zahrát A pro oba hráče

a pro všechny stavy světa (tedy bez ohledu na to, kolik zpráv bylo posláno). Důkaz provedeme
matematickou indukćı. Pokud je stav světa (0, 0), pak je pro prvńıho hráče striktně dominantńı
hrát A. To znamená, že v každé Nashově rovnováze muśı prvńı hráč hrát A. Druhý hráč se
rozhoduje v informačńı množině {(0, 0), (1, 0)}. Prvńı hráč v př́ıpadě, že stav světa je (0, 0) hraje
A. Pro druhého hráče muśıme porovnat výnosy z jeho hry A a B. To samozřejmě obecně záviśı na
strategii prvńıho hráče ve stavu světa (1, 0), ale lze snadno spoč́ıtat, že tentokrát tomu tak neńı.
Druhý hráč vyhraje vždy v́ıce hrańım A než hrańım B. S pravděpodobnost́ı (1− p)/[(1− p) + pε]
nastane stav světa a, kdy prvńı hráč hraje A. S pravděpodobnost́ı εp/[(1− p) + pε] je stav světa
(1, 0). Kdyby prvńı hráč zvolil A ve stavu světa (1, 0), pak by oba vyhráli 0, kdyby prvńı hráč
zvolil B, by ve stavu světa (1, 0) druhý hráč prohrál L, s pravděpodobnost́ı pε/[(1 − p) + pε].
Vyhraje tedy

A :
M(1− p)

(1− p) + pε
+ 0, B :

M(1− p)
(1− p) + pε

+
pε

(1− p) + pε

což je v́ıce než kdyby druhý hráč hrál B:

A :
(−L)(1− p)
(1− p) + pε

+
(−L)pε

(1− p) + pε
,

(−L)(1− p)
(1− p) + pε

+
pεM

(1− p) + pε
,

kde X : označuje př́ıpad, kdy prvńı hráč hraje X při stavu světa (1, 0).1 Porovnáńım obou výraz̊u
pro A : i B : vid́ıme, že výrazy v prvńım řádku jsou větš́ı a proto je výhodněǰśı pro druhého hráče
hrát A. Srovnáńı takto plat́ı, protože 1− p > 1

2 > pε a M < L. Takže bez ohledu na to, co hraje
prvńı hráč v informačńı množině {(1, 0), (1, 1)}, pro druhého hráče je optimálńı hrát A. Takto lze
postupovat dále indukćı. Vyřešme ale nejprve ještě na ukázku rozhodnut́ı prvńıho hráče právě v
informačńı množině {(1, 0), (1, 1)}. Očekáváńı, že stav světa je (1, 0) pokud se hráč nacháźı v dané
informačńı množině, je

z =
pε(1− ε)0

pε(1− ε)0 + pε(1− ε)1
>

1
2
.

Z předchoźı části v́ıme, že v takovém př́ıpadě (při stavu světa (1, 0)) druhý hráč hraje A. Kdyby
prvńı hráč hrál B, pak by źıskal nejvýše z(−L) + (1 − z)M , zat́ımco hrou A źıská nejméně 0.
Protože L > M a z > 1

2 , je lepš́ı hrát A i pro prvńıho hráče v této informačńı množině.
Analogicky lze postupovat pro druhého hráče v informačńı množině {(1, 1), 2, 1)}, pak pro

prvńıho hráče v množině {(2, 1), 2, 2)}.
Př́ıklad 1.0.1 (Lehký) Sami proved’te indukčńı krok, tj, ukažte, že pokud pro stavy světa (q, q′), q+
q′ < 2t je optimálńı pro oba hráče A, pak je optimálńı pro prvńıho hráče volit A ve informačńı
množině př́ıslušné stavu světa (t, t). Podobně pro druhého hráče. Argument je v podstatě identický
posledńımu argumentu předcházej́ıćımu tomuto př́ıkladu.

Jak vid́ıme, tak t́ımto postupem dokážeme, že v Nashově rovnováze muśı každý hráč hrát A,
bez ohledu na to, jak malá pravděpodobnost selháńı ε je. Některé kĺıčové předpoklady jsou pro
tento výsledek potřeba. Zejména z > 1

2 , ale také , zejména to, že hrát B je riskantńı, i když stav
světa je B, pokud tak nehraje i protihráč. Kdyby totiž −L byl trest pro hráče hraj́ıćıho špatnou
akci (r̊uznou od stavu světa), tak by model nefungoval. Ovšem to neznamená, že taková situace
nemůže reálně nastat.

Na druhou stranu je samozřejmě obt́ıžné představit si, že po shlédnut́ı vysokého č́ısla na ob-
razovce by někdo přesto zahrál A. Podobný rozpor mezi teoretickou predikćı a experimentálně
pozorovatelnou zkušenost́ı ale lze pozorovat i u daľśıch her—konečněkrát opakovaného Vězňova
dilematu, hře ve které si hráči děĺı určitou částku a prvńı navrhuje rozděleńı a druhý jej schvaluje
(Ultimatum game). Výsledek je přesto jistě zaj́ımavý, byt’ primárně z teoretického hlediska.

1Zcela formálně, X je strategie prvńıho hráče v informačńı množině {(1, 0), (1, 1)}, protože prvńı hráč nev́ı, zda
druhý hráč zprávu dostal a potvrzeńı se ztratilo, či zda se ztratila samotná zpráva.
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