2 Domaci kol 2—ReSeni

Priiklad 2.1 Firma X wvazuje o tézbé ropy. Na zdkladé véech zatim dostupnijch informaci firma
odhaduje, Ze narazi na ropu s dvacetiprocentni pravdépodobnosti. Naklady na tézbu jsou 75 mil.
K¢é. Pokud se v daném misté ropa nachdzi, vynos bude 475 mil. Ké. Md zisk-maximalizujici firma
zaCtt teézit? Firma md moznost koupit zcela novy test, ktery zcela presné odhali, zda dané misto
obsahuje ropu. Jakou nejuyssi ¢dstku je firma ochotnd zaplatit za tento test? Ndklady na tézbu se
provedenim testu nezmeénd.

Reseni 2.1 Pokud firma nemd test k dispozici, bude téZit pokud ocekdvany vinos presihne ndklady.
Ocekdvany vynos je uréen soucinem pravdépodobnosti a vynosu, ndklady jsou konstantni, ve vysi
75m K¢é. ProtoZe tedy

0.2 % 475m = 95m > 75m,

je pro firmu optimdlni zahdjit tézbu. Ocekdvany zisk je 20m K¢.

Pokud firma bude mit k dispozici test, pak po provedeni testu bude tézit jen pokud vi, Ze na
ropu narazi. Firma je ochotna zaplatit takovou éastku x, aby jeji ocekdvany zisk neklesl pod iroven
zisku, ktery si firma muZe sama zarucit, tedy

0.2 % (475 — 75) — x = 20, = x = 60m

Firma je ochotna zaplatit aZ 60m K¢ za tento test.

Priklad 2.2 Monitoring dvou agenti. Predstavte si, Ze jste $éf dvou zaméstnanciu. Kazdy z nich
se miiZe v prdci budto fldkat (F) nebo turdé diit. Viysledek jejich prdce pro vds maiZe byt priznivy
(hruby zisk 10) nebo nepriznivy (zisk 0). Pravdépodobnost, Ze tvrdé pracugjici zaméstnanec vytvori
priznivy vysledek je 0.7, cozZ je i pravdépodobnost, Ze flikajici se zaméstnanec vytvori nepriznivy
vysledek. Zameéstnanci se ale vzdjemné ovlivriugi. Pokud oba tvrdé pracugi, tak s pravdépodobnostni
0.6 oba vytvori priznivy vysledek. Ta pravdépodobnost je jen 0.2 pokud se oba flikaji a 0.25 pokud
se jeden flikd a druhy die.! UZitkovd funkce obou hrdci je U(w,a) = Jw — a, kde w je mzda
(wage) a a = 0.8 pokud agent die, 0 pokud se flikd. Kazdy hra¢ md hodnotu vedlejsi prileZitosti
rovnu 1.

1. Predpoklddejte, Ze informace o vynaloZeném usili zaméstnanci je verejnd. Budete preferovat,
aby se oba dreli, flakali nebo aby se jeden flikal a druhy diel? Kolik jim zaplatite?

2. Predpoklddejte, Ze usili nend verejné. Kontrakt, ktery muzete nabidnout, musi mit ndsledujici
podobu. Zaplatim X pokud visledek je uspésny, Y pokud je neuspésny. Stejny kontrakt
musi byt nabidnut obéma potencidlnim zaméstnancim. Kontrakt musi byt prijatelny pro
zaméstnance. Jaky je optimdini kontrakt a k jakému vede usili?

3. Nyni predpokladejte, Ze muzete navrhovat i kontrakty zdvislé na obou vysledcich. Tj. muZete
nabidnout kontrakt: vyplatim X kaZdému pokud oba vytvorite uspésny vysledek, Y pokud
tomu, kdo wvytvori uspésny viysledek pokud jeho kolega nebyl uspésny, Z tomu, kdo nebyl
uspésny pokud jeho kolega byl a koneéné W pokud ani jeden z nich neni uspésny. Jaky je
optimalni kontrakt, pokud chcete, aby se oba hrdci flikali?

4. Chcete, aby oba hraci tvrdé pracovali. Uvazujete kontrakt, ktery musi spliovat to, Ze oba
zaméstnanci prijmou kontrakt a kazZdy zaméstnanec zvoli vysoké usili, pokud predpokldadd, Ze
1 jeho kolega zvoli vysoké sili. Jakij takovyj kontrakt je optimdlni?

5. V predchozim pripadé se muZe stdt, Ze oba hrdci zvoli flakdni. Pridejte ke kontraktim ndsledugict
podminku: kazdy hrdé musi zvolit turdou prdci i v pripadé, Ze druhy hrdé se bude fldkat.

6. Nebylo by pro vds lepsi nabidnout kontrakt, ktery vede na to, Ze jeden hrdc zvoli vysoké usili
a druhyj se bude flikat? 2

1Radu dalsich pravdépodobnosti si budete muset dopocitat, abyste mohli Fici, co se pfesné déje. Pokud méte
pocit, ze ne, jdete na to nejspis Spatné.

2Jako vzdy muzete predpoklddat, ze kdyz je néktery hra¢ indiferentni mezi dvéma akcemi, zvoli to, co chcete
vy.



Reseni 2.2 1. Pokud je 1sili verejné, pak $éf muze vyZadovat vyssi wusili. Stacéi nabidnout
1.82, aby kontrakt byl prijatelny. Nejprve ale dopocitdme pravdépodobnosti ispéchu®(U)
a ,neispéchu®(N), v zdvislosti na tom, zda oba hrdéi turdé pracuji (DD), jeden se flikd (DF
a FD) a nebo se oba flikaji (FF).

(D.D)| U | N (DF)| U | N
U (060107 U |025]045]07
N |[01]02[03 N |005|025] 03

071 0.8 1 0.5 | 0.7 | 1

(FD)| U | N (FF)| U| N
U |025] 00503 U |02]01]03
N | 045|025|07 N |01]06]07

0.7 | 0.3 | 1 0.3 07| I

Ocekdavand vijhry jsou
E(DD) =0.6x20+0.2x10 = 14, E(DF) = E(FD) = 0.25x20+0.5x10 = 10, E(F'F) = 0.2x204+0.2x10 = 6

Protoze mzda musi bijt alespori 1.8% = 3.24 pro agenta vyvijejiciho 1sili, a 1 pro agenta s
nizkym dsilim, je nejuihodnéjsi vymdhat vysoké usili od obou agentii.

2. Chceme-li motivovat daného hrdce k volbé velkého usili a jeho vyplatu mizZe podminit jen
platbou na zdkladé jeho vysledku, musi nabidnuty kontrakt byt jednak prijatelny a druhak
vést k volbé vyssiho usili

0.7X +0.3Y — 0.8 > 0.3X + 0.7Y,0.7X + 0.3Y > 1.8,

kde X, Y oznacuje odmocninu mzdy v pripadé dspéchu (X) a neispéchu (Y). V celém tomto
prikladu musi platit, Ze mzda musi bijt nezdpornd.

Proni podminka vede na X > Y +2. Pokud jsou tyto podminky splnény s rovnosti, dostaneme
X =2.4,Y = 0.4. Viplata je druhou mocninou, tedy x = 2.4,y = 0.42.

3. Oznacme si optimdlnd kontrakt (x,y, z,w), kde x je odména jednomu hrdci, pokud oba hrdci
uspéji, y je odména pro hrdcée co uspél pokud jen jeden hrd¢ uspél a z je odména pro
neuspésného hrdce v tomto pripadé, z je odména jednomu hrdci, pokud oba neuspéji. Za
predpokladu, Ze druhy hrdc¢ vyvine vysoké usili, je pruni hrd¢ ochoten turdé pracovat pokud

0.6z + 0.1(y + 2) + 0.2w — 0.8 > 0.25z + 0.05y + 0.45z + 0.25w
Kontrakt must byt prijatelny

0.6z +0.1(y + 2z) + 0.2w > 1.8

Ti kdyz predpokldddme, Ze obé tyto nerovnice jsou splnény s rovnosti, nedostaneme jedno-
znacné teSeni. Existuje Tada kontraktu, které tyto podminky spliuji. Principdl mezi témito
kontrakty vybere ten, ktery minimalizuje jeho ocekdvané ndklady, tedy

min 0.6 % 2% 22 + 0.1 % 2% (y* 4+ 22) + 0.2 % 2 5 w?
(z,y,2,w)

Z predchozich dvou vijrazu, jsou-li splnény s rovnosti, muZeme vyjadrit dvé z proménnych,
dosadit je do tohoto minimalizacniho problému a ten wvyfesit. Omezujici podminky jsou, Ze
vSechny proménné jsou nezdaporné. Primé teSeni odhali, Ze tyto podminky nejsou splnény,
protoze jedna z proménnych vyjde zdporné. Dalsi postup je obvykle poloZit jednu promeénnou
rovnu 0, vyresit zbyvagici problém a tak postupovat ddle. Pokud opét nékterd proménnd vyjde
zaporné, je potreba poloZit dvé proménné rovny nule atd. Vsechny takto ziskand TeSeni je
potieba porovnat. Resent by melo bijt

T o
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4. V tomto pripadé dany hrd¢ musi preferovat diit i v pripadé, Ze se druhy bude fldkat. Tato
podminka je

0.25x + 0.45y + 0.05z + 0.25w — 0.8 > 0.2x + 0.1y + 0.1z + 0.6w
Kontrakt musi bijt prijatelny rovnéz prijatelny

0.25z + 0.45y + 0.05z + 0.25w > 1.8

Komplikace v tomto pripadé je to, Ze neni zrejmé, kterd podminka je silnéjsi nez ta predchozi.
Nelze proto jednoduse predpokladat, Ze vsechny podminky budou splnény s rovnosti. Exristuje
nékolik moznosti, jak si problém relativné zjednodusit. Pruni z mich je vyresit tento novy
problém bez puvodnich podminek. Pokud vyjde Tesend, které spliiuje predchozi podminky, pak
nové podminky jsou silnéjsi, nez ty predchozi. Pokud ne, pak nékterd z puvodnich podminek
musi byt splnéna s rovnosti. Dalsi moznosti je prosté uhodnout, které ze 4 podminek musi
byt splnény rovnosti. Zbytek vypoctu je technicky ndrocny, ale nijak prekvapivy, takZe jej
ponechdme jako cvicend.

5. Situace je zde jednodussi. Oba hrdci jsou stejni, takZe oba musi byt indiferentni mezi diinou
a flakdnim se. Oba kontrakty musi byt prijatelné.

0.25x + 0.45y + 0.05z + 0.25w > 1.8, 0.25z + 0.05y 4 0.452 4+ 0.25w > 1.8

0.25x + 0.45y + 0.05z 4 0.25w — 0.8 = 0.25x 4+ 0.05y + 0.45z + 0.25w

Konkrétni resent ziskame minimalizaci ndkladu pro principdla. Konkrétnd reSend je na ctendri—
jako vidy klicové je sestavent rovnic.

Piiklad 2.3 Mdme prileZitost vsadit si na hod mince. KdyZ korektné odhadnete, kterd strana
padne, vyhrajete $30, jinak prohrajete $50. Existuji tri typy minci—proni md na obou strandch
pannu, druhd md na obou strandch orla, a tieti je ,férovd®, takzZe padd se stejnou pravdépodobnosti
panna nebo orel. Vase uZitkovd funkce je linedrni v(c) = c. Kolik jste ochotni zaplatit za mozZnost
podivat se na vysledek jednoho hodu mince?

Reseni 2.3 Pravdépodobnost, ze padne orel je
1
P(orel) = §P(OP) + P(00),

kde P(OP) je pravdépodobnost, Ze se hod uskuteéni minci, kterd md na jedné strané pannu a na
druhé orla. Dalsi oznacent je analogické. Evidentné nend potreba v tomto vijrazu uwvddét P(PP),
protoZe je-li hod realizovdn touto minci, tak orel nikdy nepadne.

Predtim, neZ md hrd¢ moznost podivat se na visledek jednoho hodu mince, je pravdépodobnost,
Ze padne napriklad orel

P(orel) = %P<OP) +PO0)===+-=-

a ocekdvand vyhra je tak zdpornd. Hrdc¢ proto udéld lépe, jestliZe si nevsadi.
V pripadé, Ze se hrac podivd na jeden hod mince, a vysledek hodu je napriklad orel, pak mince
urcité nent typu panna-panna (P(PP|o) = 0). Pravdépodobnosti ostatnich typi minci jsou

— P(o|OP)P(OP) R
P(OPIO) = 5GP P(OP) + Pl00YP(00) ~ T3+ 1

1
3
Pravdépodobnost, Ze je o minci OO je komplementdrnid, tedy P(OO) = % Samoziejmé, intuitivné
md smysl vsdzet na O. Pravdépodobnost, Ze padne orel po pozorovani orla na jednom hodu je

PP(o]o) = P(o|OP)P(OP|o) + P(6|00)P(O0]0) — % + % - g



V takovém piipadé jiz ma smysl vsadit na orla (pokud vidim orla), protoze 30 % — % = 5—30 > 0.

Podobné pokud by vysledek prvniho (testovactho) hodu byla panna, je samoziejmé optimalni

vsadit na pannu. Tyto dvé moznosti se stanou se stejnou pravdépodobnosti, takze ocekavany zisk
50

hrice je 5. Protoze bez informace hra¢ nevsadi (a neprohraje) nic, je to i maximalni ¢astka,

kterou muze hra¢ zaplatit.

Piiklad 2.4 Rozhodli jste se koupit novou lednicku. Ezistuje nekonecné mnoZstvi obchodi, a cena
v nich je ndhodnd promeénnd, rovnomeérné rozdélend na intervalu 5,000K¢ a 10,000K¢. Kazdd
ndvstéva vds stoji 200K¢ (¢as a benzin). Predpokladejte, Ze se vidy muZete vrdtit do jiZ navstivengch
obchodi bez dalsich ndkladi.

Predpoklddejte, Ze se pred zacatkem hleddni musite rozhodnout, kolik presné obchodu navstivit.
Tj. vase strategie je pocet navstivenych obchodu. Jaké je optimdini x?

Bonusovd otdzka, ve které miZete jen ziskat (aZ 10 bodu ze 100 za tento tkol): Kolik obchodi
byste v pruméru navstivil, pokud muzete hleddni ukoncit kdykoliv, stejné jako ho vidy prodlouZit.
To znamend, Ze poté, co se dozvite nabidku z daného obchodu se miZete vidy rozhodnout, zda
hledat ddle nebo ne.

Reseni 2.4 Predstavte si, Ze navstivite n obchodii. Jakd je distribuce nejnizsi ceny? Kazdd cena

je rovnomeérné rozdélend na 5 a 10 tisic. Spocitejme distribuci X = min{Yy,...,Y,}
G(z) = P(X <z)=Pmin{\,...,Y,} <z)=1—-Plmin{Yy,...,Y,} >2) = (1)
= 1-PY1>z)---P(Yn}>2)= (2)
= 1-(1-PMi<z)---(1-P¥n} <) =1-(1-F(z)" (3)
g(x) = n(l-F(z))"f(z) (4)

Distribuce F je F(x) = fb__%,f(x) = %,x € [5,10]. Ocekdvand cena po ndvstévé n obchodi je
10 10 10 -5 1
Ex = / zg(x)dx = / an(l — F(x))" f(z)dz = / an(l — )" —dx
s . s 10-5" 5

Vigpocet integrdlu je jednodussi, kdyz provedete substitucit =1 — y—? Vysledek by vam mél vyyit

:5n—|—2

FE
. n+1

Hrdc mazimalizujict uzitek (zisk) v tomto pripadé minimalizuje ndklady na porizent lednicky

2
max —0.2n — 5n i
Podminky pruniho tddu jsou
0.2+5 1 0 4
—U. _— — N =
(n+1)?

Bonusovd otdzka. Nejprve vyresime optimdiInd postup hrdce, tj. rozhodnuti, zda pokracovat ve
hleddni nebo ne. Dd se ukdzat, Ze optimdlni rozhodnuti md ndsledujici podobu: jestlize prdavé nale-
zend cena je mensi nez jisté p*, pak ddle nehledej. Pokud je vétsi, v hledani pokracuj. Je zrejmé, Ze
pokud se pro urcitou cenu rozhodneme prestat hledat, je optimdlni hledat © pro kaZdou miZsi cenu.
Podobné, pokud pro urcitou cenu je optimdlni pokracovat, pak je lepsi pokracovat i pro kaZdou
vyS$i cenu.

Pri cené p* je hrdé¢ indiferentni mezi pokracovdnim v hleddni a v prijmuti dané ceny.® V
pripadé nakoupeni za danou cenu zaplati p*. Oznacme ocekdvané ndklady Vi, pokud bude hledat
ddl. Zaplati v pruméru E[p|lp < p*], pokud je dalsi nalezend cena mensi nez p*. Pokud i dalsi
nalezeny obchod md cenu vyssi nes p*, tak bude hledat ddl.* Pro ocekdvané ndklady tak mus? platit

Vi =c+s(p")E(plp < p*) + (1 —s(p*)Va

3Budeme uvazovat, ze se nelze vratit. Jako cviceni si zkuste naznagit ditkaz toho, ze i kdyz se vratit lze, nikdy
to neni optimalni.

4Hleddme stacionarni feseni, tedy p* konstantni. Protoze nemdme zddné diskontovani, lze ukézat, ze jde o
optimalni strategii.




Na pravé strané je ndklad dalsiho hleddni ¢ = 200K¢, plus ocekdvané ndklady: pravdépodobnost
s(p*), Ze nalezend cena je mensi nez p* a hleddni skoncilo, plus pravdépodobnost, Ze cena je vyssi
a ocekdvané ndklady z dalsiho hleddni. Z rovnice lze vyjadrit V.

c
Vg = + E(p|p < p*
" RSP

Z indiferentnosti hrdace pri nalezené cenné p* plyne

c

* *
p= +Epp<p
sy TR
7 této rovnice spocitdme p*, za pomoci predpokladi o rovnomérném rozdélend cen: s(x) = %‘5, a
E(plp < p*) = 257
5c p*+5 V2
* = <=p"=5+V2s(p") = —
P= gt P V2,5(p7) =

Ocekdvand délka cesty, kterd s pravdépodobnosti s(p*) = % skonci, je s(;*) = % =35V

pruméru clovek navstivi 3.5 obchodu.

Piiklad 2.5 Chystd te se najmout si realitniho agenta na prodej domu. Agentovi se bud'to podaii
sehnat zdjemce, ktery zaplati vysokou cenu (H = 200) nebo nizkou (L = 100). S jakou pravdépodobnosti
agent uspéje (tj. sezene kupce ochotného zaplatit édstku H ) zdvisi na jeho sili, které muze mit t71
drovné (nizké n, stredni s, vysoké v). Pokud agent zvoli vysoké 4sili, tak nalezeny kupce zaplati

H s pravdépodobnosti 0.75, a s pravdépodobnostni 0.25 zaplati L. V pripadé stredniho sili jsou
pravdépodobnosti stejné. V pripadé nizkého usili zaplati nalezeny kupec H s pravdépodobnosti 0.25

a L s pravdépodobnosti 0.75. UZitkovd funkce realitniho agenta je U(w,e) = \/w — e, kde w je jeho
mzda a e jsou ndklady usili (e = 4,2,1 pro velké, stredni a malé isili). Agent pFijme jen takovy
kontrakt, ktery mu zaruci v pruméru U(w,e) > 2.

1. Jaky kontrakt nabidnete realitnimu agentovi, pokud je jeho 4sili pozorovatelné (a kontrakt
tak na ném muze zdlezet)? Jaky je vds oéekdvany zisk?

2. Napiste mazximalizacni problém ktery vede ma vysoké usili, véetné omezujicich podminek.
Zakreslete do grafu, kde na osdch budou /wg, /wr,

3. Spocitejte optimdlni kontrakty vedouci na usili e,, e, e,
4. Kteryj z téchto kontraktu je pro vas mejuihodnéjsi?
5. Jaky je disledek toho, Ze 1sili neni pozorovatelné? Kdo si polepsil a kdo pohorsil?

Reseni 2.5 1. Je-li 1isili pozorovatelné, muze bijt kontrakt napsan tak, Ze vijplata je podminéna
usilim. Mzda musi byt takovd, aby hrdac¢ kontrakt prijal. To znamend

Vw, —1 =2, Jws —2=2,\/w, —4 =2.
Mzdy musi byt tfsdy w, = 9,ws = 16,w, = 36. Ocekdvand prodejni cena je 125,150,175,
pro e = 1,2.4. Clisty zisk m, = 125 — 9 = 116, 7, = 150 — 16 = 134, 7, = 175 — 36 = 139.
Optimdlni je vyZadovat nejoyssi usili.

2. Kdyz usili neni pozorovatelné, odména mizZe zdviset jen na vysledku hledini. Oznaéme Y

v

odménu v pripadé Ze agent nalezene kupce ochotného zaplatit vyssi cenu, X pro nizkou cenu.

Kontrakt, ktery vede k volbé vysokého dsili, musi byt taky prFijatelnyg pro agenta. Oznacéme
z =X,y =Y. Podminka prijatelnosti je

0.25z + 0.75y — 4 > 2

Podminka, Ze zvolené usili je vyssi

0.252 +0.75y — 4 > 0.5z 4 0.5y — 2, 0.25x 4 0.75y — 4 > 0.75z + 0.25y — 1



Firma voli mzdy tak, aby mazimalizovat svuj zisk
max 0.25(100 — X) 4+ 0.75(200 — Y)

za vyse wvedengch podminek. Z obrdzku je vidét, Ze optimum se nachdzi v bodé, kde jsou obé
podminky splnény s rovnosti.

. Upravou podminek (pocitdme optimdlni kontrakt s vysokym 4silim)
0.25z +0.75y —4 > 0.52 + 0.5y — 2,0.252 + 0.75y — 4 > 0.75x + 0.25y — 1

na tvar
y—x>8y—x>6

zjistime, Ze druhd z nich je irelevantni. Pruni podminka podminka, spolu s podminkou prijatelnosti,
ddvagji
z=0,y=8X=0,Y =64
Ocekdvany zisk je
1 3
Ty = 1(100 —-0)+ 1(200 —64) =127

Kontrakt vedouci na stredni usili musi splnovat podminku prijatelnosti
0.5z 4+ 0.5y —2>2

a vést na stredni usili

0.52 + 0.5y — 2 > 0.752 + 0.25y — 1, 0.5z + 0.5y — 2 > 0.25z + 0.75y — 2

Druhou podminku budeme zatim ignorovat a pozdéji snadnym zpétnym dosazenim zjistime,
Ze bude splnéna. Resenim dostaneme x = 2,y = 6. Vyplaty jsou X =4 a'Y = 36, ocekdvany
zisk je mg = 130. Ovérte, Ze agent nezvoli vysoké usili.

Kontrakt s nizkym dsilim musi byt prijatelny. To, Ze hrdé nezvoli stredni ani vysoké usili,
ovérime pozdéji. Maximalizaéni problém je

max 0.75(100 — X) +0.25(200 — Y), kde 0.75VX +0.25VY >3

Resent je x = 3,y =3,X =9,Y = 9,m = (200 — 9) + $(100 — 9) = 116
. Nejvyhodnéjsi je ten kontrakt se strednim usilim.

. Zisk prodejce domu klesne, uzitek realitniho agenta se nezmeéni. Ddle vidime, Ze dosdhnout
nejuysst usilt je prilis ndkladné a proto v rovnovdze doslo nejen k tomu, Ze agent ziskd vetsi
zisk (presun penéz), ale také k tomu, Ze je zvoleno neefektivnd isili. Asymetrie informact
tedy nevede jen ke zméné vynosu, ale méni celkovy ,vgkon, tedy i velikost kolace, ktery
se meéni. 'V situaci, kdy existuji pouze dva stupné usili a je optimdlni nabidnout agentovi
kontrakt vedouci k vysokému 1usili, je tento druhy aspekt asymetrie nepozorovatelny. Obecné,
je-li drovni vice, muze dojit k urcéitému selhand trhu, tedy k tomu, Ze neni zvoleno stejné usili
jako v pripadé s pozorvatelnou informact.



