
Zkouška 12.12

Toto zadáńı má 2 (dvě) strany. Zkontrolujte si, že zadáńı je vytǐstěno i na druhé straně tohoto paṕıru. Při řešeńı
nemůžete použ́ıvat žádné knihy, zápisky či texty, ani kalkulačku. Mobilńı telefon si vypněte. Na ṕısemku máte
150 minut od zahájeńı testu. Každý př́ıklad pǐstě prośım na zvláštńı paṕır, který podeṕı̌sete a na který naṕı̌sete
č́ıslo př́ıkladu. Na závěr ṕısemky vložte všechna zadáńı do pr̊uhledné složky, kterou zanedlouho obdrž́ıte. Hod-
nota ṕısemky je 80% z celkové známky. Všechny následuj́ıćı př́ıklady maj́ı stejnou váhu, ale jejich obt́ıžnosti
se lǐśı. Pokud nev́ıte, jak některý př́ıklad vyřešit, může být optimálńı věnovat se ostatńım částem. Výsledky
budou zveřejněny vložeńım celkové známky do ISu, pravděpodobně do jednoho týdne. V nepravděpodobném
př́ıpadě, že dostanete F , daľśı termı́n je vypsán na ponděĺı 5. ledna. V té době si také budete moci prohlédnout
hodnoceńı této ṕısemky. Vzorové řešeńı bude zanedlouho zveřejněno na webu (v ISu) a bude k dispozici poté,
co všichni odevzdaj́ı řešeńı.

Hodně zdaru!

Př́ıklad 1.1 (Turnaj) Dva kandidáti, A a B se ucháźı o kontrakt, který v́ıtězi přinese zisk 1 000 000 Kč.
Kontrakt m̊uže být přidělen jen jednomu z nich. Oba kandidáti maj́ı užitkovou funkci U(x, e) = x − e, kde x
je př́ınos z kontraktu (1 000 000Kč), jestlǐze je kandidátovi kontrakt přidělen a 0 jinak. Proměnná e označuje
finančńı ekvivalent úsiĺı, který kandidát m̊uže vyvinout za účelem źıskáńı kontraktu.

Předpokládejte, že oba hráči současně zvoĺı úsiĺı eA ≥ 0, eB ≥ 0. Kontrakt źıská ten z hráč̊u, který vyvine
vyšš́ı úsiĺı. Pokud oba hráči zvoĺı stejné úsiĺı, každý má stejnou, tedy padesátiprocentńı, pravděpodobnost, že
kontrakt źıská.

1. Zapǐstě tento problém jako hru dvou hráč̊u v normálńı formě.

2. Nalezněte všechny (čisté) Nashovy rovnováhy.

3. Dokažte, že neexistuje žádná smı́̌sená Nashova rovnováha. Pamatujte, že ve smı́̌sená rovnováze hry s
nekonečným počtem strategíı libovolný hráč hraje jen konečně mnoho strategíı s kladnou pravděpodobnost́ı.
Nápověda: Označte e1 a e2 nejmenš́ı úsiĺı zvolené s kladnou pravděpodobnost́ı (p1, p2) prvńım a druhým
hráčem. Diskutujte, jestli si některý z hráč̊u m̊uže polepšit změnou strategie (změnou akce nebo změnou
pravděpodobnosti volby dané akce, nebo oboj́ı).

4. Necht’ pravděpodobnost výhry prvńıho hráče je eA
eA+eB

, eA ≥ 0, eB ≥ 0, pokud je úsiĺı alespoň jednoho hráče
kladné, 1

2 jinak. Nalezněte čistou Nashovu rovnováhu hry, ve které oba hráči voĺı úsiĺı současně. Jaké jsou
pravděpodobnosti výhry hráč̊u A a B?

Př́ıklad 1.2 Plánujete najmout dodavatele. Vaše užitková (zisková) funkce je u(x,w) =
√

x − w, kde x je
množstv́ı dodané dodavatelem a w je vyplacená částka za dodávku (mzda). Existuj́ı dva typy dodavatel̊u. Jeden
má ńızké mezńı náklady, cL = 0.05 a druhý je má vysoké, cH = 0.075 = 1
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1 Oba maj́ı nulové fixńı náklady. Oba
typy dodavatel̊u jsou stejně pravděpodobné. Oba dodavatelé jsou ochotni přijmout kontrakt na kterém neprodělaj́ı
(tj. maj́ı zisk alespoň 0). Dodavatelé znaj́ı sv̊uj typ.

1. Jednáte s náhodně vybraným dodavatelem.2 Jeho náklady jsou pozorovatelné, tedy přesně vid́ıte, jaké
má tento konkrétńı dodavatel náklady. Jaký nab́ıdnete kontrakt dodavatel̊um s ńızkými náklady? Jaký s
vysokými náklady? Jaký je váš očekávaný užitek před t́ım, než se dozv́ıte náklady dodavatele?

2. Od ted’ dále uvažujte, že náklady nejsou pozorovatelné. Nab́ıźıte kontrakty ve tvaru {(w∗, x∗)}. Nalezněte
optimálńı kontrakt přijatelný pro oba typy dodavatel̊u zároveň. Uvědomte si, že takový kontrakt muśı být
přijatelný pro oba typy dodavatel̊u. Spoč́ıtejte váš očekávaný zisk.

1Tato zdánlivě škaredá č́ısla zjednoduš́ı některé výpočty později. Doporučuji vám nedosazovat konkrétńı hodnoty dokud jste
schopni dále pokračovat obecně.

2Předpokládejte, že nemáte možnost j́ıt za jiným dodavatelem, pokud se vám tento
”
neĺıb́ı“ z libovolného d̊uvodu. Chcete s ńım

uzavř́ıt smlouvu, pokud na ńı neproděláte (očekávaný zisk je alespoň 0).
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3. Nalezněte optimálńı kontrakt přijatelný jen pro jeden typ dodavatele. Jaký typ dodavatele to muśı být?
Spoč́ıtejte váš očekávaný zisk. Nezapomeňte, že v polovině př́ıpad̊u naraźıte na dodavatele, který vámi
nab́ızený kontrakt nepřijme.

4. Nalezněte optimálńı dvojici kontrakt̊u odděluj́ıćıch oba typy hráč̊u, tj. dva kontrakty takové, že dodavatelé
r̊uzných kontrakt̊u přijmou r̊uzné kontrakty. Spoč́ıtejte váš očekávaný zisk. Nezapomeňte, že kontrakt pro
daného dodavatele muśı splňovat dvě podmı́nky (podmı́nka přijatelnosti a muśı být lepš́ı než alternativńı
kontrakt určený pro jiný typ), ale z těchto 4 podmı́nek jen 2 podmı́nky jsou splněny s rovnost́ı. Diskutujte
které a proč, pokud tento fakt použijete při řešeńı.

5. Diskutujte, co se stalo s užitky dodavatel̊u? Jak se změnil Váš užitek? Jak se změnilo poptávané množstv́ı
v porovnáńı s př́ıpadem kdy úsiĺı je pozorovatelné?

Př́ıklad 1.3 V řadě stoj́ı n lv̊u, kde n ≥ 3 je přirozené č́ıslo. Lvi jsou oč́ıslováńı 1, 2, . . . , n. Hra zač́ıná
rozhodnut́ım předposledńıho lva, zda sežrat lva posledńıho. Pokud se předposledńı lev (tedy lev s č́ıslem n − 1)
rozhodne posledńıho lva nesežrat, hra konč́ı. Pokud jej sežere, sám se stane posledńım lvem a jeho soused, nyńı
předposledńı lev (s č́ıslem n − 2) se rozhoduje, zda sežrat nyńı posledńıho lva (jehož č́ıslo je n − 1). Hra konč́ı
t́ım, že se lev, který se rozhoduje (je na řadě), rozhodne posledńıho lva nesežrat a nebo t́ım, že z̊ustane jediný
lev.

Každý lev preferuje z̊ustat naživu a sežrat lva (když má možnost) před t́ım z̊ustat na živu a nikoho nesežrat.
Obě tyto možnosti jsou preferovány před t́ım být sežrán.3

1. Nakreslete si hru jako pozičńı hru např́ıklad pro n = 3 nebo n = 4 (nebo v́ıce, pokud potřebujete).

2. Nalezněte všechny dokonalé rovnováhy vzhledem k podhrám (subgame perfect equilibria). Nápověda: Uvědomte
si, co jsou podhry a začněte od té posledńı. Pokud si ani tak nev́ıte rady, zkuste si problém vyřešit postupně
pro n = 2, 3, 4, (5).

Př́ıklad 1.4 Zvažujete možnost otevř́ıt si zmrzlinový stánek na pláži. Na pláži o š́ıři 1km (pláž vypadá jako
úsečka) už existuje jeden stánek ve vzdálenosti 300m od levého okraje. Nákupńı i prodejńı cenu zmrzliny vám
udává váš dodavatel, a je stejná jako cena u jǐz existuj́ıćıho stánku. Celkem 1000 lid́ı je rovnoměrně rozmı́stěno
podél pláže, každý z nich má ručńık ve vzdálenosti n = 1, 2, . . . 1000m od levého okraje. Každý z nich si za jeden
den kouṕı jedenkrát zmrzlinu, vždy od nejblǐzš́ıho stánku. Lidé nakupuj́ı tam, kde je to bĺı̌ze. V př́ıpadě, že dva
stánky jsou stejně daleko, volba od koho nakupovat je náhodná. Náklady na pronájem stánku (a nakoupeńı ledu)
jsou 1000Kč na den, jednu porci zmrzliny nakupujete za 9 Kč a prodáváte za 15 Kč. Zat́ım předpokládejte, že
je to vaše jediná možnost výdělku. Samozřejmě nechcete prodělat—kdybyste měli dosáhnout záporného zisku,
raději nevstouṕıte.

1. Když si m̊užete vybrat, kde bude váš stánek umı́stěn (jǐz existuj́ıćı stánek se hýbat nem̊uže), jakou pozici
si vyberete? Pokud chcete, m̊užete uvažovat, že pozice stánku je určena na metry a dva stánky nemohou
být umı́stěny na stejné pozici. Zákazńıci jdou vždy do blǐzš́ıho stánku, i kdyby rozd́ıl vzdálenost́ı byl jen
1 metr. Rozhodnete se vstoupit i v př́ıpadě, že si jinde máte možnost vydělat za den 3 000 Kč ve stejně
náročné práci?

2. Co když vám obecńı úřad nař́ıd́ı, abyste vstoupili na pozici 300m od pravého okraje. Vstouṕıte, i když si
jinde m̊užete vydělat 3 000 Kč?

3Pro řešeńı hry žádné konkrétńı č́ıselné hodnoty nejsou potřeba. Pokud máte pocit, že by vám ale pomohly, můžete předpokládat
např́ıklad hodnotu užitku rovnu 1, pokud lev přežil a sežral sousedńıho lva, 0 pokud přežil a nesežral a -1 pokud byl sežrán, bez
ohledu na to, zda někoho sám sežral.
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