
Zkouška 5.1.2009—poznámky k řešeńı

Tohle je stručný popis očekávaného řešeńı.

Př́ıklad 1.1 (Pojǐstěńı) Váš majetek je 1 milión Kč. Hroźı vám ale nehoda, při které přijdete o všechen majetek.
Tato nehoda vám hroźı s pravděpodobnost́ı 1− p ∈ (0, 1). Pokud k nehodě nedojde, o žádný majetek nepřijdete.

1. Kolik jste ochotni zaplatit za pojǐstěńı, které stoj́ı A a nahrad́ı vám veškerou škodu, pokud vám nějaká vznikne,
jste-li neutrálńı vzhledem k riziku?

2. Kolik jste ochotni za toto pojǐstěńı zaplatit, je-li vaše užitková funkce u(x) =
√

x? Jste averzńı k riziku nebo
naopak máte riziko rádi?

3. Kolik jste ochotni zaplatit, pokud je vaše užitková funkce v(x) = xα, α ∈ (0, 2) ? Jsou hráči s vyšš́ım α ochotni
zaplatit vyšš́ı částku za pojǐstěńı, pro dané p? Co vám to ř́ıká o jejich postoji k riziku?

Řešeńı 1.1 1. Jestlǐze je hráč neutrálńı vzhledem k riziku, je jeho užitek stejný v př́ıpadě zakoupeńı pojǐstěńı v
ceně A = p1 000 000, jako v př́ıpadě nezakoupeńı žádného pojǐstěńı. Poznámka: Tento př́ıpad odpov́ıdá užitkové
funkci u(x) = x, a to až na jej́ı lineárńı transformaci.

2. V tomto př́ıpadě muśıme opět porovnat očekávané užitky
√

1 000 000−A = p
√

1 000 000 + (1− p)
√

0

Umocněńım a jednoduchou úpravou dostaneme

A = 1000 000(1− p2)

3. Podobně jako v předešlém př́ıpadě

(1 000 000−A)α = p(1 000 000)α + 0,

z čehož lze vyjádřit
A = 1000 000(1− p

1
α )

Chováńı A při rostoućım α zjist́ıme derivováńım. Záporné znaménko výsledku (nezapomeňte, že p < 1) nám
ř́ıká, že hráč s vyšš́ım α je ochoten zaplatit menš́ı částku za pojǐstěńı, tedy je méně averzńı k riziku.

Př́ıklad 1.2 Vzděláńı
Na pracovńım trhu existuj́ı dva typy dělńık̊u: chytř́ı a hlouṕı. Chytrý dělńık vydělá firmě X, hloupý Y < X. Na trhu

existuje řada potenciálńıch firem (v́ıce než zaměstnanc̊u), takže zaměstnanci obdrž́ı mzdu rovnou pr̊uměrné produktivitě
zaměstnanc̊u ve stejné skupině. Existuj́ı dvě možné skupiny dělńıku: ti, co maj́ı maturitu a ti, co ji nemaj́ı. Neexistuje
jiná možnost, jak by mohl chytrý zaměstnanec prokázat své schopnosti zaměstnavateli. Oba typy dělńıku se vyskytuj́ı
stejně často a jejich vedleǰśı př́ıležitosti jsou nulové.

1. Jakou (maximálńı) mzdu jsou zaměstnavatelé ochotni vyplácet, pokud nikdo nemá žádné vzděláńı?

2. Jaké mzdy by byly vypláceny v př́ıpadě, že chytř́ı dělńıci maj́ı maturitu, ale hlouṕı ne?

3. Předpokládejte, že źıskat maturitu chytrého dělńıka nic nestoj́ı, ale hloupý dělńık muśı zaplatit z > 0. Předpokládejte,
že užitek pracovńıka je roven jeho mzdě, po odečteńı př́ıpadných náklad̊u na źıskáńı vzděláńı. Jaké muśı být z,
aby v rovnováze jen chytř́ı dělńıci źıskali maturitu?

4. Pro jaké z budou vzděláńı źıskávat oba typy dělńık̊u? Předpokládejte pro jednoduchost, že zaměstnavatel by v
takové rovnováze očekával, že dělńık bez maturity je hloupý. Kdo je na tom lépe ve srovnáńım se situaćı, kdy by
žádné vzděláńı neexistovalo?

Řešeńı 1.2 1. Jakmile zaměstnavatelé nab́ıdnou kladnou mzdu, přilákaj́ı oba typy dělńık̊u. V pr̊uměru je jejich
produktivita 1

2X + 1
2Y , což je zároveň i maximálńı mzda, kterou zaměstnavatelé jsou ochotni vyplácet.

2. Pokud všichni chytř́ı dělńıci maj́ı maturitu, pr̊uměrná produktivita této skupiny je X a to je tedy i maximálńı
mzda, kterou jsou firmy ochotny dělńık̊um s maturitou vyplácet. Dělńıci bez maturity jsou všichni hlouṕı a maj́ı
proto produktivitu Y , což je i maximálńı mzda kterou jsou zaměstnavatelé ochotni této skupině vyplatit.
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3. Pokud v rovnováze dělńıci s maturitou jsou chytř́ı, budou zaměstnavatelé dělńık̊um s maturitou nab́ızet X a těm
bez maturity Y . Pro chytrého dělńıka muśı být optimálńı źıskat maturitu a protože to ho nic nestoj́ı, stač́ı, aby
X ≥ Y , což je splněno z předpokladu. Aby hlouṕı dělńık nechtěl usilovat o maturitu, muśı platit že X − z < Y ,
tedy z > X − Y .

4. V rovnováze, ve které by oba typu dělńık̊u měli maturitu, bude mzda dělńık̊u s maturitou 1
2X + 1

2Y . Zda jde o
rovnováhu zálež́ı na tom, jakou mzdu by byl zaměstnavatel ochoten zaplatit dělńıkovi bez maturity. Jakmile by
nab́ıdl stejně nebo v́ıce než dělńık̊um s maturitou, jistě by nemohlo jit o rovnováhu, protože oba typy dělńıku by
udělali lépe, kdyby se o maturitu nesnažily. Předpokládejme tedy, že dělńık bez maturity tedy dostane mzdu Y ,
vycházej́ıćı z očekáváńı, že je hloupý. Chytrý dělńık opět nemá d̊uvod maturitu neźıskat dokud 1

2X + 1
2Y > X,

což plat́ı. Hloupý dělńık je ochoten maturitu źıskat pokud 1
2X + 1

2Y −z > Y , tedy pokud z < 1
2 (X−Y ). Pro ńızké

hodnoty náklad̊u hloupých dělńık̊u tedy mohou existovat rovnováhy, ve kterých nedojde k odděleńı obou typ̊u, ale
k nákladné a zbytečné investici do vzděláńı hloupými dělńıky. Ti jsou na tom (v tomto modelu!) h̊uře, než kdyby
žádné vzděláńı neexistovalo, protože musej́ı investovat z, ale źıskávaj́ı stejnou mzdu, 1

2X + 1
2Y .

Př́ıklad 1.3 Vyjednáváńı
Dva hráči se účastńı následuj́ıćıho vyjednávaćıho procesu, ve kterém jde o děleńı zisku X. Prvńı hráč podá nab́ıdku1

(x1, y1) druhému hráči. Pokud ten ji odmı́tne, druhý hráč podá nab́ıdku (x2, y2) prvńımu hráči. Pokud ten odmı́tne,
hráči źıskaj́ı (x3, y3). Hra má tři kola, v prvńım je to nab́ıdka prvńıho hráče a odmı́tnut́ı či přijet́ı druhým hráčem, ve
druhém kole naopak a ve třet́ım kole je to obdržeńı vedleǰśı př́ıležitosti. Výhry se diskontuj́ı2 faktorem 1 > δ > 0, který
je stejný pro oba hráče. Hra konč́ı přijet́ım nab́ıdky, nebo po třet́ım kole. Nalezněte dokonalou rovnováhu vzhledem k
podhrám, tedy optimálńı nab́ıdky podávané př́ıslušným hráčem a optimálńı odpovědi. Při řešeńı m̊užete předpokládat,
že x3, y3 jsou dostatečně malé.

Řešeńı 1.3 Hru vyřeš́ıme postupně, zpětnou indukćı od konce.

1. V posledńı rozhodovaćı fázi hry se rozhoduje prvńı hráč, zda přijmout danou nab́ıdku od druhého hráče. Pokud
mu druhý hráč nab́ıdne alespoň δx3, což je částka, kterou by źıskal kdyby nab́ıdku odmı́tl, tak je pro něj výhodněǰśı
nab́ıdku druhého hráče přijmout.

2. Ve druhém kole tedy druhý hráč nab́ıdne druhému hráči právě δx3, pokud to co mu z̊ustane je lepš́ı než vedleǰśı
př́ıležitost y3, kterou by źıskal kdyby prvńı hráč nab́ıdku odmı́tl. To je podmı́nka X − δx3 > δy3. Pokud by tato
podmı́nka splněna nebyla, bylo by pro druhého hráče lepš́ı dát nepřijatelnou nab́ıdku prvńımu hráči a počkat si
na jeho odmı́tnut́ı.

3. Berouce v úvahu předchoźı výsledky, druhý hráč je ochoten přijmout každou nab́ıdku, která mu v prvńım kole
zaruč́ı alespoň současnou hodnotu možné výhry v budoućım kole, tedy přijme každou nab́ıdku y1 takovou, že
y1 ≥ max{δ(X − δx3), δ2y3} = y∗1 .

4. Pokud prvńı hráč nab́ıdne druhému hráči alespoň y∗1 , tak bude přijata. Je optimálńı takovou nab́ıdku podat, pokud
prvńımu hráči z̊ustane v́ıce, než kolik by si mohl zajistit v daľśım kole, což je δx3 v druhém kole, ekvivalentńı
δ2x3 v prvńım kole. Strategie hráč̊u zálež́ı na splněńı těchto podmı́nek a lze je snadno popsat.

Př́ıklad 1.4 Hlasováńı nakupováńım Předpokládejte, že jste byli najmuti pro plánováńı výroby jednoho chovatele krav.
Krávy se použ́ıvaj́ı na dvě věci—na maso a na mléko. Náklady na chov krav jsou pro tohoto chovatele kvadratické v
počtu chovaných krav, c(q) = cq2, c > 0. Z každé krávy je jedna jednotka masa a jedna jednotka mléka. Kromě náklad̊u
na chov krávy nejsou žádné daľśı náklady s výrobou masa nebo mléka. Na trhu existuje stabilńı cena mléka p > 0 a
cena masa P > 0. Protože existuje velká řada chovatel̊u vyráběj́ıćı homogenńı statky, tato cena se nezměńı se změnou
vyráběného množstv́ı právě t́ımto chovatelem. Chovatel se rozhoduje, kolik krav vypěstuje a jeho ćıl je maximalizovat
sv̊uj zisk.

1. Jaké je optimálńı množstv́ı krav, které má studovaný chovatel vypěstovat? Vyplat́ı se vyhodit prodat jiné množstv́ı
mléka než masa, tj. vychovat určité množstv́ı krav a z nich vyrobené mléko nebo maso vyhodit?

2. Předpokládejte, že existuje vegetariánské hnut́ı, sdružuj́ıćı lidi, kteř́ı nej́ı maso. V̊udce této skupiny prohláśı, že
by členové měli přestat ṕıt mléko, protože kupováńım mléka podporuj́ı chováńı krav. Diskutujte, zda má pravdu
tak, že uváž́ıte vliv změny ceny p na celkový zisk chovatele a množstv́ı chovaných krav. Poklesne toto množstv́ı,
když klesne cena mléka p z d̊uvod̊u kampaně vegetarián̊u?

1Prvńı složka vektoru označuje pod́ıl prvńıho hráče, druhá složka pod́ıl druhého hráče při daném rozděleńı.
2To znamená že výhra A v kole n má pro hráče stejnou hodnotu jako výhra Aδ v kole n− 1.
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Řešeńı 1.4 1. Protože z prodeje každé jednotky mléka i masa plyne chovateli kladný zisk, množstv́ı vyrobeného a
prodaného masa i mléka je stejné, chovateli se nevyplat́ı vyhodit mléko nebo maso. Optimálńı množstv́ı zjist́ıme
tak, že porovnáme mezńı náklady (2cn) a mezńı př́ıjem (p + P ), takže optimálńı množstv́ı krav je n = p+P

2c .

2. Zisk chovatele je (p+P )2

4c . Vid́ıme (využit́ım např́ıklad prvńı derivace), že když poklesne cena p, tak poklesne jak
vyráběné množstv́ı, tak zisk chovatele.
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