1 Struény tvod do Teorie her

Nasledujici text priblizuje zéklady Teorie her pro potfeby kurzu ,,Matematické modely v ekonomii*,
ktery bude pfednasen na podzim roku 2008 na Masarykové univerzité. Text neni v zddném piipadé
vycerpavajici a pro ziskani Sirstho a uplnéjsiho prehledu je potifeba konzultovat dalsi literaturu,
prevazné v anglickém jazyce. Mezi vhodné zdroje, z nichz tento text ve vétsi ¢i mensi mite cerpal
patif naptiklad knihy Osborne and Rubinstein (1994) a Gibbons (1992) a zdroje v nich uvedené.
Mezi dalsi zajimavé knihy patii text Binmore (2007). Néekteré piiklady jsou inspirovény piiklady
z knih Shy (1996) a Vega-Redondo (2003).

Teorie her se zabyva situacemi, ve kterych nékolik, véts§inou pomérné mélo, hrac¢u voli néjakou
akei a vysledek (&1 uzitek z vysledku) zavisi nejen na jejich vlastnf akei, ale také na akeich ostatnich
hréca. Vyuziti teorie her tedy predstavuje jisty protipdl k teorii dokonalé konkurence, kdy kazdy
hrac je dostateéné maly na to, aby jeho chovani ovlivnilo ostatni hréce. Teorie her je proto vhodna
pro modelovani situaci, ve kterych je hraca velmi méalo a navzajem se silné ovliviiuji.

Existuji dva zakladni typy her. Prvnim typem jsou hry v normalni formé. Ty piedstavuji zcela
obecny popis hry, tedy popis hréct, jejich moznych akef a vysledku (a uzitku z vysledkt). Veskerd
struktura hry musi byt obsazena v mnoziné strategii kazdého hrace. Hry v normélni formé jsou
vhodné pro studium obecnych her a konceptu feseni. Druhy typ her, pozi¢ni hry naopak obsahuji
pevnou strukturu—definice pozi¢ni hry zahrnuje popis toho, kdo a kdy hraje, co muze délat a jaké
jsou mozné vysledky. Jejich vyhodou je snadnost feSeni a struc¢nost zapisu, jak dale uvidime.

Cilem Teorie her neni podat definitivni ndvod, jak hru hrét, ¢i kdo vyhraje. Cilem je spise
pochopit, jak lidé hry hraji a jaka volba strategii lze o¢ekavat od racionalnich hracu. Zakladem
analyzy je predpoklad, ze hra¢i maji jasné definovany cil, o ktery usiluji. Pro zjednoduseni tento
cil nazyvame ,uzitek” a je bran jako dany vnéjsimi vlivy, které se nestuduje. Je také obvykle
vyzadovana racionalita hraét.! Tento pfedpoklad je éasto teréem kritiky, i kdyz leckdy neoprévnéné.
Pokud se soustfedime na hry, které hraci dobfe znaji (tfeba proto, ze je hréli v minulosti) a ve
kterych jde o hodné penéz, racionalitu lze predpokladat. Je ale dobré vzdy mit na paméti, ze jde
hry ptredstavuji schématicky, zestruénény popis urcité situace a aplikovat je na redlné problémy je
potfeba s rozmyslem.

Klicovym pojmem Teorie her je feSeni hry. Za feSeni budeme povazovat metodu, kterda nam
pro danou hru fekne, jakou strategii od racionalnich hrd¢t mame ocekavat. Napiiklad slavnd
Nashova rovnovaha je takové feseni dané hry, ve kterym zadny z hrac¢a nemuze zvysit svij uzitek
jednostrannou zménou své strategie.

Kromé her v normélni formé a pozi¢nich her, budeme také mluvit o opakovanych hrach. Ty
slouzi k popisu situaci, kdy se hrac¢i potkavaji pravidelné ve stale stejnych situacich. Jak uvidime,
mnozina feSeni nekonecné opakovanych her se zna¢né lisi od feSeni her hranych jednorazové.

Protoze nasledujici text je velmi strucny, je doplnén o fadu piikladu, jejichz vyteSeni je uzitecné
a nékdy i nezbytné pro plné pochopeni dané latky.

1.1 Hry v normalni formé

Definice 1.1.1 Hrou v normdini formé nazyvdme trojci
{N,{Si}tien, {ui: S1 x-Sy — R}ien},

kde N je koneénd mnoZina hrdci, S; je mnoZina strategif i-tého hrdce, a u; je vgherni (payoff)
funkce i-tého hrace. Prvky mnoZiny S = X;cnS; nazgvame profily strategii.

Nékteri autofi oznacuji prvky mnozin S; akce namisto slova strategie, ob¢as se hra v normélni
formé nazyva strategickou hrou. Hru lze rovnéz definovat pomoci preferenciho usporadani mnoziny
vysledku (tj. kompletni, reflexivn{ a transitivn{ bindrni relace).

Definice 1.1.2 Hrou v normdlni formé nazyvdme trojici
{N, {Si}tien:{=i}ien},

kde N je koneénd mnozina hrdcéu, S; je mmnoZina strategii i-tého hrdce, a »=; je preferencni
usporaddni na mnoziné S pro i-tého hrdce.

1To bude platit pro cely tento text, i kdyz Teorie her jiz studuje i situace, kdy hra¢i nejsou racionélni, ¢ maji
jen omezenou kapacitu pro analyzy.



Rozdil mezi témito definicemi nebude pro nas podstatny. Snadno lze ukazat, ze vyherni funkce
definuje preferenéni usporddéani (Oveéite!). Opacny smér je slozitéjsi—lze nalézt jistou analogii jako
mezi definici ordinalni a kardindlni uzitkové funkce.

Oznaceni 1.1.3 Pro zjednoduseni zdpisu znacime

(x_i,a:i) = (a:1,...,xi_1,a:i,a:i+1,...,a:N),
X,i = X1X---XZ‘,1><XZ‘+1><~-~XN

Definice 1.1.4 Hru nazijvdme konecnou, pokud S; je konecnd pro kazdé i € N.

Vsimnéte si, ze kazdy hrac voli svoji strategii nezavisle na volbé ostatnich. Tato definice proto
nejlépe popisuje hry, kdy rozhodnuti o strategiich probihaji soucasné a nezévisle—bez znalosti
zvolenych strategii ostatnich hra¢u. Pro kompaktni zapis her v normalni formé o dvou hréé¢ich
casto vyuzivame tabulek, kde kazdy tadek piislusi strategii prvniho hrace, kazdy sloupec strategii
druhého hrace a policka v tabulce odpovidaji uzitku pro hrace v pripadé volby odpovidajicich
strategil.

Je ziejmé, ze takto obecnou hru nelze vyftesit. I kdyby to mozné bylo, samotné feseni by
nebylo piilis uzite¢né. Teorie her se tedy vyuziva k feSeni konkretnich her. My zde uvedeme
nékteré zakladni piiklady. V dalsim textu predstavime metody feSeni (solution concepts) na téchto
piikladech. Pozdéji v kurzu budeme vyuzivat zde predstavené teorie k reseni slozitéjsich her.

Priklad 1.1.5 (Véznovo dilema) Dva podezieli jsou zatéeni a umisténi do odlisngch vazebnich
cel. Jsou obvinéni z vraZdy a vi, Ze pokud se oba priznaji, tak budou odsouzeni na 10 let. Pokud
se véak priznd jen jeden z nich, bude mu trest zcela odpustén, zatimco ten druhy dostane 20 let.
Protoze policie nemd dost dikazu k prokdzani vraZdy, pokud se ani jeden z nich neptiznd, kaZdy
dostane 2 roky ve vézeni za méné podstatny trestny ¢in (vloupdni).? Zapisté tuto hru do normdlni
formy a diskutuje strategii, kterd vam prijde ”optimdlni”.

Reseni 1.1.6 Jdo o hru dvou hrdci N = {1,2}, z nich kazdj md moznost priznat se ("P”) nebo
se nepriznat ("N”). Viyherni funkci zobrazuje ndsledujict tabulka

Hrac 2

P N
Hrdc 1 | P | (—10,-10) | (0,—20)
N[ (=20,0) | (-2 -2)

Piiklad 1.1.7 (Souboj pohlavi (Battle of the Sexes)) Manzel a manzelka chtéji strdvit spolecny
vecer. Muz md radéji balet, manzelka radéji chodi na hokej, ale nejduleZitéjsi pro né je stravit vecer
spolu. Hru lze popsat takto

Muz
H B
Zena | H | (2,1) | (0,0) |

B[ (0,0) | (1,2)

Piiklad 1.1.8 (Hlava nebo Orel (Matching Pennies)) Dva hrdci si tajné vyberou jednu stranu
mince ("Panna” nebo ”Orel”). Pak si je soucasné ukdzi. Pokud se strany shoduji, proni hrdc hrdc
dostane 1K¢é od druhé hrdce, v opacném pripadé dd prvni hrdc¢ 1K¢é druhému hrdcéi. Pripadd vdm
néjakd strategie optimdini bez ohledu na to, co hraje druhy hrdc?

Hrac 2
P (@)
Hrac1 | P | (-1,1) | (1,-1)
O (1,-1)| (-1,1)

Piiklad 1.1.9 (Kdmen, ntzky, papir) Zapiste zndmou détskou hru Kdmen, nuzky, papir jako
hru v normdlni formeé.

2Implicitné predpokldddme, Ze hraci chtéjf stravit ve vézeni co mozné nejkratsi cas.



Cilem TH je dat pfedpovéd, jakou strategii by zvolili raciondlni hraci, zejména pokud by slo
o vétsi ¢astku a s hrou by jiz byli dobfe obeznameni. Za takovych podminek se zda byt pfirozené
vyzadovat, aby zadny z hracu nezvolil ”Spatnou”strategii, tj. strategii, kterd za kazdych okolnosti
(pro vSechny mozné strategie ostatnich hrac¢u) vede k pro néj horsimu vysledku nez néjaké jind
strategie. Tuto intuici lze snadno formalizovat

Definice 1.1.10 Nechf i € N a s;,8; € S; jsou dvé rizné strategie i—tého hrdce. Strategii s;
nazgvdme striktné dominovanou strategii s}, pokud

ui(s_i, Si) < ui(s_i, S;), Vs_; € XjeN\{i}Sj
Nekdy téz rikdme, Ze s strikiné dominuge s;. Nahradime-li strikini nerovnost nerovnosti neostrou
(<), dostdvame definici slabé dominované strategie. Je obvyklé pozadovat, aby existovala alespon
jedna kombinace strategii ostatnich hrdcéu, kdy nerovnost plati striktné.

Pokud nam tedy pripadé prirozené, ze zadny z hract nikdy nebude hrat striktné dominovanou
strategii, muzeme takovou strategii odstranit. Pokud tento proces opakujeme, je mozné, Ze se
postupné dostaneme do situace, kde mnozina strategii kazdého hrace je jednoprvkova.

ResSeni 1.1.11 Pokud opakovanym eliminovdanim strikiné dominovanych strategii ziskame hru, ve
které |S;| = 1 pro vSechna i € N, Fikdme, Ze hra je Tesitelnd pormoct iterované eliminace striktné
dominovanyjch strategii.

Poznamka 1.1.12 Pri eliminaci strikiné dominovangjch strategii nezdleZi na potadi, se ktergm
volime striktné dominované strategie. Analogicky muzeme nékteré hry vyresit pomoci eliminovdni
slabé dominovanych strategii. V takovém pripadé ale viysledek neni jednoznacény a zdlezi na poradi
(Najdéte priklad!).

Priiklad 1.1.13 Pokuste se vyresit predeslé priklady pomoci eliminace striktné dominovanyjch stra-
tegii.
Je zFejmé, ze pozadavek, aby strategie byla horsi (nez jina strategie daného hrace) pro vsechny

mozné strategie ostatnich hracu je velmi silny. V mnoha piipad ”optimalni” strategie zavisi na
tom, jak hrajf ostatn{ hraci (viz ”Souboj pohlavi”).

Definice 1.1.14 (Strategie optimdlni odpovédi (Best response)) Nechl s* = (s*;,s}) €
S je profil strategii. Strategii s} nazyvame optimalni odpovédi na s* ,, pokud

*
—17

s¥) = max u;(s*;, 8;).

’U/i(S S, €S,

Mnozinu viech optimdlnich odpovédi na s*, znac¢ime B(s* ), tj.

/! /
B(s%;) = {s; € Si 1 ui(sZ;, 87) = max ui(s™;,5i)}
Si 3
Pojmu optimalni odpovédi pouzijeme k definici Nashovy rovnovahy. V rovnovéze, jak jiz ndzev
naznacuje, zadny z hrd¢t nemd duvod (motivaci) svoji strategii jednostranné ménit. To nastava
v pifpadé, ze kazdy z hraé voli optimélni odpovéd na strategie ostatnich hra¢d.?

Definice 1.1.15 (Nashova rovnovaha v €istych strategiich) Profil strategii s* € S nazgvime
Nashovou rovnoviha v istych strategiich (Nash Equilibrium in pure strategies), pokud

si € B(sX;), Vie N

Nashovu rovnovahu (NR) lze interpretovat nékolika ekvivalentnimi zpusoby. Napiiklad muzeme
mluvit o NR v situaci, kdy zddny z hra¢t nemuze vylepSit svoji situaci jednostrannou zmeénou
strategie (no profitable deviation), pro dané strategie ostatnich hrac¢u. Podobné jako feSeni me-
todou opakované eliminace striktné dominovanych strategii, ani Nashova rovnovaha nemusi vzdy
existovat.

3Terminologie je moznd trosku zavadsjici z jazykového hlediska. Volba strategif probfhd vzdy simultdnné. Proto
by bylo presnéjsi mluvit o volbé optimalni strategie v situaci, kdy dany hra¢ ocekavd, ze ostatni hraci voli s* ;. Je
také dobré si uvédomit, ze teorie nefesi, jak je této rovnovidhy dosazeno.

4Reseni vidy existuje, pokud je mnozina strategii kazdého hrice S; neprézdni, kompaktni a konvexni
podmnozina Euklidovského prostoru, a za urcitych podminek na preference.



Priklad 1.1.16 Naleznéte Nashovy rovnovdhy her 1.1.5 aZ 1.1.9. Kolik jich je?

Jak jsme videéli, existuji hry které nemaji Nashovu rovnovahu (v ¢istych strategiich). Pokud
pripustime, aby hré¢i volili ndhodné mezi vybranymi strategiemi, nikoliv deterministicky jako
dosud, situace se zméni. Tomuto postupu se iika pravdépodobnosti rozsireni. Kazdy hrac¢ voli
pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné svych strategii. V piipadé konecnych her, které nas
budou nejvice zajimat, jde jednoduse o volbu pravdépodobnosti, se kterymi bude danou strategii

hrat. Soucet pravdépodobnosti pres vSechny strategie daného hrace musi dat 1.

Definice 1.1.17 Pravdépodobnosti rozsireni hry v normdini formé {N,{S;}ien, {ui}ien} je hra
{N,{AS;}ien, {Ui}ien'}, kde AS; je mnozina pravdépodobnostnich rozdéleni nad mnozinou S; a
U; : ASy x ---ASNy — R prirazuje kazdému prvku mnozZiny o € NSy X --- ASy océekdvanou
(stredni) hodnotu hry

Ui(s) =Y | TT o5(s)) | wils),

seS \jeN

pro konecéné mnoziny S.

Definice 1.1.18 Nashova rovnovdha hry v normdlni formé ve smiSengjch strategiich (NE in mized
strategies) je Nashova rovnovdha jejitho pravdépodobnostniho rozsirend.

Piiklad 1.1.19 Naleznéte Nashovu rovnovdhu ve smiSenych strategiich u predeslyjch prikladiu, kde
neexistovala Nashova rovnovdha v Cistych strategiich.

Piiklad 1.1.20 Zjistéte, zda u her, kde existuje Nashova rovnovdha v ¢istych strategit, existuji
dalsi smisené NR.

Priklad 1.1.21 Spoététe vsechny Nashovy rovnovdhu hry Souboj pohlavi a spocitejte ocekdvany
uzitek proniho hrdce. Je vyssi v pripadé smiSenyjch strategii nebo v pripadé cistych?

Reseni 1.1.22 Lze snadno ukdzat, Ze existuji dvé rovnovdhy v Gistyjch strategiich. Zkusme najit
Nashovu rovnovihu ve smisengch strategiich. Oznacéme p pravdépodobnost, zZe Zena zahraje ,H*, q
pravdépodobnost Ze totéz zahraje muz. Abychom byli v rovnovdze, tak musi platit, Ze volba hodnoty
p mazximalizuje ocekdvany uZitek Zeny, tedy hrdace ktery p voli.

maxy2pq + (1 —p)(1 —q)

Aby hodnota p, kterd tento vjraz mazimalizuje, leZela vevnitt intervalu [0, 1], mus? platit, Ze 2q =
1 — q. Pokud by tomu tak nebylo, problém by nemel vnitini reseni a dostali bychom se zpét do
céistych strategii. Podobnd tdvaha pro muZe ndm ddvd podminku na hodnotu p a to tuto: p = 2(1 —
p). Redend téchto rovnic ddvd rovnovdhu ve smisengch strategiich (%, %), kde pruni c¢islo uddvd
pravdépodobnost, se kterou pruni hrdc¢ hraje pruni strategii a druhé ¢islo tutéz pravdépodobnost pro
druhého hrdce.

Oc¢ekdvand hodnota vghry proniho hrdce je

2+ (1= p)(1 ) = .

Tento priklad ukazuje dva dulezité poznatky. Zaprvé, hrac, ktery voli urcité strategie ve smisené
rovnovaze s pozitivni pravdépodobnosti, musi byt indifferentni mezi vSemi témito strategiemi.
Jinymi slovy, vSechny strategie zvolené s pozitivni pravdépodobnosti mu museji pfindset stejny
uzitek, vétsi nez ty strategie, které s kladnou pravdépodobnosti voleny nejsou. Tohoto poznatku
lze castu vyuzit pro rychlejsi vypocet rovnovahy ve smiSenych strategiich.

Druhy poznatek se tyka ocekdavané vyhry v rovnovaze v Cistych a ve smiSenych strategiich.
Nejmensi moznd vyhra v Cistych strategiich je pro daného hrace 1, ale ve smiSenych to je g, tedy
méneé. I kdyz se muze zdat prekvapivé, ze rozsifenim mnoziny strategii poklesne o¢ekavany uzitek
hracu v rovnovéze, neni to nic neobvyklého. Existuje samoziejmé i fada her, ve kterych ocekdvand
vyhra v rovnovaze ve smiSenych strategii je vétsi nez v nékteré rovnovaze v Cistych strategiich.



1.2 Pozicni Hry

Hry v normélni formé jsou vhodné pro popis situaci, kdy se hrac¢i rozhoduji zaroven. Jak dale
uvidime, je mozné i pomoci normalnich her popsat situace, kdy se hrace rozhoduji postupné, ale
takovy popis muze byt komplikovany. Pro hry s explicitni strukturou postupné volby jednotlivych
hracu je vhodné vyuzit tzv. pozicéni formy her. Neformdlné, poziéni forma hry popisuje, jak se hra
postupuje (kdy se kdo rozhoduje), jaké ma moznosti a co v danou situaci vi.

1.2.1 Poziéni hry s kompletni informaci
Pro zacatek budeme definovat pozi¢éni hry s perfektni informaci, tedy hry, ve kterych kazdy hrac
vi, jak hrali vSichni hra¢i pred nim.

Definice 1.2.1 Poziéni hrou s perfektni informaci (extensive game with perfect information)
nazyvdme 5-tici
{N,H,Z,P: H\Z — N,{u; : Z — R}ien},

kde
e N je koneénd mnoZina hrdci,
e H je mnoZina posloupnosti spliiujicich:

— prdzdnd posloupnost je jejim prvkem: ) € H.

— pokud dand posloupnost ndlezi do H:(s*)y—1, .k € H, K € NU{oo}, pak i kazdd kratsi
posloupnost lezi v H, tj. pro vSechna L < K, (sk)kzl_,myL cH

o Prvky mnozZiny H nazyvdme historie, prvky historii nazjvdme akce.

Z C H je mnozina téch termindlnich historid (sk)k=17,__K € H, tedy téch posloupnosti z H,
které jsou bud nekonecéné a nebo neexistuje (s*)r—1. _ rx+1 € H.

o Funkce P pritazuje kazdé netermindlni historii hrdce, ktery po dané historii hrage (voli akci).
o u; je uZitkovd funkce pritazujict kazdé termindlnd historii vijhru daného hrdcée.®

Jak dale uvidime, jedna ze vhodnych forem zapisu pozi¢nich her jsou stromy. Kofenem stromu
je rozhodnuti prvniho hrace. V druhé trovni jsou rozhodnuti, ktera nasleduji jako druha v potradi
atd.

Definice 1.2.2 Pokud je mnozina H konecnd, mluvime o koneéné hie. Pokud jsou vsechny his-
torie z H konecné, mluvime o hie s koneénym horizontem.

Piiklad 1.2.3 Zkonstruugjte hru, kterd neni koneénd, ale md konecny horizont.

I zde existuji alternativni definice pomoci, napiiklad pomoci stromu, vrcholu a listi atd. Pro
srovnéni pouzijte napiiklad Wikipedii (http://en.wikipedia.org/wiki/Extensive_form_game).

Definice 1.2.4 Pro kazdou netermindlnd historii h oznacujeme (h,a) historii, ve které h je ndsledovdna
akei a a je tedy o jednotku delsi. Pro kaZdou historii h hrdé P(h) voli akci z mnoZiny

A(h) ={a: (h,a) € H}.

Piiklad 1.2.5 Hra o vstupu na trh (Market Entry Game). Existujici trh je pokryt jedinou firmou,
kterd dosahuje zisku 2. Novd firma zvaZuje vstup na tento trh. Pokud se rozhodne nevstoupit, Zadné
ndklady ani viynosy mit nebude. Pokud vstoupt, tak se existujici firma rozhodne, zda se tomuto
vstupu prizpusobi (obé firmy v takovém pripadé dosihnou zisku 1), nebo bude s novou firmou
bojovat o trh (napriklad prostiednictvim sniZengch cen, ndkladnou reklamni kampani atd.), ale pak
budou 0bé firmy ve ztrdte.

5Podobné jako pro hry v normélni formé lze i zde pouzit o néco obecnéjsi piistup a definovat preferenéni
uspoirdddni na mnoziné termindlnich vrcholu.



Novd firma
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[ ]

BV szﬂsob se

(—-1,-1) (1,1)

Piiklad 1.2.6 (Déleni pokladu.) Ve zndmé dloze jak se dva mohou spravedlivé rozdélit o hromddku
predméti se doporucuje nechat proniho z podilniki rozdélit predméty na dvé édsti a druhého ne-
chat vybrat si jednu z hromddek. Namodelujte tento postup jako hru dvou hrdciu. Pro zjednoduSent
muZete wvaiovat, Ze celd hromddka md hodnotu $1 a je dokonale délitelnd. Nebo je jednodussi,
pokud poklad lze délit jen po desetindch?

Nashovu rovnovahu v pozi¢nich hriach je mozné definovat velmi podobné jako ve hrach v
normalni formé, jen je potieba peclivé definovat, co je to strategie.

Definice 1.2.7 Strategie i-tého hrdce v pozicni hie s perfektni informaci je funkce, kterd kazdé
netermindlng historii h € H\Z, po které hraje hrdc i, tj. P(h) = i, pritazuje akci z mnoZiny A(h).
Strategie obvykle znacime s;, jejich mnoZinu S;.

Na této definici muze byt ponékud piekvapivé to, Ze strategie hrace musi urcovat akci v kazdé
historii, ve které dany hrac¢ hraje, a to i v téch historiich, které nemohou napsat kvuli volbé
daného hréce. Déle je potieba rozlisit vgsledek hry (outcome) od strategického profilu hry ($;)ien -
Vysledkem hry je termindlni historie, ke které vede hra podle onoho strategického profilu.

Pomoci strategii muzeme snadno definovat strategickou formu poziéni hry. Hru v normalni
formé definuje mnozina hricu, kterd zustdvd beze zmény, mnozina strategii kazdého hréce z
predchozi definice a systém vyhernich funkci, ktery vznika ptirozené z vyhernich funkcich poziéni
hry.

Piiklad 1.2.8 V ndsledujici hie patii mezi strategie pruniho hrdce i strategie L, R, prestoZe poté,
co zahrdl ,L* nem’ mozné, aby dostal prileZitost znovu hrdt.

N
N
o

-1)
(-2,2)

\
e

Totéz plati pro druhého hrdce.

Definice 1.2.9 Nashovou rovnovdhou poziéni hry s perfektni informaci je strategicky profil hry
(sf )ien takovy, Ze

wi(s%;,87) > ui(s™y,s;), Vs, € S;,Vie N
Piiklad 1.2.10 Resend hry o vstupu na trh. Tato hra md dvé Nashovy rovnovdhy. V proni z nich
stdvajict firma voli strategii (Boj) pokud novd firma vstoupi. V takovém pripadé je pro novou firmu
vyhodnéjsi nevstupovat. V druhé Nashové rovnovdze se stdvajict firma po (potencidlnim) vstupu
prizpusobi a pro firmu zvazujici vstup je tedy optimdlni vstoupit.



Ptedchozi ptiklad naznacuje, ze koncept Nashovy rovnovahy neni pro pozi¢ni hry vhodny.
Zatimco ve hrach v normalni formé probihd volba strategii soucasné, poziéni hry jsou typicky
sekvencni, tedy rozhodnuti nékterych hracu nésleduje az po rozhodnuti jinych. Rozhodnuti o
strategii druhy hra¢ tvoii teprve poté, co se dozvi rozhodnuti prvniho hrace. I kdyz se druhy
hrd¢ muze snazit presvédéit prvniho hrdée o tom, jakou volbu provede v budoucnu, raciondlni
hré¢i maximalizuji vlastni uzitek a prvni hra¢ toho muze vyuzit k odhadu toho, jakou strategii
zvol{ druhy hra¢. Naptiklad v predeslém piikladu neni raciondln{ volba strategie (Boj), poté co
vstoupil, nemuze tim ani ovlivnit prvniho hrac¢e. Prvni z Nashovych rovnovéach tak nedava smysl
pro raciondlni hrice.® Tyto tvahy lze formalizovat do pifstupu tzv. zpétné indukce. Pii zpétné
indukci se hra fesi od konce - postupuje se od nejnizsich drovni a kazdy netermindlni uzel se
nahrazuje terminalnim s takovou hodnotou, jaka odpovida feseni této irovné. Nejlépe tento postup
popisuje piiklad nésledujici po potiebnych definicich. Zac¢it musime s definici podhry.

Definice 1.2.11 Podhra poziénd hry T' = {N,H,Z,P : H\Z — M,{u; : Z — R},en} ndsledujict
po historii h je pozicni hra

F(h) = {NaH|h»Z|haP\h : H|h\Z|h — N, {Ui|h : Z|h - R}ieN}a

kde H|p je mnoZina historii h' takovych, Ze (h,h') € H, funkce P|, je definovina predpisem
P|n(h') = P(h,h') pro viechna ' € H|p,. MnoZina termindlnich historii Z|;, je definovdna jako v
definici poziéni hry a w;|p, jsou definovdana pomoct w; takto: u;|p(h') = w;(h,h’).

Resen{ hry pomoci zpétné indukce vyzaduje, aby akce, kterou hra¢ voli, byla optimélni pro
dané strategie protihracti po kazdé historii.” Profil strategii, které tyto pozadavky spliuji, jsou
nékdy nazyvany dokonald rovnovdha vzhledem k podhrdm (subgame perfect equilibrium).

Definice 1.2.12 Dokonalou rovnovdhou vzhledem k podhram (DRVP) nazgvdme takovy profil
strategii s* hry I' = {N,H,Z, P : H\Z — M,{u; : Z — R};en}, Ze pro kaZdého hrdice i € N a
kazdou neterminding historii h € H\Z takovou, Ze P(h) =i plat{

wiln(sZiln, 87 ln) = wiln(sZiln, 5i)
pro vSechny strategie s; podhry T'(h).

7 definice vyplyva, ze kazdda DRVP je také Nashovou rovnovdhou. Opacnym smérem to sa-
moziejmé neplati.®

Reseni 1.2.13 (Hra o vstupu na trh) Pokud pouzijeme zpétnou indukci na hru O vstupu na
trh, nejprve resime podhru, kdy se druhy hrdé (Zabéhnutd firma) rozhoduje, zda bojovat ¢i prizpusobit
se. FBuvidentné, jakmile hra dosdhla tohoto bodu, je vijhodnéjsi se prizpusobit. Pruni hrac bere toto
reSeni v dvahu a hra, kterou 7esi je

Novd firma
[ ]
Nevstuy “ﬁup
(0,2) (L,1)

V takové situaci je pro novou firmu vyhodnéjsi na trh vstoupit. DRVP je tedy (,vstup®, ,prizpisob
se“).

Reseni 1.2.14 (Déleni pokladu) Druhy hrdc si vybird mezi dvéma hromddkami. Je v jeho
zdgmu vybrat si tu vét$i (hodnotnéjsi). Prund hrdé toto ocekdvd a proto je pro néj nejughodnéjsi
hromddku rozdélit na dvé stejné casti. (Co kdyz to nejde?).

6Formélné je nejen potieba, ze oba hraci jsou raciondlni, ale ze tento fakt je vieobecné znam. Tedy prvni hrac vi,
ze druhy hrac je raciondlni. Také druhy hrac vi, ze prvni hrac¢ vi, ze druhy hrac je racionalni atd. Uplna formalizace
toho problému je pomérné slozitd a jde nad ramec tohoto textu.

TV poziénich hrich s netplnou informaci uvidime, Ze ne kazds historie definuje podhru. V tuto chvili ale je
situace jednodussi, nebot pro kazdou historii mtizeme definovat podhru.

8Nékdy mluvime o tzv. refinements, tedy zpiesnénych Nashovy rovnovéhy, které ndim umoziuji vybrat tu ,nej-
rozumnéj$i“ z Nashovych rovnovah. V piipadé DRVP jsou odstranény ty Nashovy rovnovéhy, ve kterych néktery z
hricu vyhrozuje pomoci nevérohodné hrozby (non-credible threat).



Definice dokonalé rovnovdhy vzhledem k podhram vyzaduje porovnani potencialniho kandidata
na rovnovahu se vSemy moznymi strategiemi, pro vSechny hrace. Da se ukazat, ze toto srovnani
lze vyrazné zjednodusit. K tomu, abychom ovéiili zda o rovnovéhu jde (Gi ne), staci ovérit, ze
zadny hrac¢ si nemuze polepsit zménou jediné akce v situaci, kdy se o ni rozhoduje.

Lemma 1.2.15 Lemma o jedné odchylce. Necht T = {N,H,Z, P : H\Z — M,{u; : Z — R};en}
je hra s konecnym horizontem. Profil strategii s* tvori DRVP tehdy a jen tehdy kdyz pro kaZdého
hrdce i € N a kaZdou historii h takovou, Ze P(h) =i plati

wiln (s lns s71n) = wiln(sZ4ln, si)
pro kazdou strategii s; hrdce i v podhie I'(h) kterd se lisi od s}|n jen v akci po historii h.

Véta 1.2.16 Kazda konecnd pozicni hra s dokonalou informaci md DRVP, a tedy alespon jednu
Nashovu rovnovdhu.

Dikaz 1.2.17 Indukci vzhledem k délce nejdelsi historie hry .

1.2.2 Poziéni hry s netiplnou informaci

Definici poziéni hry lze snadno prizpusobit situaci, kdy dany hrac pii volbé své akce nevi, jak se
rozhodl hra¢ pred nim. Je dokonce mozné definici pfizpusobit i situaci, kdy néjaky hra¢ zapomene,
jak hral diive.

Formalné je tato definice zalozena na tzv. informaé¢nich mnozinach. Naptiklad pokud druhy
hrac nevi, jakou akci zvolil prvni hrac, jsou pro néj ty historie, které se lisi v tahu prvniho hrace
nerozlisitelné. Aby nebyl schopen odvodit, jakou akci prvni hrac¢ zvolil, je nutné, aby mnozina jeho
moznych akci byla pro dané historie stejna. Pokud by druhy hra¢ po jedné akci prvniho hrace mél
na vybér 3 akce, ale po druhé akci jen 2, mohl by si snadno odvodit, jak hral prvni hra¢. Tyto
piipady musi byt vylouceny.

Definice 1.2.18 Pozi¢n{ hrou (extensive-form game ) nazgvdme 7-tici
{N.H,Z, fo,P: H\Z — N U{0},Lien,{ui : Z — Rlien, },
kde
e N je konecnd mnoZina hrdéu, @ je hrdac¢ ,ndhoda,
e H je mnozZina posloupnosti splnugicich:

— prdzdnd posloupnost je jejim prokem: ) € H.
— pokud dand posloupnost ndlezi do H:(s*)x—1  x € H,K € NU{oo}, pak i kazdd kratsi
posloupnost lezi v H, tj. pro vSechna L < K, (sk)kzlw’L ceH

o Proky mnoZiny H nazgvdme historie, prvky historii nazijvame akce.

e 7/ C H je mnozina téch termindlnich historii (sk)k:LmK € H, tedy téch posloupnosti z H,
které jsou bud nekonecné a nebo neezistuje (s¥)g=1, 1 € H.

o Funkce fp prirazuje kaZdé historii h takové, e P(h) = @ pravdépodobnostni rozdelent’
fo(:|h) na mnoziné A(h)

o Funkce P pritazuje kazdé netermindlni historii hrdce, ktery po dané historii hrage (voli akci).

e Pro kaZdého hrice i € N oznacuje I; = {I;};—1, .. rozdéleni® mnoziny {h € H : P(h) =i}
takové, ze A(h) = A(W') pokud h a h' ndlezi do téze mnoZiny rozdéleni. Znacime A(I;)
mnozinu A(h) a P(I;) mnoZinu P(h) pro libovolnou historii h € I;. Rozdélent I; nazgvime
informacni rozdélent, jeho prvky informacnimi mnozZinami i-tého hrdce

90bvykle budeme uvazovat hry, kde A(h) je koneénd a tak fg(alh) uddvé pravdépodobnost, ze ndhoda zvoli
akci a po historii h.

10Rozdélen{ je mnozina podmnozin dané mnoziny, které jsou vzajemné disjunktni a jejich sjednoceni pokryva
danou mnozinu.



o u; je uZitkovd funkce prirazujict kazdé loterii termindind historie vijhru daného hrdcée.!

Tato definice zavad{ kromé pojmu informac¢ni rozdéleni a informac¢ni mnozina také nového hrace
- ndhodu. Je mozné bez vétsich obtizi dodefinovat ndhodu i ve hrach bez tuplné informace.

Piiklad 1.2.19 Formdalné definujte ndsledugjici hru

(1,2) (2,1) (—1,3) (3,-1)

ve které prerusovanou c¢arou spojené uzly patii do stejné informacni mnoZiny.
Piiklad 1.2.20 Naleznéte hru v normdlni formé odpovidajici predchozi pozicni hie.
Priiklad 1.2.21 Je mozné kaZdou pozicni hru s dokonalou informaci povaZovat za poziéni hru?

Definice 1.2.22 (istou strategii v pozic¢nich hrdch rozumime predpis akce a pro kaZdou informacni
mnozinu I; pro daného hrdce 1.

Priklad 1.2.23 Je ndsledujicim stromem popsdna pozi¢ni hra?
[ ]
// \
7/
Ve
le™” c
a b

Predchozi priklad naznacuje, jakym zpusobem je mozné modelovat hry, ve kterych jeden z
hracu zapomene vlastn{ predesly tah. Formélné je mozné definovat hry s dokonalou paméti (perfect
recall). Na ty se budeme zamérovat v dalsim textu, neni-li zminéno jinak.

Podobné jako v pozi¢nich hrach s dokonalou informaci lze i ve hriach s nedokonalou infor-
maci definovat podhry. Jedinou dodatetnou podminkou je, aby podhra, ktera obsahuje ¢ast urcité
informaé¢ni mnoziny, tuto mnozinu obsahovala celou.

Piiklad 1.2.24 Vypiste vSechny podhry ndsledujici hry

A \
Diky této definici muzeme rozsitit definici dokonalé rovnovahy vzhledem k podhram i na poziéni

hry bez kompletni informace. Opét pozadujeme, aby strategie rovnovahy tvorily Nashovu rov-
novahu v kazdé podhfe.

\G
Y

HProtoze ve hie muze hrat ndhoda, hra nemé obvykle jedinou termindln{ historii. Je potfeba uvazit loterii, kterou
ndhoda zpusobuje. Pro nase tcely postaé¢i, kdyz budeme uvazovat stiedni (otekdvanou) hodnotu vyhry vychézejici
z vyher v jednotlivych termindlnich historiich.



Piiklad 1.2.25 Naleznéte vsechny DRVP ndsledujici hry:

/ A
(1,0,3) o’
/ -
32 _ = o3
2N 2N
(2,1,2) (0,1,0) (0,2,0) (2,2,2)

Reseni 1.2.26 Hra md dvé podrhy. Hru samotnou a podhru zaéinagici tahem druhého hrdce. Staci
nalézt vsechny Nashovy rovnovdhy druhé podhry a pak ovérit, zda existuje strategie pruniho hrdce
tak, Ze jde stdle o Nashovu rovnovdhu. Nashova rovnovdha vlastni podhry je jedindg, a to (X,C).
Pront hrdc¢ pak voli radéji A, takze DRVP je (A, X,C).

Priklad 1.2.27 Jsou Sachy poziéni hrou ¢ Jsou hrou bez kompletni informace? A poker?

Podobné jako ve hrach v normélni formeé je i v pozi¢nich hrach mozné definovat strategie
vyuzivajici pravdépodobnosti. Neni ale ziejmé, zda hraci maji ndhodné volit ¢istou strategii a
nebo nadhodné a nezévisle volit akci kdykoliv jsou na tahu. Tyto dvé moznosti vedou k nésledujicim
dvéma definicim.

Definice 1.2.28 Smisend strategie i-tého hrdce je pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné cistych
strategii. Behaviordlni strategie je souhrn nezdvislych pravdépodobnostni rozdéleni (B8;(1;)), kde
Bi(I;) je pravdépodobnostni rozdéleni nad mnozinou A(I;).

Analogicky k predchozim definicim, pomoci konceptu smiSenych a behaviordlnich strategif
muzeme definovat i zde Nashovu rovnovéhu. Pro hry s dokonalou paméti jsou tyto dva koncepty
ekvivalentni vzhledem k vysledkim (outcome equivalent).!?

Priiklad 1.2.29 Pokuste se najit Teseni ndsledujici hry, které by bylo analogické dokonalé rov-
novdze vzhledem k podhrdm, tedy vyZadovalo, aby strategie kazZdého hrdce byla optimdlni v kazdé
informacni mnoziné.

3,1) (0,0) (0,2) (1,1)

Reseni 1.2.30 Jakmile se druhij hrdc¢ ocitne na tahu, tedy ve své informacni mnoziné, je pro néj
optimdini volit ,,L“, bez ohledu na to, zda se do této informacéni mnozZiny dostal—tedy zda pruni
hrdc volil ,M*“ ¢i ,R“. Pruni hrd¢ pak optimdlné voli ,L*.

Piiklad 1.2.31 Pokuste se podobné vyresit nasledujici priklad

(3,1) (0,2) (0,2) (1,1)

12Smisenou strategii daného hrace definujeme jako ekvivalentni vzhledem k vysledkiim behavioralni strategii, po-
kud pro kazdou kombinaci ¢istych strategii ostatnich hracu tyto strategie vedou ke stejnému pravdépodobnostnimu
rozdéleni termindlnich historii.



Reseni 1.2.32 V této situaci jiz neni ziejmé, zda je lepsi pro druhého hrdce hrdt ,L“ nebo ,R.
Toto rozhodnuti zdlezi na tom, jak hrdl proni hrdc. Pokud druhy hrdé povaZuje za pravdépodobnéjsi,
ze pront hrdac volil ,M*, pak je pro néj lepsi zvolit ,R*, v opacném pripadé ,L“. Strategie pruniho
hrdce potom muzZe odpovidat tomu, v co druhy hrac¢ véri. V nékterych situaci ale tato informace
nemiiZe bijt odvozena ze strategii hrdaci, nebot pravdépodobnost Ze se hra dostane do této informaéni
mnoziny muze byt nula. Napriklad pokud se pruni hrdc¢ rozhodne hrdat L, informacéni mnozZiny
druhého hrdace neni dosazeno.

Prvni mozny piistup k feSeni pozi¢nich her s netplnou informaci je zalozen na slabé Bayesové
rovnovéaze ( Weak Perfect Bayesian Equilibrium, ddle jen WPBE, vyuzivajicim tzv. ocekdvani (be-
liefs), coz je mnozina pravdépodobnostnich rozdéleni, kazdé z nich nad historiemi nalezejicimi do
téze informaéni mnoziny. V piipadé, Ze informa¢ni mnozina obsahuje jediny prvek, je otekdvani
trividlni—kazdy hrac¢ vi, kde se nachazi. V predchozim piikladu je tak podstatné jediné ocekavani,
tedy pravdépodobnost, se kterou hra¢ ocekdva, ze se vyskytuje vlevo v informaéni mnoziné (po
»M*) nebo vpravo (po ,,R“). WPBE pozaduje, aby ocekdvani byla zalozena na Bayesové pravi-
dle,'® kdekoliv to je mozné. Bayesovo pravidlo nelze pouzit tam, kde dané informaéni mnoziny
neni vitbec dosazeno a pouziti pravidla by vyzadovalo déleni 0. Tam, kde dané informaéni mnoziny
neni dosazeno, mohou byt ocekavani jakakoliv.

Piiklad 1.2.33 V predchozim prikladé proni hrdé hraje behaviordlni strategii u = (p,q,1—p—q).
Jaké je ocekdvani druhého hrdace podle Bayesova pravidla?

Reseni 1.2.34 Ocekdvdni je pravdépodobnost, Ze se hrdc nachdzi v daném misté informacni
mnoziny za podminky, Ze bylo dané mnozZiny dosaZeno. Je tedy zreymé, Ze soucet pravdépodobnosti
daného oc¢ekdvani pres kazZdou informacni mnozinu musi ddat soucet 1. Oznacéme tedy r pravdépodobnost,
se kterou hrdé 2 ocekdvd, Ze se nachdzi v levé édsti dané informacni mnozZiny. Podle Bayseova
pravidla plati r = ﬁ a podobné pro pravdépodobnost, Ze se nachdzi vpravo plati 1 —r = %.
Snadno lze ovérit, Ze soucet ddvd 1. Pokud je ovsem p = 1,q = 0, Bayesovo pravidlo nelze pouZit

a hrac¢ 2 muze mit jakékoliv oéekdvand.

Definice 1.2.35 Behaviordlni profil strategii (3;(1;)) tvori WPBE, pokud existuje profil ocekdvdnd
w* takovy, Ze strategie kazdého hrdce maximalizuje jeho vijhru pro dané strategie ostatnich hrdci
a dand ocekdvdni, a takovy, Ze ocekdvdni jsou odvozena pomoci Bayesova vzorce ve wvsech in-
formacnich mnozindch, kterych je dosazeno.

To, ze definice neupfesnuje ocekavani v informaé¢nich mnozindch, kterych neni nikdy dosazeno
zpusobuje, ze mohou existovat WPBE, které netvoii dokonalou rovnovéhu vzhledem k podhrdm,
jak ukazuje nasledujici piiklad.

Piiklad 1.2.36 Naleznéte vsechny WPBE priklady 1.2.25

Reseni 1.2.37 Prunim prikladem WPBE je prdvé DRVP, jak lze snadno ovérit. Existuje ale i
dalsi WPBE. Klicem k jeho nalezeni je prdvé moznost volby libovolnych ocekdvdni v situaci, kdy
dané informaéni mnoZiny neni dosaZeno. Predstavme si, Ze hrd¢ 8 véri, Ze se machdzi vlevo své
informacni mnoziny. Pak je pro néj optimdlni hrdat D. Pro druhého hrace je i v takovém pripadé
optimalni hrdt X. Pro prvniho hrdce je ale optimdlni hrdt B, protoZe kdyby hrdl A, tak by jeho
zisk byl 0, namisto 1, které mu zarucuje strategie B. V podstaté nesmysiné'* ocekdvdni hrdce 3
tak neni vyvrdceno, protoze hra se nedostane do jeho informacni mnoziny.

Jednim ze zpusobu, jak zarucit, aby vSechna ocekavani byla ,rozumnda®, je uvazovat o tzv.
,dokonale smiSenych“ strategiich. Diky tomu se v kazdé informacni mnoziné da pouzit Bayesovo
pravidlo. Jde ale o hodné silny pozadavek—kazdy hrac by takto musel hrat strategie, které jsou
pro néj nevyhodné. Misto toho budeme uvazovat jen strategie, ke kterym se lze limitné ptiblizit
pomoci takovychto strategii.

13Bayesovo pravidlo je
P(B|A)P(A)
P(B)
kde P(X) je pravdépodobnost jevu X, P(X|Y') je podminénd pravdépodobnost jevu X za podminky, Ze nastal jev
Y.
14Nesmyslné proto, ze strategie X druhého hrice je dominantni.

P(A|B) =

11



Definice 1.2.38 Kompletné smisend strategie je behaviordlni strategie, kterd prirazuje kazZdé cisté
akci v kazdé informacni mnoziné kladnou pravdépodobnost.

Definice 1.2.39 Duojce behaviordlnich strategii a ocekdvdnd (3, p) je konzistentni pokud existuje
posloupnost ((B™, u™)) kterd konverguje k (3, p) a jejiz prvky jsou dokonale smisené strategie,
a oéekdvdni jsou odvozena pomoci Bayesova vzorce.'®

Abychom mohli definovat rovnovdhu, musime nejprve definovat jak hraci porovnavaji a odha-
dujf mozné vysledky.
Definice 1.2.40 Definujme funkci pravdépodobnostniho rozdélent vysledku O(3, u|l) podminéném
na dosaZeni informacni mnoziny I, pro danou termindini historii h* = (a',...,a) jakozto

pravdépodobnosti distribuci na termindlnich historiich za podminky, Ze bylo dosazZeno dané in-
formacni mnozZiny a za dangch ocekdvdni a behaviordlnich strategii:

OB, w1 (h*) = (1) (TTES Bpiar oy, a*) (@),
pokud existuje podhistorie h* lezici v I, a poloZime ji rovnu 0 pokud takovd podhistorie neexistuje.'®
Nyni konetné muzeme piistoupit k definici sekvencni racionality.

Definice 1.2.41 Duojce (8, p) tvori sekvenéné raciondlni rovnovdhu, pokud je konzistentni a

> 0B, ulL) (R)yui(h) > Y OB, By, | L) (h)us(h)

hez hez
pro kazdou strategii B, a informacni mnozinu I; € I kaZdého hrdacei € N.

Poznamka 1.2.42 Lze ukdzat, Ze kaZdd konecnd pozicni hra md alespon jednu sekvencéné ra-
ciondlni rovnovdhu.

Piiklad 1.2.43 Naleznéte sekvenéné raciondlni rovnovdhy v prikladu 1.2.31.

Piiklad 1.2.44 Naleznéte sekvenéné raciondlni rovnovdhy v nasledujicim prikladu

. «— (111
Di d
S . ________234
SN SN
(3,3,2) (0,0,0) (4,4,0) (0,0,1)

Reseni 1.2.45 Pro srovndni nejprve nalezneme Nashovy rovnovihy. Hraje-li tieti hrdc L a druhy
hrdé ¢ s dostateéné vysokou pravdépodobnosti (alespori %), pak pront hrac preferuje hrat D. ProtoZe
se druhgj hrdé nedostane na tah, jde o Nashovu rovnovihu.'”. Druhd skupina Nashovijch rovnovdh
je ta, kdy treti hrdc hraje R s velkou pravdépodobnosti (alespori %) a druhy hrdé pak optimdlné
hraje ¢ a pruni C. V rovnovdze tieti hrdé nehraje—jeho strategie, tedy jak by hrdl, kdyby se na
tah dostal, je ale podstatnd pro to, jak hraji ostatni dva hrdci.
Pruni sada Nashovijch rovnovdh netvori sekvencné raciondlni rovnovdhy, protoZe strategie druhého

hrdce neni optimdlni. Za podminky dosazeni jeho informacni mnoziny by pro néj bylo optimdlni

I5Konvergenci je nutnou definovat v pifslusném Euklidovském prostoru, ale formdlni definici nebudeme déle
potiebovat, proto ji vynechdvame. Bayesovo pravidlo je

p(ajp) = DL,

kde P(X) je pravdépodobnost jevu X, P(X|Y) je podminénd pravdépodobnost jevu X za podminky, Ze nastal jev
Y.

16Pokud informaéni mnozina I obsahuje jen poateéni historii, tak O(8, u|I) definujeme jako pravdépodobnosti
rozdéleni nad termindlnimi historiemi vzniklé tim, kdyz kazdy hrac¢ hraje svoji behavioralni strategii.

17Vsimnéte si, ze uvazujeme behaviordlni strategie, a tedy jich existuje celd fada—pro viechny hodnoty

pravdépodobnosti hry akce ¢ mezi % al.
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hrdt d, nikoliv c. Druhd skupina NR tvori sekvenéné raciondlni rovnovdhy, pokud ocekdvdni tretiho
hrdce jsou takovd, Ze se machdzi v levé édsti (odpovidagici historii D) s pravdépodobnosti %
Ovérit konsistenci lze pomoci posloupnosti kompletné smiSenyjch strategii—staci priradit strate-
gii D pruntho hrace pravdépodobnost €, strategii d druhého hrdcée pravdépodobnost dvakrdt vétsi.
Strategie tretiho hrdce je smisend aZ na pripad, kdy hraje R s pravdépodobnosti 1, pak staci uvdzit
dokonale smiSenou strategii s pravdépodobnostmi e,1 — €). Viechny tyto strategie konverguji k
poZadované rovnovdze, jsou dokomnale smisené a racionalitu ocekdvdni tretiho hrdce lze snadno
OVETL.

Piiklad 1.2.46 Naleznéte sekvenéné raciondlni rovnovdhy v prikladu 1.2.31.

1.3 Opakované hry

V situaci, kdy hraci opakované hraji tutéz hru, neni predchozi teorie pitilis praktickd. Mnozina
strategif ¢i historii muze byt velmi snadno nekonecnd (i nespocetnd). Pokud jde ale o nekone¢né
opakovani téze hry, problém lze pomérné znac¢né zjednodusit.

Pro zjednoduseni se nebudeme zabyvat hrami, které se opakuji koneé¢nékrat. I kdyz je ziejmé,
ze vétsina opakovanych her je nutné konecnd, toto neni nutné na prekazku. Cilem teorie je popis
her, kdy hrac¢i hry vnimaji jako nekonec¢né, tedy neuvazuji o jejich konci a predpokladaji, ze budou
hrat dale v dohledné budoucnosti.

Vysledky teorie zaviseji na tom, jakym zpusobem hraci uvazuji o budoucnosti, tedy jak po-
rovnavaji hodnotu vyhry zitra s vyhrou dnes. V literatufe lze nalézt nékolik ruznych metod, které
se navic lehce lisi ve svych dusledcich. My se budeme zabyvat jen tou nejcastéji pouzivanou a v
podstaté nejjednodussi—(exponencidlni) diskontovani.

Pii exponencidlnim diskontovani je piijem v ndsledujicim obdobi vézen diskontnim faktorem
§ € (0,1). Pro posloupnost strategickych profili a = (a) a okamzZitou uzitkovou funkei u; jednoho
hré¢e miizeme definovat uzitkovou funkci U; pro posloupnost akénich profili.'®

Ui(a) = Z ui(a)s’

Budeme predpokladat, ze tato suma vzdy existuje a je kone¢nd, coz je trividlni pozadavek pokud
u; je ohranic¢ena.

Definice 1.3.1 Necht G = {N,{S;},{u;}} je hra v normdini formé, S = x;S;. Hrou s ne-
koneénym poctem opakovani nazgvdme poziéni hru s dokonalou informaci G' = {N, H, P,{U;}},
kde

o H=UZ,S", S ={0}
e P(h) = N pro kaZdou netermindlni historii h € H
o U; jsou definovany pomoci exponencidlni diskontovdni.

Historii nazgvdme termindlni, tehdy a jen tehdy, je-li nekonecénd.

Po kazdé netermindlni historii voli kazdy hrac ¢ € N akci z S;. Strategii hrace tedy tvoii predpis
akce z S; pro kazdou kone¢nou posloupnost vysledki hry G.

Na rozdil od koneénych strategickych her, kde Nashovych rovnovah bylo relativné malo, nebo
dokonce neexistovala zadnd, problémem nekone¢nych her je velké mnozstvi rovnovah. Ukéazeme,
ze kazda posloupnost strategicky profilt, kterd kazdému hraci zarucéuje vice nez jisty minimélni
pifjem (minimax payoff), je limitné blizky néjaké Nashové rovnovéze opakované hry.

Je intuitivni ocekavat, ze v Nashové rovnovize nemiuze zddny z hra¢u dosdhnout mensiho
uzitku, nez k jakému ho mohou donutit ostatni hraci. Tuto hodnotu oznac¢ujeme za minmax vyhru
a formdlné ji definujeme takto:

Uy = MTiNg_,e8_,MaTs,c8,; Ui(s—’ia Si)

18Zatimco u; je uzitkova funkce piifazujici redlné &islo jedinému strategickému profilu, funkce U; pfifazuje redlné
¢islo nekoneéné posloupnosti strategickych profila. Jinymi slovi, u; je okamzity uzitek v jednom opakovani hry, U;
je uzitek za vSechna opakovani.
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Budeme znacit p_; € S_; nebo téz p_;(s;) feSeni tohoto minimaliza¢niho problému. Pro kazdé
s_; navic znacime b;(s_;) nejlepsi odpovéd na s_;.

Vyherni profil w ve hie G’ je vynutitelny (enforceable), pokud w; > v; pro véechna i € N.
Pokud w; > v;, mluvime o strikini vynutitelnosti.*

Nésledujici dve véty ukazuji, ze kazdy striktné vynutitelny profil 1ze (pfiblizné) podpofit Na-
shovou rovnovahou a ze kazdd Nashova rovnovaha definuje vynutitelny profil.

Véta 1.3.2 Pro libovolny diskonind faktor § € (0,1) a libovolnou hru s nekoneéngm pocétem opa-
kovini G' = {N, H, P,{U;}} plati, Ze kaZdy vgherni profil odpovidagici libovolné Nashové rovnovdze
této nekonecné hry je vynutitelny.

Véta 1.3.3 Pro kazdy strikiné vynutitelnyg vgherni profil w hry G’ a kazdé € > 0 existuje 6 € (0,1)
a vghernd profil w' hry G’ takovy, Ze |w' — w| < € a existuje Nashova rovnovdha, pro niZ je w'
vghernim profilem hry G’ s nekoneénim poctem opakovdni a diskontnim faktorem §.

Dikaz prvni véty je trividlni a lze jej provést sporem. Pokud by totiz Nashova rovnovaha vedla
na nevynutitelny vyherni profil, pak alespon jeden hra¢ by vydéldval méné nez minmax vyhru.
Coz ale znamena, ze by pro néj existovalo jednostranné vylepseni a tedy by nemohlo jit o Nashovu
rovnovahu.

Druhéd véta vyuziva tzv. trigger strategii. To jsou strategie, ve kterych jakozto reakce na
odchyleni od rovnovahy urcitym hracem je ostatnimi hréci zvolena strategie snizujici vyhru odchy-
lujiciho se hrace (jde o potresténi). Vyse trestu zdvisi na vzdalenosti vyhry v rovnovézné strategii
a minmax vyhfe, ale také na diskontnim faktoru. Cim vyssf je 8, tim vétsi vahu mé budoucnost a
tedy i mozny trest a tim snédze se zabranuje hra¢um v odchyleni se od rovnovézné strategie.

Podobné jako u pozi¢nich her, i zde tyto hrozby nemuseji byt vérohodné, pokud by jejich
realizovanim ostatni hraci poskozovali sami sebe. Pokud bychom vyzadovali, aby strategie byly
optimalni i ve vSech podhrach, ziskdme tim analogickou definici dokonalé rovnovahy vzhledem k
podhrdm (DRVP). Predchozi véta pak plati v nasledujici podobé:

Véta 1.3.4 Necht s* je striktné vynutitelny strategickyj profil, tedy takovij profil strategit, kterému
odpovidad striktné vynutitelny vijhernd profil w. Predpoklddejme, Ze existuje N strikiné vynutitelnych
strategickych profili (a(i))ien takovych, Ze s* =; a(i) a a(j) >; a(i) pro vSechna j € N {i}. Pak
existuje dolni hranice na diskontni parametr § takovy, Ze pro vSechna § > § existuje dokonald
rovnovdha vzhledem k podhrdm hry G' s nekoneéniym poctem opakovdni diskontované pomoci 4,
kterd generuje vysledek (st), takovy, Ze st = s*,Vt.

Priklad 1.3.5 Uwvazte ndsledujici hru v normdlni formé

Zemé 2
Vilka r
Zemé 1 | Vilka | (1,1) | (3,0)
Mir (0,3) | (2,2)

S

V této hie jde o dvé zemé, které spolu mohou vdléit. Pokud obé vdlci, kaZdd ziskd uzitek 1.
Pokud jedna hraje agresivné (Vilka) a druhd mirové (Mir), tak agresor ziskd ustupek a uZitek 3,
druhd strana ziskd 0. Pokud jsou obé zemé v miru, tak kaZdd ziskd 2.

Ukazte, ze (Mir,Mir) neni Nashova rovnovdha hry v normdind formé. Naleznéte trigger strategii
v hi'e s nekoneéngm opakovdnim, kterd umozniuje, aby se ((Mir,Mir)) stal Nashovou rovnovdhou
této opakované hry. Pro jaky diskontni faktor je to mozZné?

Reseni 1.3.6 V této hie (bez opakovdni) profil strategii (Mir,Mir) neni Nashovou rovnovdhou,
nebot obé zemé maji moznost vylepsit svij uZitek tim, Ze jednostranné prejdou do Vilky. Uvazme
nasledugjici strategii ve hi'e s nekonecnym poctem opakovdni. Kazdy hrac hraje Mir, pokud ve vsech
predchozich kolech protihrdc zahrdl Mir. V opacéném pripadé hraje Vilka. V prunim kole hraji oba
hraci Mir.

Je zrejmé, Ze pokud oba hrdci hraji podle této strategie, tak vysledkem je neustdle (Mir,Mir). Je
tedy jen nutné ovérit, Ze Zadni z hrdciu si nemuZe polepsit jednostrannou zménou strategie. ProtoZe
hra je symetrickd, muzeme uvazovat jen Zemi 1. Ddle je snadné si uvédomit, Ze pokud je nékdy
pro Zemi 1 vghodné se odchyjlit od dané strategie, pak je to vijhodné udélat hned v prunim kole.

19Pro¢ tento nazev bude ziejmé za chvili. Nékdy se téz pouzivé oznaceni inidividudiné raciondini.
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Pokud se tedy Zeme 1 odchyli v pronim kole a zahraje Vdlka, pak druhy hrdc¢ hrajici podle své
strategie hraje Vdlka od druhého kola aZ do konce hry. Pak je tedy i pro prvntho hrdce optimdlni
hrdt Vilka od druhého kola ddle. Musime nyni spocitat celkové uZitky hrdciu pii hie podle puvodni
a této strategie a zjistit, ktery je vétsi, v zdvislosti na diskontnim faktoru 6.

Pri puvodni strategii je uZitek souctem ndsledujici nekonecné tadu

2251—2—

3-26
Ul(6) = 3+Z5@—3+—5 —

Porovndanim obou vyrazi dostaneme, Ze uvedend trigger strategie je Nashovou rovnovihou, pokud

9 1 >3—2(5
1-9§ 1-6

A to nastdvd tehdy a jen tehdy, pokud § > %

Nésledujici véta znaéné zjednodusuje hledani DRVP, protoze misto porovnani se véemi moznymi
alternativnimi strategiemi staci zkontrolovat, ze neexistuje odchylka v jediné periodé, pro kazdého
z hraei.20

Véta 1.3.7 Profil strategii tvori DRVP hry s nekoneénym poctem opakovdni hry G tehdy a jen
tehdy, kdy neexistuje odchylka v jediné periodé pro nékterého z hrdcu.

Piiklad 1.3.8 Ouérte, Ze strategie ,Oko za oko“?' tvori Nashovu rovnovdhu pro stejné hodnoty

J.

Priklad 1.3.9 Spocitejte, pro jaké diskontni faktory je ve Véznové dilematu mozné docilit spo-
luprdce, tedy opakované (N,N).

Reseni 1.3.10 Podobné jako v piedchozim Feseném piikladu staci spocitat, zda jednordzovd zména
strategie vede k lepsimu vysledku

U,(8) = wa *275

0— Z 106° = —10L

U1(6) iy

Porovnanim ziskdime podminku pro Nashovu rovnovdhu § > é
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