Jednorozmérné bodové rozlozeni Cetnosti

Jestlize pocet variant znaku X v jednorozmérném datovém souboru neni pftili§ velky, pak pfi-
fazujeme Cetnosti jednotlivym variantdm a hovofime o bodovém rozlozeni cetnosti.

X
1
Necht’ je dan jednorozmérny datovy soubor | : |, v némz znak X nabyva r variant.

n
Proj=1, ..., r definujeme:
n; = N(X = x[;)) — absolutni ¢etnost varianty xj;; ve vybérovém souboru

n.
pj = — — relativni &etnost varianty xj) ve vybérovém souboru
n

N; = N(X < xj5)) =ny + ... + nj — absolutni kumulativni ¢etnost prvnich j variant ve vybérovém
souboru

Fj= —L =p; + ... + p; — relativni kumulativni ¢etnost prvnich j variant ve vyb&rovém souboru
n

Tabulka typu
X{i] n; 9 N; Fi
X[1] n; p1 N F,
X[r] Ny Pr Nr Fr

se nazyva variacni fada (nebo téz tabulka rozlozeni Cetnosti).

Priklad: Mame jednorozmérny datovy soubor, ktery obsahuje udaje o znamkach
z matematiky (znak X) u 20 studentd.
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Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti.



ReSeni:

X[i] n Pi N; F;
1 7 0,35 7 0,35
2 3 0,15 10 0,50
3 2 0,10 12 0,60
4 8 0,40 20 1,00
- 20 1,00 - -

Pomoci relativnich ¢etnosti zavedeme cetnostni funkei.

. prox =xp, j=1, ...,r
Funkce p(x) = {pj P (> se nazyva cetnostni funkce.

0 jinak

V nasem pfipad€ ma cetnostni funkce tento graf:
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Cetnostni funkce je
nezaporna (LIx U R: p(x) =20)

a normovana ( ip(x) =1).

X=-00

Pomoci kumulativnich relativnich ¢etnosti zavedeme empirickou distribu¢ni funkeci.

0 pro x <x,
Funkce F(x) = {F, pro x; dx< X(j+1 J =1, ..., T -1 se nazyva empiricka distribu¢ni funkce.
lprox =x,

Empiricka distribucni funkce je

neklesajici (L xy, xa U R, x; <x2: F(x1) £ F(x2)),

zprava spojita (L xo U R libovolné, ale pevné dané: lim,_ F(x) = F(xo))
a normovana (lim F(x)=0, lim__ F(x)=1).

X - —00

Plati [x LR : F(X) = Zp(t).

t<x

Vztah mezi Cetnostni funkci a empirickou distribu¢ni funkci zachycuje obrazek:
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Existuje nékolik zpisobtl, jak graficky znazornit jednorozmérné bodové rozlozeni Cetnosti.

Teckovy diagram: na ¢iselné ose vyznac¢ime jednotlivé varianty znaku X a nad kazdou varian-
tu nakreslime tolik tecek, jaka je jeji absolutni ¢etnost.
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Polygon cetnosti: je lomena ¢ara spojujici body, jejichz x-ova soutadnice je varianta znaku X
a y-ova soufadnice je absolutni ¢i relativni ¢etnost této varianty.

Polygon &etnosti pro znamky z matemati

9

8

Sloupkovy diagram: je soustava na sebe nenavazujicich obdélniki, kde stred zakladny je vari-
anta znaku X a vyska je absolutni ¢i relativni Cetnost této varianty.

Sloupkovy diagram znamek z matem

Vysecovy graf: je kruh rozd€leny na vysece, jejichz vnéjsi obvod odpovidéa absolutnim Cet-
nostem variant znaku X.

Vysecovy diagram znamek z matematil




Dvourozmérné bodové rozlozeni ¢etnosti

Xl YI
Necht’ je dan dvourozmérny datovy soubor | ... ... |, kde znak X ma r variant a znak Y ma

Xy Yn

s variant. Pak definujeme:
njix = N(X = x5 L Y =y — simultanni absolutni cetnost dvojice (x(j, yji)) ve vyb&rovém
souboru

Pik = —% _ simultanni relativni ¢etnost dvojice (X[j1, Y1) ve vyb&rovém souboru
n
n;. = N(X =xpj7) = nj1 + ... + njs — marginalni absolutni Cetnost varianty Xy
pj. = LI pj1 T ... + pjs— marginalni relativni Cetnost varianty xj
n
nkx =N(Y =y =nix + ... + ng — marginalni absolutni cetnost varianty yy
Pk= M = pik T ... + px— marginalni relativni Cetnost varianty yjy
n

Simultanni Cetnosti zapisujeme do kontingenéni tabulky.

Kontingenéni tabulka simultannich absolutnich ¢etnosti mé tvar:

Y \ym - Yo |ni
X Njk
X ng .. njs | N,
X[r] Nr vee Nyg N,
nyg n; vee Ng n

Priklad: Mame datovy soubor, ktery obsahuje udaje o zndmkach z matematiky (znak X),
z angliCtiny (znak Y) a pohlavi studenta (znak Z, 0 — Zena, 1 — muz) u 20 studenti:
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Vytvoite kontingen¢ni tabulku simultdnnich absolutnich a relativnich ¢etnosti pro zndmky
z matematiky a anglictiny.



ReSeni:
Kontingenéni tabulka simultannich absolutnich ¢etnosti

I;, 12 t' I

= i
I N I 1 2 4}| T
2 o2 1 6 o

3 TR VR S I ‘
1 no1 3 4/ & i
fme T4 a4 7 3|n=20|

Kontingen¢ni tabulka simultdnnich relativnich Cetnosti
=

w1 2 3 =1|p-|

e

1 0,20 0,05 0,10 0,00 | 0,35
o 0,00 010 005 0,00 | 0,15
3 oo 003 0s 9,05 ) 0,10
4 0,00 0,05 (15 0,20 | 0,40

S

e 020 020 035 0,25 | 1,00

Pomoci simultannich relativnich ¢etnosti zavedeme simultanni ¢etnostni funkei:
P PIOX =X/, Y=Yy, J=1,...,,k=1,...,8
Funkce p(x, y) = { ! Ul N

N se nazyva simultanni Cet-
0 jinak
nostni funkce.

Pomoci marginélnich relativnich ¢etnosti zavedeme marginalni cetnostni funkce pro znaky X
a Y. OdliSime je indexem takto:

p; Prox =xp;, j=1,...,1 Py PrOy=yn,.k=1,...,s
P =1 > . pay) =1 " "
0 jinak 0 jinak

Mezi simultanni ¢etnostni funkci a marginalnimi ¢etnostnimi funkcemi plati vztahy:

pix) = ip(x, ¥), pa(y) = ip(x, y).

y=—o X=—00

Graf simultanni ¢etnostni funkce pro znamky z matematiky a anglictiny:
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Pomoci simultannich a marginalnich relativnich Cetnosti zavedeme pojem cetnostni nezavis-
losti znakli v daném vybérovém souboru:

Rekneme, Ze znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru &etnostné nezavislé, pravé kdyz
pro vSechna j =1, ..., r a vSechna k = 1, ..., s plati multiplikativni vztah: p; = p;. px neboli pro
O(x,y) O R% p(x, y) = pi(x) pa(y).

V naSem priiklad€ nejsou zndmky z matematiky a anglictiny cetnostné nezavislé, protoze uz
proj =1, k=1 je multiplikativni vztah porusen:
pi1 = 0,20, p;. = 0,35, p.1 = 0,20, tudiz 0,20 # 0,35.0,20

Nyni zavedeme tadkové a sloupcoveé podminéné relativni Cetnosti.

n.
Pit = n—Jk - sloupcove podminéna relativni ¢etnost varianty xp;; za predpokladu ypg
k

n.
PGk = —& _ ¥adkové podminéna relativni Getnost varianty yy za predpokladu xjj.

n.

J-

V nasem priklad¢ vypocitame nejprve sloupcové podminéné relativni Cetnosti. Vyjdeme
z kontingencni tabulky simultannich absolutnich cetnosti.

—_—— — L — e — i e

I___L: 1 2 3 4 - |; oy 1 2 3 £ |
I KCTS i | = | Pik) | I
1 4 1 2 0 1 | H 1 1,00 0,25 0,29 0,00
2 o 2 1 & 3 2 | 0,00 050 0,14 0,00 |

3 oo ot 2 ‘ | 3 | 0,00 000 014 020 |
I T U O S R 10,00 025 043 0,80 |
My 14 2 T sn=204 'Y 71,00 1,00 1,00 1,00 |

Interpretujeme napt. tieti sloupec: z téch studentii, kteti méli trojku z anglictiny, mélo 2/7 =
29% jednicku z matematiky, 1/7 = 14% dvojku z matematiky, 1/7 = 14% trojku z matematiky
a 3/7 = 43% ctyiku z matematiky.

Nyni vypocitame fadkoveé podminéné relativni Cetnosti. Opét pouzijeme kontingencni tabulku
simultannich absolutnich cetnosti.



i ‘l _____ Ty [ 1 2
i IER R '
T ‘i 1 (0,57 0,14 029 0,00 | 1,00
30 ]2 0,00 0,67 0,33 0,00 | 1,00
2 ‘ |‘ 3 0,00 000 050 050 1,00
8§ |4 |ooo 012 038 050100
| =" :l

Interpretujeme napt. prvni fadek: z téch studenti, kteti méli jednicku z matematiky, mélo 4/7
= 57% jednicku z anglictiny, 1/7 = 14% dvojku z anglictiny a 2/7 = 29% trojku z anglictiny.

Dvourozmérné rozlozeni ¢etnosti 1ze znazornit pomoci dvourozmérného teckoveho diagramu.
Na vodorovnou osu vyneseme varianty znaku X, na svislou varianty znaku Y a do ptislusnych
prasecikl nakreslime tolik tecek, jaka je absolutni ¢etnost dané dvojice.

V naSem prikladé¢ se studenty dostaneme tento diagram:

V.

1 3 3 4 =
Dvourozmérny teckovy diagram sv&d¢i o nepfiili§ vyrazné tendenci k podobné klasifikaci
v obou pfedmétech.



Intervalové rozlozeni Cetnosti

Necht je dan jednorozmérny datovy soubor. Jestlize pocet variant znaku X je blizky rozsahu
souboru, pak pfitazujeme nikoliv jednotlivym variantam, ale celym intervalim hodnot. Hovo-
fime pak o intervalovém rozloZeni cetnosti.

Ciselnou osu rozlozime na intervaly typu (— 00, u1> , (ul, u2>, ey (ur, ur+1>, (urﬂ, 00) tak, aby
okrajové¢ intervaly neobsahovaly Zadnou pozorovanou hodnotu znaku X. Uzivame oznaceni:
(uj, uj+1> — j-ty tiidici interval znaku X, j=1, ..., 1.

d; = uj+1 — u; — délka j-tého tfidiciho intervalu znaku X

uj+uA

X[j] = M _ stied j-tého tiidiciho intervalu znaku X

Tridici intervaly volime nejcastéji stejné dlouhé. Jejich pocet ur¢ime napt. pomoci Sturgesova
pravidla: r = 1 + 3,3 logion, kde n je rozsah souboru.

Hodnoty znaku X rozttidime do r tfidicich intervall. Pro j =1, ..., r definujeme:
nj = N(uj < X < uj+1) — absolutni Cetnost j-t¢ho tfidiciho intervalu ve vybérovém souboru

n; . - g R .
pj = — —relativni Cetnost j-tého tiidiciho intervalu ve vybérovém souboru
n

fi= b _ cetnostni hustota j-té¢ho tfidiciho intervalu ve vybérovém souboru

]
N; = N(X < uj+1) =n; + ... + n; — absolutni kumulativni ¢etnost prvnich j tfidicich intervalli ve
vybérovém souboru

F;= — =p+..+ p; —relativni kumulativni Cetnost prvnich j tfidicich intervall ve vybéro-
n

vém souboru.
Tabulka typu

(ujoujrn) | di mj pi [i Ny Fy|
('Erl:?lg:',l d] Tlq M _Ilrj_ .hlr"] 1‘1]_ |

| (up,tpqq) | de e pr I N, Fp

=

| Soucet n 1

se nazyva tabulka rozlozent cetnosti.

Priklad: Do laboratote bylo dodano 60 vzorki a byly zjistény a hodnoty znaku X — mez plas-
ticity (v kp/cmz) a'Y — mez pevnosti (v kp/cmz). Datovy soubor ma tvar:



T 154 17E 53 08 I 73 76
133 164 6 111 | 77 &5
587§ 02 104 a7 €1
145 161 85 103 G &R
04 107 112 11% 157 142
113 141 | 08 102 44 68
86 97 | 103 108 02 116
191 1927 | o0 119 L&l 157
118 138 104 128 155 189
117 195 107 118 136 156
gn 07 98 140 2 &l
41 7 o7 115 136 163
06 113 05 101 ™
45 8O 71 93 | 66 81
99 109 3 69 | 43 6
A 122 147 | 1.3 123
100 114 33 52 2 85
160 169 vE 117 133 147
g7 10 114 137 153 179
E& 130 125 149 | 85 91 |

a) Pro znak X stanovte optimalni pocet tfidicich intervall dle Sturgesova pravidla.
b) Sestavte tabulku rozloZeni cetnosti.

Reseni:

ad a) Rozsah souboru je 60. Podle Sturgesova pravidla je optimalni pocet tfidicich intervali

r = 7. Budeme tedy volit 7 intervall stejné délky tak, aby v nich byly obsazeny vSechny pozo-
rované hodnoty znaku X, z nichz nejmensi je 33, nejvétsi 160; volba u; = 30, ..., ug = 170 spl-
fluje pozadavky.

ad b)

Intervalové rozlozeni Cetnosti graficky zndzoriiujeme pomoci histogramu. Je to graf skladajici
se z r obdélnikl, sestrojenych nad tfidicimi intervaly, pficemz obsah j-tého obdélniku je roven
relativni Cetnosti p; j-tého tiidiciho intervalu, j=1, ..., 1.

V nasem ptiklad¢é bude mit histogram pro mez plasticity oceli tvar:
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Histogram je shora omezen schodovitou ¢arou, kterd je grafem funkce zvané hustota cetnosti:
fx) = fj prou; <xSuj+1,J:1,---,r
0 jinak

Pomoci hustoty Cetnosti zavedeme intervalovou empirickou distribucni funkei:

F(x) = If(t)dt.

Vztah mezi hustotou cetnosti a intervalovou empirickou distribu¢ni funkci je zndzornén na
obrazku:

— —— e, =
n an &0 ", o0 110 EEL] 1EG 170 100 ain

Hustota Cetnosti je nezaporna (xR :f(x)=0) a normovana ( J. f(x)dx =1). Intervalova

empirickd distribuéni funkce je neklesajici, spojitd a normovana (lim
lim__ Fx)=1).

F(x) = 0,

X - =00

Dvourozmérné intervalové rozlozeni ¢etnosti

Daéle se budeme vénovat dvourozmérnému intervalovému rozloZeni ¢etnosti, tj. budeme pra-
covat s dvourozmérnym datovym souborem. Zavedeme podobné pojmy jako u dvourozmér-
né¢ho bodového rozlozeni Eetnosti

X1 YI
Necht’ je dan dvourozmérny datovy soubor | ... ... |, kde hodnoty znaku X roztfidime do r

Xy Y
tfidicich intervald (u U j+1> ,J =1, .., rsdélkami di, ..., d; a hodnoty znaku Y roztfidime do

s tiidicich intervald (Vk, Vk+1>, k=1, ..., s s délkami hy, ..., hs. Pak definujeme:

njk = N(uj < X <uj1 L v <Y < i) — simultanni absolutni ¢etnost (j, k)-tého tridiciho inter-
valu.

n.
k . , 7 . Y o r ~r 1° 7 .
pik = — — simultanni relativni ¢etnost(j, k)-tého tfidiciho intervalu.
n

nj. = n;; + ... + njs — marginalni absolutni Cetnost j-té¢ho tfidiciho intervalu pro znak X.



n. . 4 4 N row N r 4 - 4 N
pj. = —¥ — marginalni relativni ¢etnost j-tého tfidiciho intervalu pro znak X.
n

nx = nix + ... + ng — marginalni absolutni ¢etnost k-t¢ho tfidiciho intervalu pro znak Y.
n T R , e

px = —% — marginalni relativni ¢etnost k-tého tiidiciho intervalu pro znak Y.
n

Pk . R , . R
fix = — — simultanni ¢etnostni hustota v (j, k)-tém tfidicim intervalu.
ik

fi = b _ margindlni Cetnostni hustota v j-tém tfidicim intervalu pro znak X.
j

fi= Py marginalni ¢etnostni hustota v k-tém tfidicim intervalu pro znak Y.
K
Kteroukoliv ze simultannich ¢etnosti zapisujeme do kontingencni tabulky.

Uved’'me kontingenéni tabulku simultannich absolutnich ¢etnosti:

— (vk; o) | (v1,02) oo (w5, 0511) |
(w5, Ujt1) Tk | 7.
(w1, ua) | T Tys ] n. ||
(Up, Upty) Ty e Tirs | 7.

| n .1 Th.s | n

Priklad: Pro datovy soubor obsahujici idaje o mezi plasticity (znak X) a mezi pevnosti (znak
Y) oceli

a) stanovte dle Sturgesova pravidla optimalni pocet tiidicich intervald pro znak Y

b) sestavte kontingenéni tabulku simultannich absolutnich ¢etnosti.

ReSeni:

ad a) Rozsah datového souboru je 60. Podle Sturgesova pravidla je tedy optimalni pocet tiidi-
cich intervali s = 7. Nejmensi hodnota je 52 a nejvétsi 189. Volime v, = 50, v, =70, ..., vg =
190.

ad b)

[ [ v} [(50,70) (70,90) (90,110} (110,130) (130,150) (150,170} (170, 190}
14 | ik | n

|',|,. i U

(30,500 [ 5 3 i 0 i ] T
(5, T 0 3 1 0 ] { 0 4
: .

(700, 90) 0 : T 1 l
|| (80, 1Ly 0 i i 8 1 il
[ {reo, Lsog ] 0 0 4 5 ]
(130, 150) i 0 0 0 2 i
| (150, 170) [ o 0 0 0 0 1
ne R 10 14 13 g 6

Dvourozmérné intervalové rozloZeni ¢etnosti graficky znazorfiujeme pomoci stereogramu. Je
to graf skladajici se z r x s kvadra, sestrojenych nad dvourozmérnymi tidicimi intervaly, pfi-
¢emz objem (J, k)-tého kvadru je roven relativni ¢etnosti pj (j, k)-tého tfidiciho intervalu,
j=1,..,r, k=1, ..., s Vyska kvadru tedy vyjadiuje simultanni ¢etnostni hustotu.



V nasem priklad¢ s mezi plasticity a mezi pevnosti oceli bude mit stereogram tvar:

Pomoci simultannich ¢etnostnich hustot zavedeme simultanni hustotu cetnosti:

fio prou.<x<u.,,vy <y<v,,,j=1,---,r,k=1,---,8
Funkee f(x, y):{]kp i o Vi SYS Vs ]

. se nazyva simul-
0 jinak

tanni hustota cetnosti. Jejim grafem je schodovita plocha shora omezujici stereogram.

Hustoty Cetnosti pro znaky X a Y odliSime indexem takto:
f. prou;.<x<u.,,j=1,---,r
fl(X) _ { j- p j j+l J

0 jinak ’
fk pI‘OVk <ySVk+1,k:1,"',S

f(y) = {

Mezi simultanni hustotou ¢etnosti a marginalnimi hustotami Cetnosti plati vztahy:

60 = [fex )y, Bi(y)= [fx, y)dx.

0 jinak

Pomoci simultdnnich a marginalnich ¢etnostnich zavedeme pojem cetnostni nezavislosti zna-
kil v daném vybérovém souboru pfii intervalovém rozlozeni ¢etnosti:

Rekneme, Ze znaky X, Y jsou v daném vybérovém souboru ¢etnostné nezavislé pfi intervalo-

vém rozlozeni Cetnosti, jestlize pro vSechna j=1, ..., r a v§echna k = 1, ..., s plati multiplika-
coni Cf = : 2, _

tivni vztah: fy = f; i neboli pro U(x, y)UR": f(x, y) = fi(x) f2(y).

V nasem priklad¢ nejsou mez pevnosti a mez plasticity ¢etnostné nezavislé, protoze uz pro j =
1, k =1 je multiplikativni vztah porusSen:

£, =—> __=0,000208, f, =—> =0,006667, f, =—>— =0,004167, tudiz
60 [20 20 60020 176020

0,000208 # 0,006667.0,004167 = 0,000028



