Nahodné veli¢iny

Zavedeni ndhodné veliCiny a transformované ndhodné veliCiny
Vysledky nahodného pokusu Ize popsat realnymi €isly (resp. redlnymi vektory)

pomoci n&jakého zobrazeni X:Q — R resp. X = (X1 . ) :Q - R",
tj. zobrazeni, které moznému vysledku o ptifadi ¢islo X(®) nebo nékolik Cisel
Xi(w), ..., Xy(w). Napt. pti hodu kostkou Ize poloze kostky ¢islem i nahoru (tj.
moznému vysledku w;) pfifadit ¢islo1,1=1, 2, ..., 6.

Pokud bude toto zobrazeni spliiovat podminku tzv. méfitelnosti, tj. pro vSechna

realna ¢isla x je mnozina {00 0Q; X((*J) < X} jev vzhledem k jevovému poli
A, pak se X nazyva nahodna velicina a X = (X4, ..., X;,) se nazyva nahodny vek-
tor (se slozkami X, ..., X,). Cislo X(®) se nazyva ¢iselna realizace nahodné ve-
li¢iny X piislusnd moznému vysledku o.

(Nehrozi-1i nebezpec¢i nedorozuméni, ndhodnou veli¢inu i jeji ¢iselnou realizaci
zna¢ime tymz symbolem X.)

V nékterych situacich potfebujeme nahodnou veli¢inu X transformovat pomoci
funkce g na transformovanou nahodnou velicinu Y = g(X). Napt. X — prumér

4 (XY
nahodné vybrané kuli¢ky do kuli¢kového loziska, Y = E"(—j - objem kulicky.
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[lustrace ndhodné veliCiny

{weRixw) s en (- x> X

Vztah mezi znakem a ndhodnou veli¢inou

Pojem ,,znak®, ktery jsme zavedli v popisné statistice, je sice blizky pojmu ,,na-
hodna veli¢ina®, ale neni s nim totozny. Znak mulze byt povazovan za ndhodnou
veli¢inu, jestlize jeho hodnoty zjiStujeme na objektech, které byly vybrany ze
zakladniho souboru ndhodné.



Simultanni a marginalni ndhodny vektor

Jestlize z nahodného vektoru (X, ..., X,) vybereme nékteré slozky, napft. X, ...,
Xj, dostaneme marginalni nahodny vektor (X, ..., X;). Pivodni nahodny vektor
se v této souvislosti nazyva simultanni nahodny vektor.

Napft. vysledky péti zkouSek na konci semestru povazujeme za nahodné veliCiny
Xy, ..., Xs, pticemz X3, X4 jsou zndmky ze dvou nejdilezitéjSich predméth. Na-
hodny vektor (X4, ..., X5) je simultdnni, ndhodny vektor (X3, X,) je margindlni.

Zapisovani jevll pomoci nahodnych veli¢in
Zapis {UJ ] Q; X(OJ) L] B} znamena jev, ze ndhodna veli¢ina X se realizovala
v Ciselné mnozin¢€ B. Zkracené piSeme {X [] B} )

Je-li B= (_ °°,X> nebo B = {X}, jev {X < X} znamena, ze ndhodna veli¢ina

X se realizovala hodnotou nejvyse x a jev {X - X} znamend, ze ndhodna veli-
¢ina X se realizovala hodnotou x.

Popis pravdépodobnostniho chovani nahodné veli¢iny

Pti pozorovani realizaci ndhodné veli¢iny si povSimneme, ze nékteré jeji hodno-
ty se vyskytuji s vétsi pravdépodobnosti, jiné s mensi. Pravdépodobnostni cho-
vani ndhodné veliCiny X budeme popisovat pomoci distribucni funkce, ktera
udavé pravdépodobnost jevu, Ze ndhodna veli¢ina X se realizuje hodnotou nej-
vyse Xx:

x OR: (D(X):P(X < X)
Je to zidealizovany prot¢jSek empirické distribucni funkce zavedené v popisné
statistice:

(X<x)
(xR : F(X) = NX=x)

n
Lze ocekavat, ze s rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty
empirické distribu¢ni funkce F(x) ustalovat kolem hodnot distribu¢ni funkce
®d(x). Vlastnosti empirické distribu¢ni funkce se prenaseji 1 na distribu¢ni funkci
— je to funkce neklesajici, zprava spojita a normovana v tom smyslu, Ze
lim __, ®x)=0, lim,__ &x)=1

Podobn¢ se definuje i simultanni distribu¢ni funkce nahodného vektoru
(Xl, ceey Xn)i

D(Xl,...,xn)DR“ ; CD(Xl,...,Xn) = P(X1 <x, 0...0X, < Xn)
Distribucni funkce libovolného marginalniho ndhodného vektoru se nazyva
marginalni distribucni funkce. Nejvétsi vyznam maji jednorozmérné margindlni
distribu¢ni funkce ®(x,), ..., D, (x,) jednotlivych slozek nahodného vektoru.



Diskrétni ndhodné veliiny

V praxi maji zna¢ny vyznam nahodné veli€iny, které nabyvaji pouze konecné
nebo spocetné mnoha hodnot — jsou to diskrétni nahodné veliciny.

Ptiklady diskrétnich ndhodnych veli¢in: pocet chyb, jichz se dopusti n¢jaké zafi-
zeni za urCitou dobu, pocet zdkaznikl ve fronté, pocet zmetkl v denni produkci
apod.

Pravdépodobnostni chovani diskrétni nahodné veliCiny popisujeme pravdépo-
dobnostni funkci:

x OR: TI(X):P(X = X),
Je to zidealizovany protéjSek cetnostni funkce zavedené v popisné statistice
v souvislosti s bodovym rozlozenim ¢etnosti:

DXDRZP(X):M.

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hodnoty ¢etnostni funkce
ustalovat kolem hodnot pravdépodobnostni funkce.

Vlastnosti ¢etnostni funkce se ptendseji i na pravdépodobnostni funkci, tedy
pravdépodobnostni funkce

je nezaporna LIX LIR TI(X) 20,

je normovana Z T[(X) =1 >

X=—00

s distribu¢ni funkci je spjata sou¢tovym vztahem xR (D(X) = z T[(t)

t<x

[lustrace vztahu mezi Cetnostni funkci a pravdépodobnostni funkci
Provedeme n hodii kostkou. Zajimame se o ¢etnostni funkci poctu ok.
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Diskrétni nahodny vektor

Jestlize vSechny slozky ndhodného vektoru (Xi, ..., X,) jsou diskrétni ndhodné
veli¢iny, hovotfime o diskrétnim nahodném vektoru. Jeho pravdépodobnostni
chovani je popsano simultanni pravdépodobnostni funkei:

D(xl,...,xn)DR“ ; T[(Xl,...,Xn) = P(X1 =x, H...0X, = Xn)
Pravdépodobnostni funkce libovolného diskrétniho marginalniho nahodného
vektoru se nazyva marginalni pravdépodobnostni funkce. Nejvétsi vyznam maji

jednorozmérné marginalni pravdépodobnostni funkce m;(x;), ..., T 4(X,) jednotli-
vych slozek ndhodného vektoru.



Spojité nahodné velic¢iny

Dalsim velmi dalezitym typem veli¢in jsou spojité nahodné veliciny — ty naby-
vaji vSech hodnot z n¢jakého intervalu.

Ptiklady spojitych ndhodnych veli€in: rozméry sériové vyrabénych vyrobki,
hektarovy vynos néjaké zemédélské plodiny, vysledky riiznych fyzikalnich a
chemickych méfeni apod.

Pravdépodobnostni chovani spojité ndhodné veli¢iny popisujeme hustotou prav-
dépodobnosti @(x), coz je zidealizovany protéjSek hustoty Cetnosti f(x) zavede-
né v popisné statistice v souvislosti s intervalovym rozlozenim ¢etnosti. S ros-
toucim rozsahem vybérového souboru a klesajicimi Sitkami tfidicich intervali se
budou hodnoty hustoty ¢etnosti ustalovat kolem hodnot hustoty pravdépodob-
nosti.

Vlastnosti hustoty Cetnosti se pfenaseji i na hustotu pravdépodobnosti, tedy hus-
tota pravdépodobnosti

je nezaporna LIX IR : (I)(X) 2

je normovana j‘b dx = 1

—00

Ox OR: ®(x jq) t)dt

s distribucni funkci je spjata integralnim vztahem

Pozor — na rozdil od pravdépodobnostni funkce diskrétni ndhodné Vehcmy nema
hustota pravdépodobnosti spojité ndhodné veli€iny vyznam pravdépodobnosti!
Jeji vyznam lze odvodit z integralniho vztahu mezi distribucni funkci a hustotou
pravdépodobnosti.

?MT

Pravdépodobnost, ze nahodna Vehcma se bude realizovat v intervalu (x, x+h], je:

x+h

P(x<X<x+h)=®(x+h)- J¢ dt—“) dt—“) t)dt

Bude-li h dostate¢né malé¢ ¢islo, 1ze plochu pod grafem hustoty nahradit obsa-

hem obdélnika o stranach ¢(x) a h, t;. P(X <X< h) ~ (I)(X) [h



[lustrace vztahu mezi hustotou Cetnosti a hustotou pravdépodobnosti

Néahodné¢ vybereme n sériové vyrabénych soucastek, zmetime jejich délku a bu-
deme se zajimat hustotu ¢etnosti odchylek téchto méteni od deklarované délky
soucastky.

n=40,r=4

f(x)

n=400,r=38

n—oo,r—0

fi(x)

Spojity ndhodny vektor

JestliZze vSechny slozky ndhodného vektoru (X4, ..., X,) jsou spojité nahodné
veli¢iny, hovotime o spojitém nahodném vektoru. Jeho pravdépodobnostni cho-
vani je popsano simultanni hustotou pravdépodobnosti @(xy, ..., X,).

Hustota pravdépodobnosti libovolného spojit¢ho marginalniho ndhodného vek-
toru se nazyva margindlni hustota pravdépodobnosti. Nejveétsi vyznam maji jed-
norozmérné marginalni hustoty pravdépodobnosti @;(x;), ..., ¢u(X,) jednotlivych
slozek ndhodného vektoru.



Stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny

Pti provedeni pokusu se miize stat, ze se realizace jedné ndhodné veli¢iny Y daji
jednoznaéné urcit ze znamé realizace druhé nahodné veli¢iny X, tedy je mezi
nimi funkéni vztah Y = g(X). Takové nahodné veliCiny se nazyvaji determinis-
ticky zavislé.

Jejich protipolem jsou nahodné veliCiny stochasticky nezavislé: informace o rea-
lizaci jedné z nich nijak neméni Sance, s nimiz pii témZ pokusu o¢ekavame rea-
lizaci druhé.

Napt. ndhodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Nahodna veli¢ina X
udava pocet ok, ktera padla na 1. kostce a ndhodna veli¢ina Y udava pocet ok,
ktera padla na druhé kostce. Nahodné velic¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé.
Stochastickou nezéavislost ndhodnych veli¢in zavadime na zdklad¢ analogie

s cetnostni nezdvislosti znakli v daném vybérovém souboru, kterd se pouziva

v popisné statistice. Musi platit multiplikativni vztah:

D(Xa Y) OR*: p(X, Y) — P (X) 2 (Y) pro bodové rozloZzeni &etnosti,
D(X, Y) OR”: f(Xa Y) =1, (X)fz (Y) pro intervalové rozloZeni Getnosti.

V poctu pravdépodobnosti nahradime Cetnostni funkci pravdépodobnostni funk-
ci resp. hustotu ¢etnosti nahradime hustotou pravdépodobnosti. Misto dvou na-
hodnych veli¢in X, Y miZeme uvazovat n ndhodnych veli€in:

Nahodné¢ veliCiny X, ..., X, jsou stochasticky nezavisle, kdyz plati:

D(Xl,...,Xn)DRn , T[(Xl,...,Xn) = TE(Xl)D--UL(Xn) v diskrétnim
piipade,

D(Xl,...,Xn)DRn : ¢(X19"'9Xn) - q)l(Xl)D.- m)n(Xn) ve spojitém

piipade,

D(Xl,...,xn)DR“ . CD(XI,...,XH) = CDI(XI)D..EDH(XH) v obecném
piipadé¢.



Vybrana rozlozeni diskrétnich a spojitych nahodnych velicin

Motivace

Nyni se sezndmime s ptehledem dulezitych pravdépodobnostnich funkci a hus-
tot pravdépodobnosti. Uvedeme nejenom analytické vyjadieni téchto funkci, ale
téz jejich grafy. Vysvétlime rovnéz, v jakych situacich se Ize s uvedenymi rozlo-
zenimi pravdépodobnosti setkat. Zvlastni pozornost budeme vénovat normalni-
mu rozlozeni, které hraje velkou roli v celé fad¢ praktickych aplikaci poctu
pravdépodobnosti a jak uvidime pozdé&ji, 1 v matematické statistice.

Oznaceni

Zname-li distribu¢ni funkci ®(x) ndhodné veliCiny X (resp. pravdépodobnostni
funkci n(x) v diskrétnim ptipadé¢ resp. hustotu pravdépodobnosti ¢(x) ve spoji-
tém piipad¢), pak fekneme, Ze zname rozlozeni pravdépodobnosti (zkracené roz-
loZeni) nahodné veli¢iny X. Toto rozlozeni zavisi na néjakém parametru 9, coz
nejcastéji je realné ¢islo nebo redlny vektor.

Zapis X ~ L(9) ¢teme: ndhodnd veli¢ina X ma rozlozeni L s parametrem 9.

Degenerované rozloZeni: Nahodna veli¢ina X nabyva pouze konstantni hodno-
ty W, piSeme X ~ Dg(p).

_ |Iprox=H
m(x) {0 jinak
Pravdep. funkce Dg(1)
2
1, *
0

Alternativni rozloZeni: Nahodna veli¢ina X udava pocet uspéchti v jednom po-
kusu, ptfi¢emz pravdépodobnost uspéchu je §. PiSeme X ~ A(9).
1-9prox=0
n(x) =<9 prox=1  neboli n(x) = {
0 jinak

9*(1-9)™ prox =0,1
0 jinak



Pravdep. funkce A(0.75)
1

0.757 =
0.51
0.25;
0
-0.251

057765 6 05 1 15 2

Binomické rozloZeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet ispéchii v posloupnosti
n nezavislych opakovanych pokust, pficemz pravdépodobnost tspéchu je
v kazdém pokusu 8 . PiSeme X ~ Bi(n, 3 ).

7(x) = (2}9"(1 -3H"* prox=0,...,n

0 jinak
(Alternativni rozlozZeni je specidlnim ptipadem binomického rozloZzeni pron = 1.
Jsou-li X4, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(9),1=1, ...,

n, pak X = iXi ~ Bi(n, 9).)
i=1

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)

0.6

0.4,

0.2

1 0 1 2 3 4 5 6

Rovnomérné spojite rozloZeni: Predpokladejme, Ze velicina X

- muze nabyt jakékoliv hodnoty mezi Cisly aa b

- pravdépodobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv intervalu v tomto rozme-
zi je stejnd jako pravdépodobnost, Ze nabude hodnoty z jakéhokoliv jiného
intervalu stejné délky.

Jsou-li tyto podminky splnény, pak X ma rovnomérné spojité rozlozeni na inter-

valu (a, b). Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X je konstantni na inter-

valu (a, b) a plocha pod kiivkou hustoty tvoti obdélnik.

PiSeme X ~ Rs(a, b).



1
——prox[U(a,b
9(x) = {p-a POXED
0 jinak

Hustota Rs(-1,2)

0.4
0.3:
0.2:
0.1:

O_

Ol 570500571 152 25

Normalni rozloZeni: Tato ndhodna veli¢ina vznika napft. tak, Ze ke konstanté p
se pricita velké mnoZstvi nezavislych ndhodnych vlivli mirné kolisajicich kolem
nuly. Proménlivost téchto vlivii je vyjadifena konstantou ¢ > 0.

_x?
e 20 . Grafem této hustoty je tzv.

1
Piseme X ~ N(u, 0%), hustota ¢(x) = ——
(u ) (P( ) 0'\/5'[
Gaussova kiivka.

Hustota N(1,0.5)

0.6
0.51
0.41
0.31
0.21
0.14

%% 60 1 2 3 4

[lustrace vzniku normalniho rozloZeni pomoci Galtonovy desky:

Deska obsahuje n fad pravideln¢ uspotadanych klini, a to tak, ze v k-té fad¢ je
prave k klinti. Do otvoru nahote padaji kuli¢ky, které jsou v kazdé fad¢ se stej-
nou pravdépodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Pod posledni radou
je n - 1 ptihradek, ve kterych se kuli¢ky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto
systému velké mnozstvi kulicek, vytvofi v ptihradkach jakysi kopec”, jehoz
tvar je velmi podobny tvaru grafu hustoty ndhodné veli¢iny s normélnim rozlo-
zenim.

Nahodné vychylovani kuli¢ek jednotlivymi fadami piekazek je mozno chapat
jako specialni ptipad velkého mnozstvi chybovych faktorti, ndhodné plisobicich
na né&jaky proces, jako pusobeni mnoha blize nespecifikovatelnych vlivi, které
ovliviluji zcela ndhodné rozlozeni jeho vysledku.



Obrazek

Standardizované normalni rozloZeni:
2 . 14 . r 14 14 W 14 rw
Pro n=0, ¢° =1 se jedna o standardizované normalni rozlozeni, piSeme

U ~ N(O, 1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto ptipad¢ tvar ¢(u) = J;_ e 2.
T

Vliv parametrii i 6 na graf hustoty

0,45

0,40

mi=0,sigma=1
0,35

mi=1,sigma=1,41

0,25

0,20

0.15 mi=2,sigma=2

0,10

0,05

0,00

-0,05

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni



t2

®d(u) = "2t je tabelovéana pro u >0, pro u < 0 se pouZiva prepoétovy

| e
A2m
vzorec O(-u) =1 - O(u).

Distr. funkce N(0,1)
1

0.8:
0.6i
0.4i
0.2:

O3 2 5 o 1 2 3

Neékteré vlastnosti normalniho rozlozeni:
Jestlize X ~ N(, 6°), pak U = % ~N(O0, 1).

Jestlize X ~N(i, 6°) a Y =a + bX, pak Y ~ N(a + by, b’c?).
Jestlize X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny, X; ~ N(;, 012),

i=1,.,n, Y= iXi , pakY~N(Zn:pi,i:cri2 ).
i=l i=1 i=1

X,

Dvourozmeérné normalni rozloZeni: Nahodny vektor ( j vznikd ve dvou-

2
rozmérnych situacich podobné jako skaldrni ndhodna veliina v piedeSlém pii-
pad¢. Parametry p;, 1, popisuji polohu realizaci ndhodnych veli¢in X, X, na
Ciselné ose, parametry 6,°, 6~ popisuji variabilitu realizaci ndhodnych veli¢in
X1, X5 kolem ¢isel p,, p, a parametr p vystihuje silu linedrni zavislosti mezi na-
hodnymi veli¢inami X, X,.
Simultanni hustota m4 tvar:

1 _a(x,%,5)

O(x),X,) = ——=—=¢ 2 ,kde
0,0,4/1-p?

2 2
a(x,x,) = lpz [[XIO_HIJ —pp—h d‘z_“%["z_“zj }
1

X 2
Pi§eme( 1}Nz (“1}( 9 pclng .
X2 u2 pG]GZ 02

2 2 . /4 . 14
Propn; =0, 1,=0,0,"=1,06,"=1, p=0 se jednd o standardizované dvouroz-
mérné normalni rozloZeni.
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Upozornéni: Nasledujici tfi rozloZeni — Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-
Snedecorovo — jsou odvozena ze standardizovaného normélniho rozloZeni. Maji
velky vyznam predevSim v matematickeé statistice pii konstrukci intervala spo-
lehlivosti a testovani hypotéz. Vyjadieni hustot téchto rozlozeni neuvadime, je
ptilis slozité

Pearsonovo rozlozeni chi-kvadrat s n stupni volnosti: Necht’ X, ..., X;,jsou
stochasticky nezéavislé nahodné veliciny, X; ~N(0, 1),1=1, ..., n.
Pak nahodnd veli¢ina X = X,> + ... + X,> ~ y*(n).

0,26

0,24
0,22
0,20
0,18
0,16
0,14
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04

0,02

0,00

-0,02

Studentovo rozloZeni s n stupni volnosti: Necht’ X;, X, jsou stochasticky ne-
zavislé nahodné veliginy, X, ~ N(0, 1), X, ~ y*(n).

X ).

Pak nahodna veli¢ina X =

0,45

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00

-0,05

xt



Fisherovo-Snedecorovo rozlozZeni s n; a n, stupni volnosti: Necht’ Xi, ..., X,
. . , e 4, , , v 2 .
jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X;~ ¢y (n;), 1= 1, 2.

14 14 LRYAS X /
Pak nihodna veligina X = S/ F(ny, ny).
2 /1y
1,0

0,8
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Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Motivace

Doposud jsme poznali funkciondlni charakteristiky ndhodnych veli¢in (napf.
distribu¢ni funkce, pravdépodobnostni funkce, hustota pravdépodobnosti), které
plné popisuji pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny. Ciselné charakteris-
tiky vystihuji pouze nékteré rysy tohoto chovani, napt. popisuji polohu realizaci
nahodné veli¢iny na ¢iselné ose ¢i jejich proménlivost (variabilitu). Jsou jedno-
dussi nez Ciselné charakteristiky, ale nesou jen ¢astecnou informaci.

Podobné jako v popisné statistice volime vhodnou ciselnou charakteristiku podle
toho, jakého typu je dana ndhodna veliCina - zda je ordinalni nebo intervalova ¢i
pomérova. Ciselné charakteristiky znaki maji své teoretické prot&jsky

v Ciselnych charakteristikach ndhodnych velicin.

Ciselné charakteristiky spojité ndhodné veliginy aspon ordinalniho typu
Charakteristika polohy : a-kvantil

Necht’ X je spojitd nahodna veli¢ina aspon ordinalniho typu s distribu¢ni funkci
®(x) a hustotou pravdépodobnosti ¢(x). Necht a 0(0, 1).

Cislo Ky(X), které splituje podminku

KQ (X)

o= DOKy(X) = [d(x)dx,

se nazyva o-kvantil nahodné veliciny X.

Ko,50(X) - median,

Ko25(X) - dolni kvartil,

Ko.75(X) - horni kvartil,

Ko’lo(X), cees K()’g()(X) -1.az09. dQCil,

Ko.01(X), ..., Ko9o(X) - 1. az 99. percentil.

Kterykoliv a-kvantil je charakteristikou polohy ¢iselnych realizaci nahodné ve-
li¢iny na Ciselné ose.

Charakteristika variability: kvartilova odchylka q = Kg 75(X) - Ko 25(X).

Ilustrace

k. (X)



Oznaceni pro kvantily specidlnich rozloZeni

X ~N(0, 1) = Ku(X) =1u,,

X ~y'(n) = Ku(X) = xu(n),

X ~t(n) = KyX) = ty(n),

X ~F(ny, ny) = Ky(X) =F,(ny, np).

Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkach.
Pouzivame vztahy:

Uq

=-Uiq

ta(n) = - tl-a(n)a

Fo(ny, ny) =

1

Fl—(x (nzanl) ‘

Vyznam kvantilu ug 5 = -0,6745

0,8

04

0,3

0,2

01

0,0

Vyznam kvantilu y%0s(8) = 15,5073

0T
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0,15
0,14
0,13
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0,1
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0,08
0,05
0,04
0,03
0,02
0,01
0,00




Vyznam kvantilu tge0(5) = 1,4759

11
F,,(7,3) 88867

Vyznam kvantilu Fy 5(3,7) = =0,1125
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Ciselné charakteristiky diskrétnich a spojitych ndhodnych veli¢in aspoit interva-
lového typu

Charakteristika polohy: stredni hodnota E(X) — ¢islo, které charakterizuje polo-
hu realizaci ndhodné veli¢iny na ¢iselné ose s ptihlédnutim k jejich pravdépo-
dobnostem.

Diskrétni pfipad: ndhodnd veli¢ina X mé pravdépodobnostni funkei m(x).

[oo]

Stfedni hodnota E(X) = Z XT[(X) , pokud je suma vpravo konecna.

X=—00

VW e w

celkova hmotnost je 1 a bod o soufadnici x ma hmotnost w(x).



Spojity ptipad: ndhodna velic¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti ¢(x).

o0

Stfedni hodnota E(X) = IX¢ (X)dX , pokud je integral vpravo konec¢ny.

WVt w

hmotnost je 1 a hmota je na pfimce rozprostiena podle predpisu ¢ (X).

Centrovana ndhodna veli¢ina: Y = X - E(X).
(Pro nahodnou veli¢inu Y plati: E(Y) =0.)

Stfedni hodnota transformované ndhodné veliciny Y = g(X)

Selo)nt)

E(v)=( -
Jelolae

Stfedni hodnota transformované ndhodné veliciny Y = g(X;, X»)

00

3 jmg(xl,xz)n(xl,xz)

X|==00 X, ==

T Tg(Xl’X2)¢(X17X2)dX1dX2

—00 —00

E(Y)=

Charakteristika variability: rozptyl D(X) - ¢islo, které charakterizuje proménli-
vost realizaci ndhodné veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty s ptihlédnutim k je-
jich pravdépodobnostem.

_ 2
Defini¢ni vzorec: D(X) - E([X - E(X)] ) (rozptyl je stfedni hodnota kva-
dratu centrované nahodné veli¢iny).

Vypocetni vzorec: D(X) - E(X2 ) - [E (X)]2 (rozptyl je stfedni hodnota

kvadratu minus kvadrat stfednich hodnot).

5 xrie) | Soante)|

X=—00 X=—00

_}w@w{zm@b{

D(X) =




Smeérodatna odchylka \/D(Xj - vyjadiuje primérnou variabilitu realizaci na-
hodné veli¢iny X kolem jeji stftedni hodnoty.

_X-E(X)
Standardizovan4 nahodna veli¢ina: Z = W

(Pro ndhodnou veli¢inu Z plati: E(Z) =0, D(Z) =1.)

Cebysevova nerovnost:
Jestlize nahodna veli¢in X ma stiedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X), pak

1
Dt>0:PQX—E(X)\>t D(X )S?'
(Vyznam: pokud nezndme rozloZeni ndhodné veliCiny, ale zname jeji sttedni
hodnotu a rozptyl, pak miizeme odhadnout pravdépodobnost, s jakou se od své
sttedni hodnoty odchyli o vice nez t-nasobek své smérodatné odchylky.)

Ilustrace:
b ©(x)=2
P
/! Sesl g1/
! %
¥ _E//X‘;l—.

E6)-tYBOd E()  E(x)* t VBT

Pravidlo 36: Necht’ E(X) = p, D(X) = ¢°. Pak P QX -y > 30) < 3% =é
to vysledek je zndm jako pravidlo 3o a fik4, ze nejvySe 11,1% realizaci ndhodné
veli¢iny lezi vné intervalu (u - 36, u + 30).)

=0,1. (Ten-

Stfedni hodnoty a rozptyly vybranych diskrétnich a spojitych rozlozeni
X ~Dg(p) = E(X)=u, D(X)=0

X~AMB3) = EX)=9,DX)=9 (1-9)

X ~Bi(n, 3) = EX)=n8,D(X)=nd (1-9)

X ~ Rs(a, b) = E(X) = a; b pogy= O ;;)2

X ~N(y, 6%) = E(X) =, D(X) = ¢°




Charakteristika spole¢né variability: kovariance C(X,, X,) — ¢islo, které charak-
terizuje variabilitu realizaci dvou ndhodnych velicin X, X, kolem jejich stied-
nich hodnot s ptihlédnutim k pravdépodobnostem téchto realizaci.

Definicni vzoree: C(X,, X, ) = B([X, = E(X, )X, = E(X,)]) kovari-

ance je stfedni hodnota soucinu centrovanych nahodnych veli¢in).

Vypocetni vzorec: C(X1 , X, ) =E (X1X 5 ) —-E (Xl )E (X2 ) (kovarian-

ce je stiedni hodnota sou¢inu minus soucin stfednich hodnot).

i Z”:X1X2T[(X17X2)_ ixlnl(xl) isz[Z(Xz)

)= TR
_[ IX1X2¢(X1aX2)dX1dX2 - IX1¢1(X1)dX1 IX2¢2(X2)dX2

Vyznam kovariance: Je-1i kovariance kladné (zaporna), pak to svéd¢i o existenci
jistého stupné pifimé (nepiimé) linedrni zavislosti mezi realizacemi ndhodnych
veli¢in X, X,. Je-1i kovariance nulova, pak fikdme, Ze ndhodné veli¢iny X, X,
jsou nekorelované a znamena to, ze mezi jejich realizacemi neni Zadny linearni
vztah. Pozor — z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezavislost, zatimco ze
stochastické nezavislosti plyne nekorelovanost.

Charakteristika tésnosti linearniho vztahu: koeficient korelace R(X,, X,) - €islo,
které charakterizuj e tésnost 1ineé1rni zéwislosti realizaci néhodnych Veliéin Xl,

A4

(A4

tesnej §i je nepiima hnearnl zavislost.

R(x.X,)=E Xﬂ%)i‘yﬁ%)

kladné smérodatné odchylky, jinak klademe R(X;, X,) = 0 (koeficient korelace
je stfedni hodnota soucinu standardizovanych nahodnych veli¢in).

(x,.x,)= CX.X) | |
\/D 1 \/D 2) (koeficient korelace je

podil kovariance a sou¢inu smérodatnych odchylek).

Defini¢ni vzorec:

Vypocetni vzorec:

Cauchyova — Schwarzova — Buniakovského nerovnost:
‘R(Xl , X2 )‘ <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X,

X, existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linedrni zavislost, tj. existuji konstanty
aj, a tak, ze P(X, = a; + a,X;) = 1.



Centralni limitni véta:
Jsou-li nahodné veli¢iny Xj, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné
rozloZeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o°, pak pro velka n (n > 30) lze roz-

n
v ’ v . r ’ v ’ 2 ’ v
loZeni souctu Z X; aproximovat normalnim rozloZzenim N(np, nc”). Zkracené

i=1

piseme Zn:Xi = N(n“>n02).
i=1

n
Pokud soucet Z X, standardizujeme, tj. vytvoiime ndhodnou veli¢inu

i=1

Zn:Xi —np

j— —~:1 4 J4 J4 J4 v .
U, =- odn pak rozloZeni této ndhodné veli¢iny 1ze aproximovat stan-

dardizovanym normdlnim rozlozenim. Zkracené¢ piSeme U, = N(0,1)

Normadlni rozloZeni je tedy rozlozenim limitnim, k némuz se blizi v§echna roz-
loZeni, proto hraje velmi diileZitou roli v po¢tu pravdépodobnosti a matematicke
statistice.

[lustrace centralni limitni véty:
Uvazme n stochasticky nezavislych ndhodnych velicin X4, ..., X,, pfi¢emz kaz-
da z nich ma rovnomérné spojité rozloZeni na intervalu (0,1), tj. X; ~Rs(0,1),1=

1

1, ..., n. ProtoZe E(Xi) = 5@ D(Xi) , podle centralni limitni véty ndhodna

12

SX - YX, _r21
veli¢ina U, = = G& == n = N(O,l).

12

12
Polozime-lin =12, pak Uy, = Z X, —6= N(O,l)'
i=1

Pt ilustraci plisobeni centralni limitni véty na pocitaci postupujeme tak, Ze pro
kazdou z 12 veli¢in X; ~ Rs(0,1),1=1, ..., 12 vygenerujeme dostatecné velky
pocet realizaci , napt. 1000 a ulozime je do proménnych v, az vi,. Do proménné
v13 uloZime soucet proménnych v, az v, zmenseny o 6. Histogram kterékoliv
proménné v, az vy, se svym tvarem bude blizit obdélniku, zatimco histogram
proménné vy3 se svym tvarem bude blizit Gaussovée kiivce.




Histogram. Histogram.
1113 = 00D vomal; 3T 1 045
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Disledkem centralni limitni véty je Moivreova — Laplaceova véta:
Necht’ X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliCiny, vSechny se fidi
alternativnim rozlozenim A(#9 ). Pak jejich soucet Y, = > X, mé binomické roz-
i=1
loZeni Bi(n, §). Stfedni hodnota veli¢iny Y, je E(Y,) =n¥, rozptyl je D(Y,) =
nd (1-9). Podle centrdlni limitni véty se standardizovana ndhodna veli¢ina
Y, —nd

1/nvf)il—ﬂi

Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyzZ jsou splnény podminky:
! nl and(1-9)>09.

asymptoticky tidi standardizovanym normélnim rozlozenim N(0,1).

— <3<

Na zaklad¢€ Moivreovy — Laplaceovy véty se pouziva aproximativni vzorec, kte-
1y slozity vypocet distribu¢ni funkce binomického rozlozeni nahrazuje jednodu-
chym hledénim v tabulkéch hodnot distribu¢ni funkce standardizovaného nor-
malniho rozlozeni.

Mame nahodnou veli¢inu Y, ~ Bi(n, 9). Pak
pravdépodobnostni funkce P(Y, =y)= (n}f}y (1-8) proy=0,1,...,n,
y
. . Y Y (n - .
distribu¢ni funkce P(Y <y)=> P(Y =t)= Z(t }9‘ (1-9)"" - slozity vypodet

t=0 t=0

Aproximativni vzorec: P(Y, <y) = d{ﬂ] :
Priklad na aplikaci Moivreovy — Laplaceovy véty: 100 x nezavisle na sob&
hodime hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze Sestka padne asponi 20 x?

ReSeni:

Y00 — pocet Sestek ve 100 hodech, Y g ~ B1(100, %).



LA 14 14 r . 1
Ovéteni podminek dobré aproximace: —— <8 <

and(1-9)>9
n+1 n+1
1 1 100 100# 1-— =13,8>9,
101 6 101
Aproximativni Vypocet.
Yloo 100 o100

P(Y,,, 220)=1-P(Y,, <19)=1- < 6 |=1-p(U,, <0,626)=

6

\/ 00 \/ 1000
6 6 6 6

=1-®(0,626) =1-0,73565 = 0,26435

Ptesny vypocet:

¢ 100-t
P(YIOO 2 20) =1- P(YIOO < 19) Z(looj(lj (%) =0,219751

o\ t 6



