Pocet pravdépodobnosti jako zaklad matematické statistiky

Pomoci metod popisné statistiky dokdzeme prehledné shrnout informace, které
se tykaji vyhradné objektii vybérového souboru. Pokud jsme vSak data ziskali na
zaklad¢ dobie navrZzeného vyzkumného planu, miizeme provadet induktivni
usudky o chovéni sledovanych proménnych v celém zakladnim souboru. Meto-
dy statistické indukce se ovSem opiraji o pocet pravdépodobnosti.

Pocet pravdépodobnosti

Je to disciplina, ktera se zabyva studiem zakonitosti v ndhodnych pokusech. Ma-
tematickymi prostiedky modeluje situace, v nichz hraje roli ndhoda. Pod po-
jmem nahoda rozumime plisobeni faktori, které se zivelné méni pfi riiznych
provedenich téhoZ pokusu a nepodlé€haji nasi kontrole.

Pokusem rozumime jednordzové uskutecnéni konstantné vymezeného souboru
defini¢nich podminek. Pfedpoklddame, ze pokus mizeme mnohonasobné neza-
visle opakovat za dodrzeni defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou
meénit, proto riznd opakovani pokusu mohou vést k riznym vysledkiim). Déle
predpokladdme, ze opakovanim pokusu vznika opét pokus.

Deterministicky pokus je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k jedinému
moznému vysledku. (Napt. zahtivani vody na 100°C pii atmosférickém tlaku
1015 hPa vede k varu vody.)

Nahodny pokus je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k pravé jednomu
z vice moznych vysledki, které jsou vzajemné neslucitelné. (Napt. hod kostkou
vede k praveé jednomu ze Sesti moznych vysledki.)

Zavedeni métitelného prostoru

Neprazdnou mnozinu moznych vysledkti ndhodného pokusu znacime Q a nazy-
vame ji zakladni prostor. Mozné vysledky zna¢ime ®;, oy, ...

Vymezena mnozina vysledkt je nahodny jev, zna¢ime ho symbolem A. VSech-

ny mozné nahodné jevy tvoii jevové pole A. Dvojice (Q2, A) se nazyva meritel-
ny prostor. £ se nazyva jisty jev, 0 nemozny jev.

Vztahy mezi jevy vyjadiujeme pomoci mnozinovych inkluzi a operace s jevy
popisujeme pomoci mnoZinovych operaci.

a) A 0 B znamena, Ze jev A md za duasledek jev B.

b) A B znamena nastoupeni aspon jednoho z jevii A, B

c) A n B znamend spolecné nastoupeni jevii A, B

d) A\ B znamena nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B

€) A =Q\A znamena jev opaény k jevu A

f) A nB= 0 znamena, ze jevy A, B jsou neslucitelné

g) o UA znamend, ze mozny vysledek o je pfiznivy nastoupeni jevu A.



Nékteré vlastnosti operaci s jevy

a) Pro sjednoceni a prinik jeva plati komutativni zakon, ktery pro dva jevy A,
B ma tvar:
AUB=BUA,AnB=B nA.

b) Pro sjednoceni a prinik tii jevi A, B, C plati zakon asociativni:
AUBUCO=AUB)UCANBnC=(AnB)nC
distributivni: AUB n C)=(AUB) n(AnC),An (BU C)=(A n B)
O0(An C)

c¢) Pro sjednoceni a prinik jevii opacnych plati de Morganovy zakony, které pro
dva jevy A, B zapiSeme takto: A 1 B= AnB, AnB=AOB.

Zavedeni pravdépodobnostniho prostoru

UvazZme ndhodny pokus, pfi jehoZ mnohonasobném nezavislém opakovani sle-
dujeme nastoupeni jevu A, tzv. tspéchu. Ozna¢me n celkovy pocet pokust a
N(A) pocet téch pokusti, v nichz nastal jev A (pocet uspéchli). N(A) se nazyva

absolutni cetnost jevu A v n pokusech a podil NMA) s nazyva relativni Cetnost
n

jevu A v n pokusech.
Empiricky zakon velkych ¢isel ¥ikd, Ze s rostoucim poctem pokustl se relativni

cetnost M ustaluje kolem konstanty P(A), kterou povazujeme za pravdépo-
n

dobnost jevu A.

[lustrace empirického zakona velkych ¢isel

Provadime n nezéavislych hoda minci. Padnuti lice povazujeme za aspéch. Bu-
deme sledovat zavislost relativni ¢etnosti uspéchu na poc¢tu pokusu. (Pocet po-
kust volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000, 2000.)
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Pravdépodobnost vSak nelze definovat jako limitu relativni ¢etnosti pro pocet
pokusti n rostouci nade vSechny meze, protoze pocet pokust je vzdy konecny a
nelze se pfesveédcit o existenci této limity. Proto pravdépodobnost zavadime axi-
omaticky:

Pravdépodobnosti rozumime redlnou mnozinovou funkci P: .4 — R, kterd splitu-
je nasledujici ti1 axiomy:

kazdému jevu pfifazuje nezaporné Cislo (axidm nezapornosti),

jistému jevu piifazuje ¢islo 1 (axidm normovanosti),

sjednoceni neslucitelnych jevu pififazuje soucet pravdépodobnosti téchto jevil
(ax16m spocetné aditivity).

Trojice (Q, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor. Je to matematicky mo-
del jednorazového provedeni ndhodného pokusu.

(Axiomy pravdépodobnosti jsou zvoleny tak, aby pravdépodobnost byla zideali-
zovanym protéjSkem relativni Cetnosti zavedené v popisné statistice. Ma tedy
vSechny vlastnosti relativni Cetnosti a jesté nékteré vlastnosti navic, které vyply-
vaji z vnitinich potteb matematické teorie. Autorem axiomatické definice prav-
dépodobnosti je rusky matematik A. N. Kolmogorov.)

Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903 — 1987): Rusky matematik

[lustrace pravdépodobnostniho prostoru




Vlastnosti pravdépodobnosti

Necht’ (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak pro libovolné jevy A, A,
A,, ... 0 A plati nasledujicich 14 vlastnosti:

P1: P(O) =0

P2: P(A) > 0 (nezapornost — axiém)

P3: P(A1 U Az) + P(A1 N Az) = P(Al) + P(Az)

P4:1+P(A; n Ay)>P(A)) +P(Ay)

P5: P(A; O A;) <P(A)) + P(A,) (subaditivita)

Pé6: A1 N A2: 0 = P(A1 U Az) = P(Al) + P(Az) (ad1t1v1ta)

P7: P(A2 \ Al) = P(Az) - P(A1 N Az)

P8: A, O A; = P(A;\ Ay)) =P(A,) - P(A,) (subtraktivita)

P9: A, O A; = P(A)) < P(A,) (monotonie)

P10: P(Q2) = 1 (normovanost — axidém)

P11: P(A) + P(A) = 1 (komplementarita)

P12: P(A) <1

PI13: Ajn Aj=0proi#j = P(A; O A, O ...)=P(A)) + P(Ay) + ... (spoCetna
aditivita — axidom)

Pl4: P(OAi) -

n-2 n-1 n

ZP(A) ZZP(A NAD+Y D D PANA NA)=..+(=D)"P(A n..nA))

i=1 j=i+l i=1 j=i+lk=j+1

(Pro nesluéitelné jevy Ay, ..., A, dostavame P(UA )= ZP(A ).)

i=1
(Vlastnosti P1, ..., P12 odpovidaji vlastnostem relativni cetnostl Z popisné statis-
tiky, vlastnost P14 je zndma jako véta o sCitani pravdépodobnosti.)

Klasicka pravdépodobnost

V Kolmogorovové axiomatické definici se nic nepravi o tom, jak na daném mé-

fitelném prostoru konkrétné pravdépodobnost zavést. V ptipadé, ze zakladné

prostor je kone¢ny a vSechny mozné vysledky maji stejnou Sanci na uskute¢néni,

muzeme pouzit klasickou pravdépodobnost:

Klasicka pravdépodobnost je funkce, ktera jevu A pfifazuje Cislo P(A) =%,
m

kde m(A) je pocet moznych vysledka ptiznivych nastoupeni jevu A a m(Q) je

pocet vSech moznych vysledkd.

Priklad na klasickou pravdépodobnost (s vyuzitim vlastnosti pravdépodob-
nosti): V dodavce 100 kusti vyrobkd nema pozadovany primér 10 kusi, poza-
dovanou délku 20 kusti a soucasné nema pozadovany pramér i délku 5 kusti. Ja-
ka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek z této dodavky ma pozado-
vany prumer i délku?



Reseni:

Jev A spociva v tom, Ze vyrobek mé pozadovany prumér a jev B v tom, ze vyro-
bek ma pozadovanou délku. Poc¢itame

P(A n B)=P[ADB)=1-P(ADB)=

1= [P(A)+P(B)~P(A n B)] =1 - (;+-20

-3 )=0,75.
100

Opakované zavislé pokusy - hypergeometrické rozlozeni pravdépodobnosti
Mame N objektli, mezi nimi je M objektd oznaeno, 0 <M < N. Ndhodné bez
vraceni vybereme n objektli (0<n < N).

Pravdépodobnost, ze ve vybéru je pravé x oznacenych objektl

(max{0,M = N +n} < x < min{n, M}):

M) N-M
£ Las )
N .
)
Pravdépodobnost, Ze ve vybéru je nejvyse x; oznacenych objekti:

ZPN,M,n (X)

x:max{O,M—N+n}

Py M (X) =

Pravdépodobnost, Ze ve vybéru je aspoil X, oznacenych objekti:
min{n,M}

ZPN,M,n (X)

X=Xq

Priklad na hypergeometrické rozloZzeni pravdépodobnosti: Mame skupinu
20 lidi, mezi nimi 4 muze. Vybirdme bez vraceni (tj. nikdo nemuze byt vybran
opakovang¢) pétici z této skupiny. Jaky je nejpravdépodobnéjsi pocet muzi mezi
vybranymi?

ReSeni:

Vypocitame vSechny mozné pravdépodobnosti a najdeme pocet muzii s nejvetsi
pravdépodobnosti. Vzhledem k technice vybéru (bez vraceni) jde o hypergeome-
trické rozloZeni pravdépodobnosti s parametry N =20, M =4, n = 5.

Pocitame

o)

prox=0,1,2,3,4.

P

N,M,n (



4)(20-4
2)\5-2 3)\5-3
=" 22 =0,2167, P, ,,(3) =% =0,0310,

(Pro kontrolu — soucet vypocitanych pravdépodobnosti je 1.)
Vidime, Ze nejvyssi pravdépodobnost — 0,4696 — je dosazena v piipadé, kdy me-
zi pétici vybranych osob je pravé 1 muz.

Stochasticky nezavislé ndhodné¢ jevy

Za stochasticky nezavislé povazujeme takové jevy, kdy informace o nastoupeni
jednoho jevu nijak neovlivni Sance, s nimiz ocekavame nastoupeni druhého je-
vu.

V popisné statistice jsme zavedli ¢etnostni nezavislost dvou mnozin Gy, G,

v daném vybérovém souboru pomoci multiplikativniho vztahu

p(Gl n Gz) = p(Gl)p(G2)'

V poctu pravdépodobnosti fekneme, Ze jevy A, A, U A jsou stochasticky ne-
zavisle, jestlize P(A; n A;) = P(A;) P(A,). Pro tfi jevy budeme pozadovat, aby 1
jevy A1 n Aj a A; byly stochasticky nezavislé, coz vede ke vztahu

P(A; n Ay n A;)=P(A)) P(A,) P(Aj3). Tak mlizeme pokracovat pro libovolny
pocet jevu.

(Lze snadno ukazat, Ze jev nemozny resp. jev jisty a libovolny jev jsou stochas-
ticky nezavislé jevy. Jestlize v posloupnosti stochasticky nezavislych jevii na-
hradime libovolny pocet jevl jevy opacnymi, stochastickd nezavislost se nepo-
rusi. Rovnéz tak priniky a sjednoceni stochasticky nezavislych jevil jsou
stochasticky nezavislé.)

Priklad na stochasticky nezavislé jevy: Necht A;, A,, A; jsou stochasticky
nezavislé jevy, P(A) = 1/4, P(A,) = 1/3, P(A3) = 1/2. Jaka je pravdépodobnost,
ze

a) nastane pravé jeden z jevll A;, A,, A;

b) nastanou prave dva z jevii Ay, A,, As

¢) nastanou nejvySe dva z jevil Ay, A,, A ?



ResSeni:

B e e
- p(a (sl )l (o ol )P(A )P(Ag
e e

- BE+de g8 20000

24 24
ad b) P(A, )P(Az)P( )+P(A (A, )p(a,)+ (&, pca, pca,) =

ad ¢) 1-P(A;) P(Az) P(A3) = ;i

Opakované nezavislé pokusy: Nezavisle opakujeme tyZ ndhodny pokus. Necht’
jev A; znamenad Uspéch v i-tém pokusu, pficemz P(A;)) = 9,1=1, 2, ...

1. Binomické rozlozeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tspéch nastane pravé x-krat, je rovna

P, (x>:[§jax(1—s>n-x

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tspéch nastane aspon x,-krat

(0 <x¢=<n), je rovna Zn:Pn (x)

X=Xg

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech Gspéch nastane nejvyse x;-krat

(0 <x,<n), je rovnaiPn (x)

x=0

Pravdépodobnost, Ze v prvnich n pokusech Uspéch nastane aspon xy-krat a nej-

vyse x;-krat, je rovna iPH (x)

X=X0

Priklad na binomické rozlozeni pravdépodobnosti: Firma se ucastni Ctyf ne-
zéavislych vybérovych tizeni. Pravdépodobnost, Ze uspéje v kterémkoliv z nich,
je pro vSechny konkurzy stejna a je rovna 0,7. Jaké je pravdépodobnost, ze firma
uspéje

a) praveé 2x

b) aspon 2x

c) nejvyse 2x?



Reseni: Podet pokusti n = 4, pravdépodobnost uspdchu 8 = 0,7

ad a) P,(2)= (:j0,720,32 =0,2646
4 2 2 4 3 4 4
ad b) P,(2)+P,(3)+P,(4)= (2j0,7 0,32 + (3]0,7 0,3+ (4]0,7 =0,9163

ad ¢) P,(0)+P,(1)+P,(2)= +{3j0,34 + GJOJ [0,3° + @]0,720,32 =0,3483

2. Geometricke rozlozeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, Ze prvnimu uspéchu bude pifedchazet x netispéchi:
P(x)=(1-9)9.

Pravdépodobnost, Ze prvnimu uspéchu bude ptfedchdzet nejvyse x; netuspéchii:
> P(x)
x=0

Pravdépodobnost, Ze prvnimu uspéchu bude pifedchéazet aspon x, netuspéchii:
X1
1- Z P(x)
x=0
Priklad na geometrické rozloZeni pravdépodobnosti: Jaka je pravdépodob-
nost, ze pii hie ,,Clovéce, nezlob se!* nasadime figurku nejpozdéji pfi tietim ho-
du?
Reseni:
Pocet neuspéchti: x =0, 1, 2, pravdépodobnost uspéchu: 9§ =%

Srl)=30-0ro=3(2) L= te2da (2] d o

x=0 x=0

Pravdépodobnost, ze figurku nasadime nejpozdéji pii tietim hodu, je 42,13%.

3. Negativni binomické rozlozeni pravdépodobnosti
Pravdépodobnost, ze k-tému tspéchu bude predchazet x netuspéchii:

pk(x)=[1;+"‘lj(1-a)xak.

Pravdépodobnost, ze k-tému uspéchu bude piredchdzet nejvyse x; neuspechi:

> P ()

Pravdépodobnost, ze k-tému tspéchu bude predchazet aspon xy netispéchii:



Priklad na negativni binomické rozloZeni pravdépodobnosti: Hra¢ hazi kost-
kou tak dlouho, dokud mu nepadnou tfi Sestky. Jakd je pravdépodobnost, ze bu-
de muset hodit kostkou 10 x?

Reseni:
Pocet neuspéchili x = 7, protoze v 7 z 10 hodli nepadne Sestka. Pravdépodobnost

;o 1
uspéchu 3§ = E

072 0] s o

Hledana pravdépodobnost je 4,65%.

Podminéna pravdépodobnost

Opakované nezavisle provadime tyz ndhodny pokus a sledujeme nastoupeni je-
vu A v téch pokusech, v nichZ nastoupil jev H. Podminénou relativni ¢etnost A
A nH)
p(H)
ptedpokladu, ze p(H) > 0). Tato podminéna relativni ¢etnost se s rostoucim po-

¢tem pokusii ustaluje kolem konstanty P(A/H)= P([;(—;I)H), kterou povazujeme za

za podminky H jsme v popisné statistice zavedli vztahem p(A/H)= pl (za

podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky H.

[lustrace podminéné pravdépodobnosti

Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

Je ziejmé, ze jevy A, A, jsou stochasticky nezavislé, praveé kdyz

P(A1/A;) =P(A)) a prave kdyz P(Ay/A,) = P(A,).

Okamzit¢ z definice plyne:

P(A1 N Az) = P(A]) P(Az/Al) pro P(A]) > O,

P(A1 N Az) = P(Ag) P(Al/Az) pro P(Ag) > 0.

Tento multiplikativni vztah Ize zobecnit ve vétu o nasobeni pravdépodobnosti:



P(A1 N A2 n ... N An):P(Al) P(Az/Al) P(A3/Alﬂ Az) P(An/Alﬂ e N An—l)
pro P(Ajn ... n Ayy) #0.

Priklad na vétu o nasobeni pravdépodobnosti: Ze sady 32 karet nahodné vy-
tahujeme po jedné karté, kterou nikdy nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost,
Ze eso se objevi az ve 4. tahu?

Reseni:
A; ... v i-tém tahu nebylo vybréno eso,1=1, 2, 3, 4
P, n A, n A, nA,)=P(A,)P(A, /A, )P(A, /A, n A, )P(A, /A, N A, N AL)=
B DB
32 31 30 29
Eso se objevi az ve 4. tahu s pravdépodobnosti 0,0911.

Vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayestv vzorec

Jestlize Hy, ..., H, O A jsou jevy, které tvoti rozklad jistého jevu (. jsou neslu-
citelné a jejich sjednocenim je cely zdkladni prostor — fikdme, ze tvofi uplny
systém hypotéz), pak pravdépodobnost libovolného jevu A 0 A lze vypocitat
pomoci vzorce pro uplnou pravdépodobnost:

P(A)= > P(H,)P(AH,).

[lustrace vzorce pro Uplnou pravdépodobnost

Podminénou pravdépodobnost libovolné hypotézy za podminky, Ze nastal jev A
(tzv. aposteriorni pravdépodobnost P(H,/A) ) 1ze vypocitat pomoci Bayesova
vzorce:

P(H, )P(A/H, )
P(A)

orni pravdépodobnost).

P(H,/A)=

. (Pivodni pravdépodobnost P(Hy) se nazyva apri-



Thomzis Bye (1702 — 1761): Anglicky kn€z a matematik

Priklad na vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayestuv vzorec: U jistého
druhu elektrického spotiebice se s pravdépodobnosti 0,01 vyskytuje vyrobni va-
da. U spotiebice s touto vyrobni vadou dochazi v zarucni lhité k poruse

s pravdépodobnosti 0,5. Vyrobky, které tuto vadu nemaji, se v zaru¢ni 1hiité po-
rouchaji s pravdépodobnosti 0,01. Jaka je pravdépodobnost, ze

a) u ndhodné vybran¢ho vyrobku nastane v zaru¢ni lhlité porucha,

b) vyrobek, ktery se v zaru¢ni lhiité poroucha, bude mit doty¢nou vyrobni vadu?

Reseni:

H; - vyrobek ma doty¢nou vyrobni vadu

H, - vyrobek nema tuto vyrobni vadu

A - vyrobek se v zaru¢ni dob¢ poroucha

Pak je: P(H;) = 0,01, P(H,) = 0,99, P(A/H,) = 0,5, P(A/H,) = 0,01

ad a) P(A) = P(H,).P(A/H)) + P(H,).P(A/H,) = 0,01.0,5 + 0,99.0,01 = 0,0149

ad b) P(H, /A)= P(H,)P(A/H,) _0,01[0,5
P(A) 0,0149

=0,3386



