Téma 6.: Aplikace Moivreovy - Laplaceovy véty. Zakladni pojmy matematické
statistiky.

Moivreova - Laplaceova véta tvrdi, ze za ur€itych podminek 1ze binomické rozlozeni
aproximovat standardizovanym normalnim rozlozenim. Aproximace se povazuje za

vyhovujici, kdyz jsou splnény podminky: ! <9< a nd(1-9)>9.
n+l n+l

Na zaklad€ Moivreovy — Laplaceovy véty se pouziva aproximativni vzorec, ktery slozity
vypocet distribu¢ni funkce binomického rozlozeni nahrazuje jednoduchym hleddnim
v tabulkéach hodnot distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni.

Méme nahodnou veli¢inuY, ~ Bi(n, 19) Pa
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Aproximativni vzorec: P(Y, <y) = d{ﬂJ .

Jnd(1-9)

Priklad 1.: Pravdépodobnost uspéchu pii jednom pokusu je 0,3. S jakou pravdépodobnosti
1ze tvrdit, ze pocet Gspéchi ve 100 pokusech bude v mezich od 20 do 40?

ReSeni:

Y100 — pocet uspéchil v posloupnosti n = 100 opakovanych nezéavislych pokusi,
pravdépodobnost Gspéchu 3 = 0,3, Y199 ~ Bi(100, 0,3), E(Y100) = nd =30, D(Y109) =

n8(1 - 8)2 21. Vidime, Ze podminky dobré aproximace jsou splnény, protoze

1 c03<19 n9a1-9)=21>9)
101 101

Aproximativni vypocet:

P(20<Y,, <40)=P(19<Y,, <40)= P(w 30 Yiw ~30 40~ 3Oj

N TR TR

~ CD[%J - CD[—%) = ®(2,18) - d(-2,40) = d(2,18) - [1 - d(2,40)]

= ®(2,18)+ ®(2,40) -1 =10,98537 +0,99180 —1 = 0,97717

Postup ve STATISTICE:

Otevieme novy datovy soubor o jedné promeénné a jednom piipadu. Do dlouhého jména této
proménné napiSeme =INormal(10/sqrt(21);0;1)- INormal(-11/sqrt(21);0;1) OK. (Funkce
INormal(x;mu;sigma) poskytuje hodnotu distribu¢ni funkce v bod€ x normélniho rozlozeni se
sttedni hodnotou mu a smérodatnou odchylkou sigma.) Dostaneme vysledek 0,977263.

Piesny vypocet:

&, (100 100+
P(20<Y,, <40)= z( Jo,3‘ (1-03)"" =0,978614

t=20



Postup ve STATISTICE:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom ptipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =IBinom(40;0,3;100)- IBinom(19;0.3;100) — viz Téma 4, 1a) 4. polozka.
(Funkce IBinom(x;p;n) poskytuje hodnotu distribu¢ni funkce v bodé¢ x binomického rozlozeni
s parametry p a n.)

Priklad 2.: Pravdépodobnost, ze zakoupeny elektrospotiebi¢ bude vyzadovat opravu béhem
zarucni doby, je rovna 0,2. Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem zaru¢ni doby bude nutno ze
400 prodanych spotfebicli opravit vice nez 96?

Reseni:

n =400, 9 = 0,2, Gspéch je nutnost opravy v zaru¢ni dobé

nd = 80, nd(1-9) =64

aproximativni vypocet: P(Y400 > 96) = 1 - INormal(16/8;0;1) = 0,022750

presny vypocet: P(Yapo > 96) = 1 — IBinom(96;0,2;400) = 0,024640

Piiklad 3.: Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi

10 000 novorozenci bude

a) stejné nebo vice dévcat nez chlapct

b) chlapcti od 5000 do 5300?

Reseni:

n= 10000, 9 = 0,515, aspéch je narozeni chlapce

nd = 5150, nd(1-9)=2497,75

Ukol (a)
aproximativni vypocet: P(Y 10000 < 5000) = INormal(-150/sqrt(2497,75);0;1) = 0,001344
ptesny vypocet: P(Y 10000 < 5000) = IBinom(5000;0,515;10000) = 0,001347

Ukol (b)
aproximativni vypocet: P(4999 < Y p000 < 5300) = INormal(150/sqrt(2497,75);0;1) -
INormal(-151/sqrt(2497,75);0;1) = 0,997399
presny vypocet: P(4999 < Y0000 < 5300) = IBinom(5300;0;1) — IBinom(4999;0;1) =
0,997400

Piiklad 4.: Pravdépodobnost, ze urcity typ vyrobku ma vyrobni vadu, je 0,05. Jaka je
pravdépodobnost, ze ze série 1000 vyrobkl bude mit vyrobni vadu nejvyse 70?
Reseni:

n= 1000, & = 0,05, aspéch je zhotoveni vadného vyrobku

nd =50, nd(1-9)=47,5

aproximativni vypocet: P(Y 000 < 70) = INormal(20/sqrt(47,5);0;1) = 0,998145
presny vypocet: P(Y 000 < 70) = IBinom(70;0,05;1000) = 0,997670

Vlastnosti duleZitych statistik odvozenych z jednorozmérného nahodného vybéru:
Necht’ X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni se stfedni hodnotou p, rozptylem o” a
distribucni funkci ®(x). Necht' n > 2. Oznacme

1 n
M= _in vybérovy primér,
i=1
- 1 S 2 e
S™ = p— (Xi —M) vybérovy rozptyl,
n=1l%g

pro libovolné, ale pevné dané x LIR oznacme



| R e .
F (x) = —pocet téch veli¢in Xj, ..., Xy, které jsou <x
n

hodnotu vybérové distribuéni funkce.

Pak pro libovolné hodnoty parametri it , o° a libovolné, ale pevné dané realné &islo x plati:
EM) = p,

E(Sy)) = o7,

E(Fi(x)) = ®(x),

Znamen4 to, Ze M je nestrannym odhadem p, S? je nestrannym odhadem o7, pro libovolné, ale
pevné dané x LJR je vybérova distribu¢ni funkce F,(x) nestrannym odhadem ®(x).

Priklad 5.: Ve 12 ndhodn¢ vybranych prodejnach ve mésté byly zjistény nasledujici ceny
urcitého vyrobku (v K¢): 102, 99, 106, 103, 96, 98, 100, 105, 103, 98, 104, 107. Téchto
12 hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybéru Xi, ..., X, z rozlozeni, které ma stiedni
hodnotu p a rozptyl 6°. Uréete nestranné bodové odhady neznamé stfedni hodnoty p a
neznamého rozptylu o>

Reseni:

Vypocteme realizaci vybérového priméru

m :é(loz +99+...4+107) =101,75K&

Vypocteme realizaci vybérového rozptylu:

= ﬁ[(loz -101,75)" +(99-101,75) +...+ (107 —101,75)2] =12,39K¢&?

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné (nazveme ji X) a 12 ptipadech. Do
proménné X napiSeme zjisténé ceny.

Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK —
Detailni vysledky — vybereme Priimér a Rozptyl — Vypocet. Dostaneme tabulku:
Popisné statistiky (Tabulka15)

Proménna | Primér | Rozptyl
X 101,7500 12,38636

Vlastnosti dilezitych statistik odvozenych z dvourozmérného ndhodného vybéru:
Necht' (X1,Y1), ..., (Xn,Yy) je ndhodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci o), a
. y 1 $ . L
koeficientem korelace p. Ozna¢meS,, = —Z (Xi -M, )(Yi -M 2) vybérovou kovarianci a
n-

i=1

S . .
R, = —2vybérovy koeficient korelace. Pak pro libovolné hodnoty parametrii oy, a p plati:
1~2

E(S12) =012,

E(R2) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance Si, je nestrannym odhadem kovariance 6;,, avSak
vybérovy koeficient korelace R, je vychylenym odhadem koeficientu korelace p.

Priklad 6.: Bylo zkoumano 9 vzorki pldy s riznym obsahem fosforu (veli¢ina X). Hodnoty
veli¢iny Y oznacuji obsah fosforu v obilnych kli¢cich (po 38 dnech), jez vyrostly na téchto
vzorcich pudy.

éislovzorku|1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
X 1 (4 |5 19 1113232328
Y 64|71 (1548117693 |77]95]| 109




Téchto 9 dvojic hodnot povazujeme za realizace ndhodného vybéru (X,Y1), ..., (Xo,Y9)

z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci o}, a koeficientem korelace p. Najdéte bodové
odhady kovariance o a koeficientu korelace p.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych X a Y 9 ptipadech. Do proménnych X a 'Y
zapiSeme zjisténé hodnoty obsafu fosforu v ptid¢ a v obilnych kli¢cich.

Vypocet vybérové kovariance: Statistiky — Vicerozmérna regrese — Proménné — Zavisle
proménna Y, nezavisle proménna X — OK — OK — Residua/ptedpoklady/piedpoveédi — Popisné
statistiky — Dalsi statistiky — Kovariance. Dostaneme tabulku:

Kovariance (Tabulka1
Proménna X | Y
X 91,7500/ 130,0000
Y 130,0000 284,2500

Vidime, ze vybérova kovarince veli¢n X, Y se realizuje hodnotou 130. (Vybérovy rozptyl
proménné X resp. Y nabyl hodnoty 91,75 resp. 284,25.)
Vypocet vybérového koeficientu korelace: V menu Dalsi statistiky vybereme Korelace.

Korelace (Tabulka18
Proménna X | Y
X 1,000000 0,804989
Y 0,804989 1,000000

Vybérovy koeficient korelace velicin X, Y nabyl hodnoty 0,805, tedy mezi veli¢inami x, Y
existuje silnd ofima linearni zavislost.

Upozornéni: Vybérovy koeficient korelace 1ze pomoci systému STATISTICA vypocitat i
jinym zpusobem: Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam
proménnych — X, Y — OK — Vypocet. Ve vysledné tabulce mame téZ realizace vyberovych
ramért a smérodatnych odchylek.

Korelace (Tabulka18)
Oznac. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
N=9 (Celé pfipady vynechany u ChD)

Proménna | Prlméry |Sm.odch. | X | Y
X 13,00000 9,57862 1,000000 0,804989
Y 80,00000 16,85972 0,80498S 1,000000

Vzorce pro meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p
pii znamém rozptylu o’:

fooq— Y _
Oboustranny: d =m-—=u,_,,, h=m+

Jn

, o)
Levostranny: d =m ——u,

n

, (o)
Pravostranny: h=m+-—u,_

Jn

Priklad 7.: Pii kontrolnich zkouskach zivotnosti 16 zarovek byl stanoven odhad m = 3000 h
sttedni hodnoty jejich zivotnosti. Z diivéjSich zkouSek je znamo, Ze zivotnost zarovky se tidi
normalnim rozlozenim se smérodatnou odchylkou ¢ = 20 h. Vypoctéte

a) 99% empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti

b) 90% levostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti

c) 95% pravostranny empiricky interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu Zivotnosti.
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Upozornéni: Vysledek zaokrouhlete na jedno desetinné misto a vyjadiete v hodinach a
minutach.

ReSeni:
ad a)
o 20
d=m-—u =3000-—2,57583 =2987.1,
\/H 0,995 \/ﬁ

h=m+Cu,,,, =3000+ 22 2,57583 =3012,9

Jn V16

2987 ha 6 min < u <3012 h a 54 min s pravdépodobnosti asponi 0,99

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Otevieme novy datovy soubor o dvou proménnych d, h a jednom piipadu.

Do Dlouhého jména proménné d napiSeme vzorec =3000-20/sqrt(16)*VNormal(0,995;0;1)
Do Dlouhého jména proménné h napiSeme vzorec =3000+20/sqrt(16)*VNormal(0,995;0;1)

ad b)
d=m-—2u,, =3000 - 20 1 28155=2993,6

Vn Jie

2993 h a 36 min < p s pravdépodobnosti aspon 0,9

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné d a jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné d napiSeme vzorec =3000-20/sqrt(16)*VNormal(0,9;0;1)

ad ¢)
o 20
h=m+—=u;y; =3000+——=1,95996 =3009,8

Jn V16

3009 h a 48 min > p s pravdépodobnosti aspoii 0,95

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné h a jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné h napisSeme vzorec =3000+20/sqrt(16)*VNormal(0,975;0;1)

Uzite¢ny odkaz: na adrese http://www.prevody-jednotek.cz je program, s jehoz pomoci lze
prevadét riizné fyzikalni jednotky, v nasem ptipad€ hodiny na minuty.




