Téma 7: Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru z normalniho rozloZeni a
dvourozmérného normalniho rozloZeni

Ukol 1.: Vlastnosti vybérového priiméru z normalniho rozloZeni

Predpokladejme, ze velky ro¢nik na vysoké skole ma vysledky ze statistiky normalné
rozlozeny kolem stfedni hodnoty 72 bodl se smérodatnou odchylkou 9 bodii. Najdéte
pravdépodobnost, ze primér vysledkd ndhodného vybéru 10 studentti bude vétsi nez 80 bodi.

Navod:
X1, ..., Xi0 je ndhodny vybér z N(72, 81). Pocitame P(M > 80), pfi¢emZ vybérovy primér M
2
1
ma normalni rozlozeni se stitedni hodnotou E(M) = p =72 a rozptylem D(M) = 9 - f_O =

8,1. Tedy PM > 80) =1 - P(M < 80) = 1 — ®(80), kde ®(80) je hodnota distribu¢ni funkce
rozlozeni N(72; 8,1) v bodé¢ 80.

Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této
proménné napiSeme =1 — [INormal(80,72,sqrt(8.1)). Zjistime, ze 1 - ®(80) = 0,00247005.
Funkce INormal(x,1,6) pocita hodnotu distribu¢ni funkce rozloZeni N(p,oz) v bod¢ x.

1
Prom1
1| 0,00247

Ukol k samostatnému FeSeni: Lze predpokladat, Ze hmotnost pomeranéti dodavanych do
obchodni sité se fidi normalnim rozlozenim se stfedni hodnotou 170 g a smérodatnou
odchylkou 12 g. Jaka je pravdépodobnost, ze celkova hmotnost deviti ndhodné vybranych
pomeranct balenych do sitky prekroci 1,5 kg?

Vysledek: Hledana pravdépodobnost je 0,797.

Ukol 2.: Vlastnosti vybérového rozptylu z normalniho rozloZeni

Odbeératel provede kontrolu stejnorodosti dodavky vyrobki tak, ze zméii sledovany rozmér u
25 ndhodn¢ vybranych vyrobkt. Dodavku piijme, jestlize vybérova smérodatnd odchylka se
bude realizovat hodnotou mensi nebo rovnou 0,2 mm. Je zndmo, ze sledovany rozmér
vyrobku ma rozlozeni N(50 mm, 0,263’mm?). Jak4 je pravdépodobnost piijeti dodavky?

Navod:
X1, ..., Xa5 je nahodny vybér z N(50, 0,263%). Po¢itame P(S < 0,2) = P(S* < 0,04) =

2

P( (n ?S < (n 1)20’04j = P[K < 24;.[)’024] =P(K £13,879), tedy hledana pravdépdobnost
o o 0,263

je hodnota distribuéni funkce Pearsonova rozlozeni y°(24) v bod& 13,879 neboli &islo 13,879

je a-kvantil Pearsonova rozlozeni y*(24).

Vytvofime datovy soubor o jedné proménné a o jednom piipadu. Do Dlouhého jména této

proménné napiSeme =IChi2(24*0.04/0.263"2,24)

1
Prom1
0,050665

-

S pravdépodobnosti pouhych 5,1% lze ocekavat, Ze odbératel piijme dodavku.
Funkce IChi2(x,nu) po¢ita hodnotu distribuéni funkce rozlozeni x*(nu) v bodé x.



Ukol 3.: Intervaly spolehlivosti pro parametry p, 6> normalniho rozloZeni

Z populace stejné starych selat téhoz plemene bylo vylosovéano Sest selat a po dobu ptl roku

jim byla podavana taz vykrmna dieta. Byly zaznamenavany praimérné denni ptirtstky

hmotnosti v Dg. Z dtivéjSich pokusii je zndmo, Ze v populaci maji takové piirastky normalni

rozlozeni, avsak stfedni hodnota i rozptyl se méni. Ptirtistky v Dg: 62, 54, 55, 60, 53, 58.

a) Najdéte 95% empiricky levostranny interval spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu
1 pfi neznamé smérodatné odchylce o.

b) Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku c.

Navod:

Vytvorime datovy soubor o 4 proménnych a 6 ptipadech. Prvni proménnou nazveme
hmotnost, druhou dm1, tfeti dm2 a ¢tvrtou hm2. Do proménné hmotnost zapiSeme zjisténé
udaje. Pomoci Popisnych statistik zjistime realizace vybérového priméru a vybérové
smérodatné odchylky.

Popisné statistiky
Proménna | Prlmér |Sm. odch.
hmotnost | 57,00000 3,577709

ad a) Dolni mez 100(1-a)% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro p pfi
3,577709 o (5) = 54,06

76

nezndmém 0> je m— %tl_a (n - 1), tedy v naSem piipadé¢ 57 -
n

Do Dlouhého jména proménné dm1 zapiSeme vyraz

=57 —3,577709* VStudent(0.95,5)/sqrt(6)

Funkce VStudent(x,df) pocita x-kvantil rozlozeni t(df).

Dostaneme vysledek 54,05682, tedy u > 54,06 Dg s pravdépodobnosti aspon 0,95.

ad b) Meze 100(1-a)% empirického oboustranny intervalu spolehlivosti pro ¢ pfi nezndmém
vn-1s  «n-1s
\/Xlz—a/Z(n_l) \/Xé/z(n_l)

Do Dlouhého jména proménné dm?2 zapiSeme vyraz
=3,577709*sqrt(5)/sqrt(VChi2(0.975,5)). Vyjde 2,233235.

Podobné do Dlouhého jména proménné hm?2 zapiSeme vyraz
=3,577709*sqrt(5)/sqrt(VChi2(0.025,5)) Vyjde 8,774739 .

Funkce VChi2(x,nu) po&ita x-kvantil rozloZeni y*(nu).

Dostaneme vysledek: 2,23 g <0 < 8,77 g s pravdépodobnosti aspon 0,95.

L jsou

1 2 3
dm1 dm2 hm2
54,056832,233235 8,774739

—_

Upozornéni: STATISTICA verze 8 umi pocitat meze 100(1-a)% empirického intervalu
spolehlivosti pro nezndmou smérodatnou odchylku pii neznamé sttedni hodnoté: v Popisnych
statistikach zaskrtneme Meze sp. smér. odch. Dostaneme tabulku:



Popisné statistiky (Tabulka1)
Spolehlivost | Spolehlivost
Sm.Odch. Sm.Odch.
Proménna | -95.000% +95.000%
Prom1 2,233234 8,774738

Ukol k samostatnému feSeni: P¥i provadéni uréitého pokusu bylo zapotiebi udrzovat

v laboratofi konstantni teplotu 26,5°C. Teplota byla v jednom pracovnim tydnu 46x
namatkové kontrolovana v riznych dennich a no¢nich hodinach. Z vysledkii méteni byly
vypocteny realizace vybérového priméru a vybérové smérodatné odchylky: m =26,33°C, s =
0,748°C. Za ptedpokladu, Ze vysledky méFeni teploty se fidi rozloZenim N(u,0%), vypoltste
95% empiricky interval spolehlivosti

a) pro stiedni hodnotu p

b) pro smerodatnou odchylku o.

Vysledek:

ad a) 26,11°C < pn <26,55°C s pravdépodobnosti aspoii 0,95.

ad b) 0,62°C <0 < 0,94°C s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Ukol 4.: Testoviani hypotézy o stfedni hodnoté p

Systematicka chyba méticiho pfistroje se eliminuje nastavenim pfistroje a méfenim etalonu,
jehoz spravna hodnota je = 10,00. Nezavislymi méfenimi za stejnych podminek byly
ziskany hodnoty: 10,24 10,12 9,91 10,19 9,78 10,14 9,86 10,17 10,05, které povazujeme
za realizace ndhodného vybéru rozsahu 9 z rozlozeni N(p, 6%). Je mozné pii riziku 0,05
vysvétlit odchylky od hodnoty 10,00 pisobenim ndhodnych vlivi?

Navod:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 10 proti oboustranné alternativé H;:
p# 10. Jde o tlohu na jednovybérovy t-test. Ten je ve STATISTICE implementovan.
Vytvotime datovy soubor o jedné proménné a deviti ptipadech, kam zapiSeme namétené
hodnoty.

1. zpusob: V Zakladnich statistikach a tabulkach vybereme t-test, samostatny vzorek. Do
Referen¢ni hodnoty zapiSeme 10. Ve vystupu se podivame na hodnotu testového kritéria a na
p-hodnotu. Pokud p-hodnota bude mensi nebo rovna 0,05, zamitneme hypotézu Hy: p= 10 ve
prospéch oboustranné alternativni hypotézy H;: n # 10 na hladin€ vyznamnosti 0,05.

V opacném pripad¢ Hy nezamitame. V naSem piipade¢ je

Test pramérl vici referenéni konstanté (hodnoté)

Primér |Sm.odch. |N|Sm.chyba |Referenéni t SV p
Proménna konstanta
Prom1 10,05111 0,162669 9 0,054223  10,00000 0,942611 8 0,373470

ProtoZe p-hodnota 0,373470 > 0,05 nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné vyznamnosti
0,05. S rizikem omylu nejvyse 5% lze tedy odchylky od hodnoty 10 vysvétlit piisobenim
nahodnych vlivi.

Vsimnéme si jesté hodnoty testového kriteria: t,=0,942611. Kriticky obor

W= (_ ©,= tl—a/z(n - 1)> O <t1—a/2(n - 1),oo) = (_ 00, =t 975 (8)> N <t0,975 (8)a°°) =
= (~ 00,~2,306) 11 (2,306, 0)

Protoze t, [l W, nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu H, .



2. zpusob: V Zakladnich statistikach a tabulkach vypoc¢teme primér a smérodatnou odchylku.
Pak pouzijeme Testy rozdilu: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — zaskrtneme Vybérovy pramér vs. Stiedni hodnota — do policka Prl
napiSeme 10,05111, do policka SmOd1 napiSeme 0,162669, do policka N1 napiSeme 9, do
policka Pr2 napiSeme 10 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,3735, tedy nezamitame nulovou
hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Ukol k samostatnému FeSeni: Pti kontrole baliciho automatu, ktery ma plnit cukrem balicky
o hmotnosti 1000 g, byly pfi pfesném pievazeni 5 balicki zjistény tyto odchylky (v gramech)
od pozadované hodnoty: 3, -2, 2, 0, 1. Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
automat nema systematickou odchylku od pozadované hodnoty.

Vysledek: Protoze p-hodnota je 0,405023, nulovou hypotézu nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Ukol 5.: Testovani hypotézy o smérodatné odchylce ¢

U 25 nahodné vybranych dvoulitrovych lahvi s nealkoholickym napojem byl zjistén piesny
objem napoje. Vybérovy prumér ¢inil m = 1,99 1 a vybérova smérodatna odchylka s = 0,1 1.
Ptedpokladejme, Ze objem napoje v lahvi je ndhodné veli¢ina s normalnim rozloZenim.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 ovéite tvrzeni vyrobce, Ze smérodatna odchylka je 0,08 1.

Navod:
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: 6 = 0,08 proti oboustranné alternative
H;i: o # 0,08 neboli H: o’ = 0,0064 proti oboustranné alternativé Hj: o’ # 0,0064. Jde o ulohu

(n-1)* _2400,1°
c 0,08

na test o rozptylu. Vypocteme realizaci testového kritéria t, = =37,5.

JelikoZ hodnota testového kritéria 37,5 nelezi v kritickém oboru
W = (O;Xzo,ozs (24)> 0 <X20,975 (24);00) = (0;12,4> O <39,4;00) , hejsme opravnéni na hladiné

vyznamnosti 0,05 zamitnout tvrzeni vyrobce.

V systému STATISTICA otevieme datovy soubor o tfech proménnych a jednom ptipadu. Do
Dlouhého jména prvni proménné napiSeme vzorec pro vypocet testového kritéria:
=24%*0,1"2/0,08"2

Dalsi dvé prom&nné nam poslouzi k vypoétu kvantilti Pearsonova y° — rozlozeni.

Do Dlouhého jména druhé proménné napiseme

=VChi2(0.025,24)

a do Dlouhého jména tieti proménné napiSeme

=VChi2(0.975,24)

Ukol 6.: Interval spolehlivosti pro rozdil parametrii p; - p; dvourozmérného normalniho
rozloZeni

Bylo vylosovano 6 vrhi selat a z nich vzdy dva sourozenci. Jeden z nich vzdy dostal ndhodné
dietu ¢. 1 a druhy dietu €. 2. Pirtstky v Dg jsou nasledujici: (62,52), (54,56), (55,49), (60,50),
(53,51), (58,50). Za ptedpokladu, ze uvedené dvojice tvoii nahodny vybér z dvourozmérného
normalniho rozlozeni s vektorem stfednich hodnot (., 112), sestrojte 95% interval
spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot.

Navod:
Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych a Sesti ptipadech. Do proménnych v1 a v2
zapiSeme namétené prirtistky, do proménné v3 ulozime rozdily v1 - v2.



Ve STATISTICE je implementovan vypocet oboustranného intervalu spolehlivosti pro p,

kdyz 02 nezname. Pomoci Popisnych statistik zjistime meze 95% intervalu spolehlivosti pro
sttedni hodnotu proménné v3 tak, ze zaskrtneme Meze spolehl. prim.

Popisné statistiky

Int. spolehl. | Int. spolehl.
Proménna | -95,000% +95,000%
Prom3 0,626461 10,70687

Dostaneme vysledek: 0,63 Dg < < 10,71 Dg s pravdépodobnosti aspon 0,95.

Ukol 7.: Testovani hypotézy o rozdilu parametri p; - p; dvourozmérného normalniho
rozloZeni

Bylo vybrano Sest novych vozil téZe znacky a po urcité dobé bylo zjisténo, o kolik mm se
sjely jejich levé a pravé predni pneumatiky. Vysledky: (1,8; 1,5), (1,0; 1,1), (2,2; 2,0), (0,9;
1,1), (1,5; 1,4), (1,6; 1,4). Za ptedpokladu, Ze uvedené dvojice tvoii ndhodny vybér

z dvourozmérného normalniho rozloZeni s vektorem stiednich hodnot (p;, L), testujte na

------

Navod:

Oznaéme p = - 1p. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu Hy: p = 0 proti
oboustranné alternativé H;: p # 0. Jde o tlohu na parovy t-test.Ten je ve STATISTICE
implementovan.Vytvotfime datovy soubor o dvou proménnych a Sesti ptipadech. Do
proménnych v1 a v2 zapiSeme namétené piiristky. V Zakladnich statistikdch vybereme t-test,
zavislé vzorky. Zadame nazvy obou proménnych a ve vystupu se podivame na hodnotu
testového kritéria a na p-hodnotu.

t-test pro zavislé vzorky (Tabulka7)

Ozna€. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000

Primér |Sm.odch. [N| Rozdil |Sm.odch. t SV p
Proménna rozdilu
Prom1 1,483333 0,491596
Prom?2 1,433333 0,332666]| 6 0,050000 0,207364 0,590624 5 0,580456

ProtoZe p-hodnota 0,580456 > 0,05, nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze

Vsimnéme si jesté hodnoty testového kriteria: t,= 0,590624. Kriticky obor
W = (_ 0, =t 4/ (n - 1)> [ <t1—0(/2 (1’1 - 1)900) = (_ 0, =t 975 (5)> 0 <t0,975 (5)900) =
= (- 00,~2,5706) 0 (2,5706, )

Protoze t, Ll W, nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu H,, .

Ukol k samostatnému FeSeni: Zkouska ze statistiky se sklada z pisemné &asti, v niZ je mozno
ziskat maximalné 20 bodu a z Ustni Casti, kde je mozno ziskat maximalné 10 bodi. Vysledky
20 nahodné vybranych studentil (X — pocet bodll z pisemné Casti, Y — pocet bodil z Gstni
casti):
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st. |11 12 |13 (14 |15 |l6 |17 |18 |19 |20
17 |12 |8 4 15 120 [13 |5 10 |0
10 19 6 5 7 10 |8 6 7 3

it

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozdil sttednich hodnot poctu bodi

v pisemné a ustni ¢asti se 1181 o 3 body proti oboustranné alternativé.
Vysledek: Hodnota testové¢ statistiky = 0,178431, p-hodnota = 0,806273, na hladin¢

vyznamnosti 0,05 tedy nezamitame nulovou hypotézu.



