Parametrické ulohy o jednom nahodném vybéru
a dvou nezavislych nahodnych vybérech z alternativnich rozloZeni

Opakovani:
Alternativni rozloZeni: Ndhodna veli¢ina X udava pocet uspéchi v jednom po-
kusu, pfi¢emz pravdépodobnost uspéchu je 9. PiSeme X ~ A(9).
-9 prox =0
n(x) =3{dprox=1  neboli n(x) = {
0 jinak

9%(1-9) prox =0,1
0 jinak

Binomicke rozloZeni: Nahodna veliCina X udava pocet tispéchll v posloupnosti
n nezavislych opakovanych pokust, pfi¢emz pravdépodobnost uspéchu je
v kazdém pokusu 9. PiSeme X ~ Bi(n,9 ).

7(x) = [2}9"(1—8)“_" prox =0,...,n
0 jinak
E(X)=n3%,D(X)=nd (1-9)

(Alternativni rozlozeni je specidlnim piipadem binomického rozlozeni pron = 1.
Jsou-li X4, ..., X, stochasticky nezéavislé¢ ndhodné veli¢iny, X; ~ A(98),1=1, ...,

n, pak X = iXi ~ Bi(n, 9).)
i=1

Centralni limitni véta:
Jsou-li nahodné veli¢iny Xj, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné
rozlozeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o7, pak pro velka n (n > 30) lze roz-

n
v 4 W . 4 r ~ r 2 4 v
lozeni souctu ) X, aproximovat normalnim rozloZenim N(np, nc”). Zkracené

i=1

piSeme ) X, = N(nu,ncz). Pokud soucet > X, standardizujeme, tj. vytvoiime né-

i=1 i=1

Z X, —nj
hodnou veli¢inu U, =-= , pak rozloZeni této nahodné veli€iny lze apro-

ovn

ximovat standardizovanym normalnim rozloZenim. Zkracen¢ piSeme U, =
N(0,1)

Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené z vybérového priméru.
Necht’ X4, ..., X,, je ndhodny vybér z rozloZeni A(9 ) a necht’ je splnéna podmin-
ka n9(1-9)>9. Pak statistika U = M-

konverguje v distribuci k ndhodné

n
veli¢ing se standardizovanym normalnim rozloZenim. (Rikame, Ze U ma asym-
ptoticky rozlozeni N(0,1) a piSeme U = N(0,1).)

Vysvétleni:



Protoze X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZzeni A(9 ), bude mit statistika Y, =
> X; (vybérovy uhrn) rozlozeni Bi(n, ). Y, ma stfedni hodnotu E(Y,) =n#9 a

i=1

rozptyl D(Y,) = n3(1-9). Podle centralni limitni véty se standardizovana statis-

tika Uz Yo —09
1/nﬁh—ﬂi

N(0,1). Pokud c¢itatele 1 jmenovatele pod€lime n, dostaneme vyjadieni:

Y BN
-9 XX
U=—-20 =i -_M-9 =N(0,1)

\/118(1—19) \/9(1—3) \/8(1—8)

1’12 n n

asymptoticky fidi standardizovanym normalnim rozlozenim

Vzorec pro meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spoleh-
livosti pro parametr 9 :
Meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro para-

metr § jsou: d:m—N/@ul_mz,h :m+1/%_m)ul_u/2.

Vysvétleni:
M(1-M)
n

Pokud rozptyl D(M)= 3(1-9)
hodné veli¢iny U k veli¢in€ s rozloZenim N(0,1) se neporusi. Tedy

nahradime odhadem , konvergence na-

BO=:1-a<P —ul_a/2<M—_8<u =

\/m 1-a/2

n

P[M MA-M) 5 oms /MJ
n n

Priklad: Nahodn¢ bylo vybrano 100 osob a zjisténo, ze 34 z nich pouziva zubni
kartaCek zahrani¢ni vyroby. Najdéte 95% asymptoticky interval spolehlivosti
pro pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrana osoba pouZiva zubni kartacek zahra-
ni¢ni vyroby.

Reseni:
Zavedeme nahodné veliCiny X, ..., Xg0, pfi¢emz X; = 1, kdyZ i-t4 osoba pouzi-
va zahrani¢ni zubni kartacek a X; =0 jinak, 1= 1, ..., 100. Tyto ndhodné veli¢iny

tvofi ndhodny vybér z rozlozeni A(9).

n-= 100, m= 34/100, o= 0,05, Ui.g2 = U0,975 = 1,96

Ovéteni podminky nd (1- §) > 9: parametr 9 nezndme, musime ho nahradit
vybérovym pramérem. Pak 100.0,34.0,66 = 22,44 > 9.



d=034- /WL% =0,2472,h =034 + /WL% = 0,4328.

S pravdépodobnosti piiblizné 0,95 tedy 0,2472 < § < 0,4328.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

a) Presny zpusob

Otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi a jednom piipadu.
Prvni proménnou nazveme d a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34-sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Druhou proménnou nazveme h a do jejiho Dlouhého jména napiSeme
=0,34+sqrt(0,34*0,66/100)*VNormal(0,975;0;1)

Dostaneme vysledek:

1 2
d h
0,247155 0,432845

-

Vidime, ze s pravdépodobnosti asponi 0,95 se pravdépodobnost pouzivani zub-
niho kartaCku zahrani¢ni vyroby bude pohybovat v mezich 0,2471 az 0,4328.

b) PtibliZzny zpusob, pouZitelny pro dostate¢né velky rozsah vybéru

Do nového datového souboru o jedné proménné X a 100 ptipadech ulozime 34
jednicek (indikuji pouzivani zubniho kartdcku zahrani¢ni vyroby) a 66 nul (indi-
kuji pouzivani zubniho kartacku domaci vyroby).

Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — Popisné statistiky — OK — Proménné
X — OK — Detailni vysledky — zaskrtneme Meze spolehl. priim. — ponechdme
implicitni hodnotu pro Interval 95,00 — Vypocet.

Dostaneme tabulku:

Popisné statistiky (Tabulka3)

N platnych | Primér | Int. spolehl. |Int. spolehl.
Proménna -95,000% 95,000

X 100 0,340000 0,245532 0,434468

Dospéli jsme k vysledku, ze s pravdépodobnosti aspoii 0,95 se pravdépodobnost
pouzivani zubniho kartd¢ku zahrani¢ni vyroby bude pohybovat v mezich 0,2455
az 0,4345.

Priklad: Kolik osob musime vybrat, abychom podil modrookych osob
v populaci odhadli se spolehlivosti 90% a Sitka intervalu spolehlivosti byla na-

nejvys a) 0,06, b) 0,012

Reseni:



Sitka 100(1-0))% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro para-
metr 9 :

h-d=m+ Uiq2

m(l —m) m(l —m m(l —m
Uiar2 _[m_ ( )ul—a/zjzz ( )
n n n

Pozadujeme, aby h — d < A, tedy 2‘/@%_0/25& Odtud vyjadfime

2

n> 4m(1 - ni)ul—u/z
A

Ptedpokladejme, Ze nemame Zadné piedbézné informace o podilu modrookych

osob v populaci. Musime tedy zvolit takové m, aby Sitka intervalu spolehlivosti

byla maximalni. Maximalizujeme vyraz m(l - m) =m-m’, Derivujeme podle
1 .
m a polozime rovno 0: 1-2m=0=>m = 5 .V tomto ptipadé volime relativni

¢etnost m = 0,5.

4m(l-mu,,,,>  40,50,50,,° 40,50,50,645
N ~ 0,06 B 0,06

Uvedenou podminku tedy splnime, kdyz vybereme asponi 752 osob.

ada) n=> =751,67

=27060,25

adb) nz mlzmu sy’ _40SOSG,," _ 4D50,50,645°

N 0,01° 0,01°
Chceme-li dosdhnout podstatné uzsiho intervalu spolehlivosti, musime vybrat
asponi 27 061 osob.

Modifikace: Pfedpokladejme, ze v populaci je nanejvys 30% modrookych osob.

Pak relativni ¢etnost m = 0,3.

4m(l-mu,,,,>  4030,7 0, _ 400,30,70,645
N © 0,06 - 0,06

V tomto piipad¢ staci vybrat 632 osob.

Ve srovnani s ptedeslym ptipadem vidime, ze rozsah vybéru skute¢né klesl.

ada) n= = 631,41

ad b)

4m(l-mlu,,,"  4030,70,," 403D,70,645>
N - 000 B 0,017

V tomto piipad¢ musime vybrat asponi 22 731 osob.

n= =22730,61

Testovani hypotézy o parametru 3

Necht’ X4, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni A(3 ) a necht’ je splnéna podmin-
ka n9(1-9)>9. Na asymptotické hlading vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy:
8 =c proti alternativé Hy: § #c (resp. H;: & <cresp. H;: 9 > c¢). Testovym



M-c
c(l-c)
n

ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor ma tvar
W= (_ m’_ul—a/2> O <u1—a/2a°°) (resp. W = (_ °°a_u1—a> resp. W= <u1—a ,°°))-

kritériem je statistika T, = , kterd v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy

(Testovani hypotézy o parametru 8 lze samoziejmé provést 1 pomoci 100(1-a)%
asymptotického intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.)

Priklad: Podil zmetki pfi vyrobé urcité soucastky ¢ini 8 = 0,01. Bylo ndhodné
vybrano 1000 vyrobkt a zjistilo se, Ze mezi nimi je 16 zmetkd. Na asymptotické
hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: 3 = 0,01 proti oboustranné al-
ternativé H;: 9 #0,01.

Reseni:

Zavedeme nahodné veli¢iny Xj, ..., Xjo00, pficemz X; = 1, kdyz i-ty vyrobek byl
zmetek a X; =0 jinak, 1= 1, ..., 1000. Tyto nahodné veli¢iny tvoii ndhodny vy-
bér z rozlozeni A(9).

Testujeme hypotézu Hy: 8 = 0,01 proti alternativé H;: & # 0,01.

Zname: n = 1000, m = % 0,016, ¢ = 0,01, & = 0,05, Uy.q2 = Ugg7s = 1,96

Ovéfeni podminky nd9(1-9)>9: 1000.0,01.0,99 =9,9 > 9.

a) Testovani pomoci kritického oboru:

Realizace testového kritéria: t, =—— = 0016001 _

=1,
\/c di-c) \/0,01[(1),99

n 1000
Kriticky obor: W = (=0, = g7¢) 0 (uy s, ) = (- e0,~1,96) 1 (1,96,0). Protoze 1,907
[ W, Hy nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

907.

b) Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

d=m- Du,,,, =0016— 20100984, 55 0082
n 1000

h=m+ DETM o164 (201010984, 60 6 0038
n 1000

Protoze Cislo ¢ = 0,01 lezi v intervalu 0,0082 az 0,0238, Hy nezamitame na
asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

EL
T
3

c¢) Testovani pomoci p-hodnoty

Protoze testujeme nulovou hypotézu proti oboustranné alternativeé, vypocteme p-
hodnotu podle vzorce:

p =2 min{ ®(1,907), 1-®(1,907) } =2 min { 0,97104, 1 — 0,97104 } =0,05792.



Protoze vypoctena p-hodnota je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hy nezami-
tame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,016, do po-
licka N1 napiSeme 1000, do poli¢ka P 2 napiSeme 0,01, do policka N2 napiSeme
32767 (vétsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu
0,0626, tedy nezamitdme nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti 0,05.

[ Testy rozdilik: r, %, priméry: Tabulka3 2| =1l

™| Poslattizsknout wizledky kagd vipotty do okna protokoly Stormo |

— Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: IWE N'I:I'IEI—E " Jednostr. Wipoést
r: IWE NE:I'IEI—E p: 1.0000 % Oboustr.
— Flozdil mezi dvéma primeéry [normalni rozdélent]
Pr: [0, [fsmodi:[1. [ mfi0 [ e 1.0000 Vipodet |
Pz [0 [Eemadzfr & n2fio € Jednost:

P . e 0
[ wib&nown primér vz, stfedni hodnota 9 Loz

— Fozdil mezi dvéma pomény

P [oteon [ wefioon [ O Jednost
p2 [ooon [ wefzrer [ POEE o Oboust,

Priklad: Novy léebny postup povazujeme za uspéSny, pokud po jeho ukonceni
bude dosaZeno zlepSeni zdravotniho stavu u alespoit 50% zucastnénych pacien-
tt. Nova terapie byla vyzkouSena u 40 pacientt a ke zlepSeni doSlo u 24 osob. Je
mozné na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze tato
terapie nedosahuje uspésnosti aspon 50%?

ReSeni:

Zavedeme nahodné veliciny Xj, ..., Xy, pfiCemz X; = 1, kdyz terapie u i-tého
pacienta byl Gspés$né a X; = 0 jinak, 1 =1, ..., 40. Tyto nahodné veliiny tvoii
nahodny vybér z rozloZeni A(9).

Testujeme hypotézu Hy: 9 < 0,5 proti pravostranné alternativé H;: 8 >0,5.

24
Zname: n =40, m = 0 =0,6,¢c=0,5,a=0,05,u;,=1up9s = 1,645
Ovéfeni podminky n8(1-9)>9:40.0,6.0,4 = 9,6 > 9.

Realizace testového kritéria: t, = m-c _06-05 =1,2649.

\/c[ﬂl—c) \/0,5 0,5
n 40




Kriticky obor: W =(u,_,,) = <u0’95,00) = (1,645,). Protoze 1,2649 0 W, H, neza-

mitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

B Testy rozdilik: r, %, priméry: Tabulka9 2| _|x

[T | Foslatdizknout wizledky kagd, wipottu do okna protokolu

— Bozdil mezi dvéma korelacnim koeficienty

r: IWE N1:|m—E " Jednostr. Wipocet |
1 IWE NE:I'IEI—E e LO0ER Oboustr.

— Rozdil mezi dvéma primeéry [normalni rozdéleni]
Pri: IEI,—ESmEI-:H:IL E N1 E p: 1,0000 Wipotet |
P2 [0 [Esmod2fr [E nafro € Jednastr.

P . . 0
[ wipbérowp primér s, stfedni hodnota 9 e s,

— Fiozdil mezi dvéma pomény

P IWE N1:IM—E _ i* Jednosty.
P2 [so000 [ waz[z=mr [ AT e

Vypoctena p-hodnota jednostranného testu je 0,1031, tedy mensi nez asympto-
tickd hladina vyznamnosti 0,05. Hy nezamitame na asymptotické hlading vy-
znamnosti 0,05.

Asymptotické rozloZeni statistiky odvozené ze dvou vybérovych primeéri
Necht’ X,,,...,X,, je ndhodny vybér z alternativniho rozlozeni A($,) a

Xyp5--05 Xy, j€ Na ném nezavisly ndhodny vyber alternativniho rozlozeni A(9,) a
necht’ jsou splnény podminky n; 8, (1-9,)>9an,9, (1-9,)>9. Oznatme M,,
M, vybérové pramery.

Pak statistika U = M, -M, -9, -9,)

\/’91(1_‘91) + ’92(1_’92)

n, n,

=N(0,1) .

Vysvétleni:
Analogicky jako v ptipadé€ jednoho ndhodného vybéru z alternativniho rozloze-
ni.

Vzorec pro meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spoleh-
livosti pro parametrickou funkei 9, -3,

Meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro

8, -9, jsou:



Vysvétleni:

Pokud rozptyl D(M, )= 5,(1-9)) nahradime odhadem M, i=1,2, kon-
n. n.

1 1

vergence ndhodné veli¢iny U k veli¢in€ s rozloZzenim N(0,1) se neporusi. Tedy

M, -M, _(’91 _’92)

M1(1_M1)+M2(1_M2)
n, n,

=P(M, -M, _\/MI(IH_MI) + MZ(IH_MZ)W—u/z <9, -9, <
1 2
<M1 _M2 +\/Ml(ln_Ml)+MZ(ln_M2)ul_a/2)
1 2

Priklad: Management supermarketu vyhlasil tyden slev a sledoval, zda toto vy-
hlaSeni ma vliv na podil vétSich nakupti (nad 500 K¢). Na zaklad€ ndhodného
vybéru 200 zdkaznika v tydnu bez slev bylo zjisténo 97 velkych ndkupti, zatim-
co v tydnu se slevou z 300 ndhodné vybranych zakaznikt u€inilo velky ndkup
162 zékaznik. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro rozdil
pravdépodobnosti uskute¢néni vétsiho nakupu v tydnu bez slevy a v tydnu se
slevou.

ReSeni:

Zavedeme nahodnou veli¢inu Xy;, kterd bude nabyvat hodnoty 1, kdyZ v tydnu
bez slevy i-ty nahodné vybrany zédkaznik uskutecni vétsi nakup a hodnoty 0 ji-
nak,1=1, ..., 200. Nahodné veli€¢iny X, i, ..., Xj 200 tvofi ndhodny vybér

z rozloZeni A(9,). Dale zavedeme nahodnou veli¢inu Xy;, ktera bude nabyvat
hodnoty 1, kdyz v tydnu se slevou i-ty nahodné vybrany zakaznik uskute¢ni vét-
$1 ndkup a hodnoty 0 jinak, 1=1, ..., 300. Nahodné veli¢iny X, 1, ..., X300 tvoii
nahodny vybér z rozlozeni A(9,).

n; =200, n, =300, m; = 97/200 = 0,485, m, = 162/300 = 0,54.

Ovéteni podminek n; 8, (1-8,)>9an, 9, (1-9,)>9: Parametry 9, a 9, ne-
zname, nahradime je odhady m; a m,. 97.(1-97/200) = 49,955 > 9, 162.(1-
162/300) = 74,52 > 9.



Meze 100(1-0)% asymptotického empirického intervalu spolehlivosti pro para-
metrickou funkci 8, -8, jsou:

d:ml_mz_Jm1<l—ml>+m2<l—m2)u

n, n,

1-a/2 —

- 91 _162 _\/29070(1_29070 a0 730) 06 - 4 1443
200 300 3 ’ ’

200 00
1- 1-

h:ml —m, +\/m1( ml) ¥ m2( mZ)ul—a/z -
n, n,

-7 162 +\/§>7°(1_507° 2000750, 96 20,0343

200 300 200 00
Zjistili jsme tedy, ze s pravdépodobnosti ptiblizné 0,95: -0,1443 < §, -8, <
0,0343.

Testovani hypotézy o parametrické funkcei 9, -9,

Necht’ X,,,...,X,, je nahodny vybér z alternativniho rozloZeni A(9,) a

Xyp5--05 Xy, j€ Na ném nezavisly ndhodny vyber alternativniho rozlozeni A(9,) a

necht’ jsou splnény podminky n; 9, (1-8,) >9 an,9, (1-98,) > 9. Na asympto-

tické hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu Hy: 9, -8, = ¢ proti

alternativé H,: 9, -9, # ¢ (resp. Hy: 8, -9, <cresp. H;: 8, -8, > ¢). Testovym

kritériem je statistika

T, = M, -M, -c¢
\/MI(I_MI) + Mz(l_Mz)

n, n,

, ktera v ptipad¢ platnosti nulové hypotézy ma

asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor ma tvar

W= _°°,_u1—a/2> O <u1—a/2a°°)

(resp. W =(-o,—u,_o) resp. W =(u,_q,®)).

(Testovani hypotézy o parametrické funkci 9, -9, 1ze provést t€z pomoci
100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti nebo pomoci p-hodnoty.)

Poznamka: Postup pfi testovani hypotézy 9, -8, =0

n,M, +n,M

Je-li ¢ =0, pak ozna¢me M, = 2 vazeny prumér vybérovych primeéra.

n, +n,
Ml _Mz

\/M*(l —M*)[nl1 +nlzj

nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni N(0,1). Kriticky obor ma tvar

W = (—00,~u g, ) O (g 5,0) (tesp. W=(-w,-u,_,) resp. W=(u_,,)). Testova
statistika T, vznikne standardizaci statistiky M; — M,, kde nezndmé parametry
9,, 9, nahradime spolecnym odhadem M.

Jako testova statistika slouzi T, =

, kterd v ptipadé¢ platnosti



Priklad: Pro udaje z ptikladu o supermarketu testujte na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze tyden se slevami nezvysi pravdépodobnost usku-
te¢néni vétsiho nakupu.

Reseni:

Testujeme hypotézu 9, -9, = 0 proti levostranné alternativé H;: 8, -8, <0 na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

n; =200, n, =300, m; = 97/200, m, = 162/300, m« = (97 + 162)/500 = 0,518.
Podminky dobré aproximace byly ovéteny v ptedeslém piikladu.

Testovani pomoci intervalu spolehlivosti:

Pro levostrannou alternativu pouzivame pravostranny interval spolehlivosti:

1- 1-
h=m1—m2+Jm1( m) , myl-my)
n, n,

=27 162 +\/2907°(1 “a0) 3w 0750 a5,
200 300 200 300
Protoze ¢islo ¢ =0 je obsazeno v intervalu (— ;0,02) , Hy nezamitdme na asym-

ptotické hladin€é vyznamnosti 0,05.
Testovani pomoci kritického oboru:

Realizace testového kritéria:

— 97 _ 162
m, —m, 200 300

t =-1,2058.

0T Jme(1-m, ) +¢) ) J0,518(1-0,518)(5L + %)
Kriticky obor je W = (-, - U )= (— 00, =11y ) = (o0, - 1,645) . Protoze testové kri-

térium nepatii do kritického oboru, Hy nezamitdme na asymptotické hladiné vy-
znamnosti 0,05.

Testovani pomoci p-hodnoty:

Pro levostrannou alternativu se p-hodnota pocita podle vzorce p = P(Ty < t):

p = P(T, < -1,2058) = d(-1,2058) =1 - ®(1,2058) = 1-0,8861 = 0,1139

Protoze p-hodnota je vétsi nez 0,05, Hyp nezamitdme na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK —
vybereme Rozdil mezi dvéma poméry — do policka P 1 napiSeme 0,485, do po-
licka N1 napiSeme 200, do policka P 2 napiseme 0,54, do policka N2 napiSeme
300 — zaskrtneme Jednostr. - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,1142, tedy ne-
zamitame nulovou hypotézu na hladiné¢ vyznamnosti 0,05.
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