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1 UVOD

Semestralna prednaska ,Biostatistika“ obsahuje zaklady tedrie odhadu v modeli
s ndhodnymi efektmi a v zmieSanom linedrnom modeli. Oba modely vznikaji aj
pri rieSeni problémov v bioldgii, medicine, genetike, polnohospodérstve atd. Cielom
tejto prednasky je ukdzat na prikladoch genézu modelu s ndhodnymi efektmi ako
aj zmiesaného linedrneho modelu, odhady parametrov, testy o parametroch, stvis
s modelom analyzy rozptylu a kovarianénou analyzou. Jej sticastou st aj dolezité
vety tykajuce sa kvadratickych Statistik.

2 MODEL ANALYZY ROZPTYLU —
MODEL S PEVNYMI EFEKTMI

Pri mnohych pokusoch (vySetreniach) sa meria (sleduje, vySetruje, urcuje) hod-
nota kvantitativnej ndhodnej premennej (znaku) na Statistickych jednotkach, na
ktoré posobia rézne faktory A, B, C, ..., ktorych u¢inky nas zaujimajia. Kazdy fak-
tor vystupuje na réznych kvalitativnych alebo kvantitativnych trovniach A;, As,
..., A5, B1, Bs, ..., By atd. Podmienky pri ktorych sa merania uskutocniuji, a kto-
rych vplyv na vysledok pokusu nds zaujima, mozu byt vyjadrené v terminoch trovni
uréitych faktorov. Faktormi mozu byt aj javy, ktoré z experimentu nemozeme vyla-
¢it, ale mozeme od nich ocakéavat vplyv na vysledok experimentu, hoci tento vplyv
na vysledok nie je predmetom nasho vyskumu.

Predpokladame, 7e kazda aroveti faktora sposobuje na vysledok pokusu pevny (aj
ked nie znamy) efekt. Pokusy robime pri roznych zndmych trovniach jednotlivych
faktorov.

Vznikaju otazky:

Vplyvaju faktory na vysledok pokusu?
Ako ohodnotime (odhadneme) vplyv jednotlivych faktorov na vysledok pokusu?

Zaujimaju nas vsetky trovne faktorov, ktoré s meranim nejakym spoésobom si-
visia. Jednotlivé merania st nezavislé. Dalej predpokladame, Ze vysledky merania
st normélne rozdelené, pricom vplyv urcitej irovne niektorého faktora je vyjadreny
pevnym efektom — (pevnym) posunom strednej hodnoty merania.

Priklad 1 ([7], str. 316)
Sktmajme vplyv roznych druhov penicilinu na bacil B (substilis). VySetroval sa
vplyv Styroch druhov penicilinu na rast bacilu B. Faktor A (druh penicilinu) m4 4



arovne. Na kazdej tirovni sa pitkrat nezdvisle merala velkost bacila pod vplyvom
arovne faktora A. Vysledky merania st v tabulke 1.

TABULKA 1
pgﬁlgu druh penicilinu — %
J 1 2 3 4
1 10,6 7,3 8,2 7,5
2 8,5 9,1 7,7 6,6
3 9,8 8,4 8,0 5,1
4 8,3 8,8 7,2 7,1
5 8,1 7,6 6,4 6,7

Pokus z prikladu 1 modelujeme nasledujicim spésobom. Vysledok j-teho poku-
su (j = 1,2,...,5) pri pésobeni i-tej trovne faktora A (i-teho druhu penicilinu)
(i=1,2,3,4) je y;;. Je to realizicia ndhodnej premennej Y;;, pricom

(1) Yij = pij + €ij
kde e;; ~ N(0,0%); p1;; a 02 st nezname konstanty.
PretoZze predpokladdme, Zze kazdy druh penicilinu (Groven faktora A) mé na

vysledok rovnaky (pevny) efekt, je pre i = 1,2,3,4

Mij = M, ] = 1725374757

teda
}/’L]:l’tl+glj7 i:172a3545
j=1,2,3,4,5.
Ak oznadime
1 4
ZZM’L:ﬂﬂ Hi — b= O, 271a253747
=1
mozeme (1) pisat ako
(2) 3/1]:/1"'_&1"_8”7 2217273747
j=1,2,3,4,5,

kde £;; ~ N(0,0?) st nezdvislé a modelujit ndhodnt chybu 4, j-teho vysledku (me-
rania), a; je (pevny) efekt i-tej rovne A; faktora A, p je celkova strednd hodnota.

Model (2) nazyvame jednofaktorovy vyvazeny model analyzy rozptylu (model
s pevnymi efektmi). Vyvazenost znamend, ze pre kazda troven faktora A bol vy-
konany rovnaky pocet merani. Analyzou rozptylu testujeme hypotézu

Hy: M1 = p2 = i3 = fl4



tykajicu sa zhody jednotlivych trovni faktora A, alebo (¢o je to isté)
H0: CY1:0¢2:Oé3:044:0

tykajicu sa zhody efektov, resp. vyznamnosti efektov (t.j. ¢ je niektory z efektov
Statisticky vyznamne rozny od nuly).

V pripade zamietnutia nulovej hypotézy, metédami analyzy rozptylu odpovieme
aj na otdzku experimentatora: ,Ktoré skupiny sa od seba lisia?“ (V priklade 1
»Ktoré druhy penicilinu sa od seba lisia vzhladom na rast bacilu B7*). Veobecné
rieSenie pozri napr. v [2] alebo [14].

Priklad 2 ([1], str. 49)

Analyzujeme problém, ¢i vplyva u deti vek a nezavisle od toho telesna vyska
na vitalnu kapacitu plac. Zaroven sa vyskytuje aj otdzka, ¢ vplyv vysky v spo-
jitosti s vekom je vzdy rovnaky, alebo sa meni. Oznac¢me y;;; vitdlnu kapacitu
pltc namerand na k-tom ndhodnom diefati s telesnou vyskou na i-tej trovni (A;)
a vekom na j-tej Grovni (B;). V tabulke 2 st v okienku patriacom A;, B; (i,j =
1,2,3,4) vidy dve ¢isla. Dolné je pocet deti n;; meranych pri danych trovniach
faktorov A; a Bj; a horné je vitédlna kapacita ZQ;I Yijk V dm?3. Dalej vieme, ze

S iy SR v, = 2561,4759.

TABULKA 2
telesna vek v rokoch
vyska
v cm 12-13 13-14 14-15 15-16
140-149 23,2 6,8 12,6 2,7
11 3 5 1
150-159 55,98 102,2 112,75 61,15
23 42 46 23
160-169 28,3 100,3 158,35 160,45
10 36 56 53
170-179 3,1 8,8 24,3 50,5
1 3 8 15

Namerany vysledok y;;, povazujeme za realizdciu ndhodnej premennej Y;;y, pri-
c¢om

(3) Yijk = lij + €ijks

gijk ~ N(0,0?) st nezdvislé a p;; st konstanty. Model (3) pigeme vo forme

4) Yiik = p+ ai + 55 + 75 + €ij,



ktory je preparametrizovany, c; je efekt i-tej tirovne A; faktora A, 3; je efekt j-tej
urovne B; faktora B a v;; je tzv. interakcia t.j. v tomto pripade efekt spojitosti
i-tej trovne vysky s j-tou trovilou veku. Model (4) je dvojfaktorovy nevyvézeny
model analyzy rozptylu s interakciami.

Metédami analyzy rozptylu testujeme v modeli (4) hypotézy o nulovosti inte-
rakcii, nulovosti «; pre vSetky ¢ (vplyv faktora A na vysledok), nulovosti 3; pre
vetky j (vplyv faktora B). Taktiez sa d4 odpovedat na otdzku, ktoré skupiny sa
od seba lisia vzhladom na faktor A, resp. vzhladom na faktor B.

3 MODEL S NAHODNYMI EFEKTMI

V medicine, ale aj v inych vedeckyjch, ekonomickych a technickych disciplinach
vznika aj iny typ problému. Mnohé (napr. fyziologické) velié¢iny st premenlivé (nie
st konstantné). Tato premenlivost treba vziat do vahy, ked porovnévame hod-
noty takejto veli¢iny namerané na roznych individuach (inter-individuélne kolisa-
nie), alebo medzi skupinami (intra-individuédlne kolisanie). Aby sme mohli vyjadrit
toto kolisanie, opakujeme meranie na tom istom individuu, preto s tieto merania
zavislé. Nejde nam o odhad pevnych efektov, ale o zistenie ich variability.

Priklad 3 ([1], str. 80)

U desiatich potkanich samcov sa spocital pocet kapilar na 1000 svalovych vldk-
nach v troch réznych rezoch na svale gastrocnemius. Zaujima nas variabilita jed-
notlivych merani u toho istého zvierata a variabilita hodnot medzi zvieratami.
Vysledky merani st v tabulke 3.

TABULKA 3
¢islo éislo pokusného zvierata — 4
rezu
J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1049 | 1152 | 1166 | 1534 | 1368 | 1300 | 1589 | 1223 | 1254
2 955 | 1208 | 1068 | 1252 | 1295 | 1443 | 1314 1377 | 1277
3 1242 1127 | 1532 | 1507 | 1424 | 1328 | 1231 | 1298 | 1588

Ak oznac¢ime y;; vysledok merania poctu kapilar na 1000 svalovych vldknach
u i-teho potkana (i = 1,2,...,10) v j-tom reze (j = 1,2,3), tak tito hodnotu
povazujeme za realizdciu ndhodnej premenne;j

(5) )/Zj:M+AZ+€l]7 1217277107
Jj=12,3,

kde p je (konstantnd) strednd hodnota (pre vSetky merania), A; je ndhodnd pre-
mennd vyjadrujica premenlivost hodnét medzi zvieratami a ;; vyjadruje variabili-
tu jednotlivych hodnoét u toho istého zvierata. Predpokladdme, Ze strednd hodnota

(6.a) E£(A4;)=0, i=1,2,...,10,
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dalej

(6.b) E(ey) =0, i=1,2,...,10, j=1,2,3,

disperzia

(6.c) D(A;) = o3, i=1,2,...,10,

(6.d) D(eij) =0f  i=1,2,...,10, j =1,2,3,

kovariancia

(6.€) cov(Ag, A;) =0 pre vietky k # 1,

(6.1) cov(A;,ejk) =0 pre vietky 4,7, k,

(6.2) cov(e;j,er) =0 pre vietky i # k,

(6.h) cov(eg;j,ei1) =0 pre vietky j # L.
Plati

(7) D(Yij) = o4 + 5.

Ulohou je odhadnit 0% a o2, dalej testovat, ¢i 04 = 0.
Model (5) s podmienkami (6.a) az (6.h) sa nazyva model s jednym nadhodnym
efektom. 04 a o st varianéné komponenty jednotlivého merania (vidiet to z (7)).

Priklad 4 ([1], str. 83)

Na detskej klinike v Halle skiimali okamziti adaptéciu deti nyktometrom (zistuje
sa pocet identifikovanych plosok pod uréitou krivkou). Vykonalo sa niekolko merani
v 4 roéznych obdobiach roka u 5 ndhodne vybratych deti navstevujacich druha
triedu. Vysledky st v tabulke 4. Zaujimaji néas varianéné komponenty.

Ak oznaéme y;;;, hodnotu registrovant nyktometrom u i-teho ziaka (i = 1,2, 3,
4,5) v j-tom termine pri k-tom vySetreni (k = 1,2,...,n;;), tak v tabulke 4 v (4, j)-
tom okienku st dve ¢isla. Horné je pocet bodov, ktoré spolu ziskal i-ty ziak v j-
tom termine a dolné je n;; (pocet vySetreni i-teho Ziaka v j-tom termine). Dalej

5 4 Nij
Sy Yy Yony vy, = 143033,5.



TABULKA 4

¢islo ¢islo vysetrenia — j
ziaka
) 1 2 3 4
1 177 131 255,5 246
4 4 5 5
2 119,5 109 173,5 167,5
4 4 5 5
3 167 127 215 166
4 4 5 5
4 142,5 153 256 1715
4 4 6 4
5 155,5 131 269,5 178
4 4 6 4

Hodnotu y;;;, povazujeme za realizdciu ndhodnej premennej Y, pricom pred-
pokladame, ze

(8) }/;jk:M+Al+Bj+CU+Eij7 7':1727374757
Jj=1,2,3,4,
k= 1a2a IRCYE)

u je konstanta a

(9.a) E(A;) = E(B)) = E(Cyy) = E(eiju) =0

pre vsetky i, 7, k,

(9.b) D(A;) = o4, i=1,2,3,4,5,
(9.c) D(B;) =03,  j=1,2,3/4,

(9.d) D(Cy;) = o4y, pre vietky i, j,
(9.€) D(eijr) = 05, pre vietky 4,7, k.

Néhodné premenné A;, B;, C;;, ;1 s4 medzi sebou nekorelované (pre vietky ¢, j, k).



A; predstavuji (ndhodny) efekt ziaka,
B; predstavuja (ndhodny) efekt terminu a C;; predstavuji (ndhodny) efekt in-
terakcie ziaka s terminom.
Plati
D(Yijx) = 04 + 0% + 04p + 03,

kde 02 je miera variability medzi ziakmi, 0% je miera variability medzi terminmi,
0% p je miera variability interakcie (vedlajsieho u¢inku Ziaka s terminom), o3 je
miera variability nameranych hodnot jednotlivych vySetreni. Model (8) s podmien-
kami (9.a) az (9.e) nazgvame modelom s dvoma nahodnymi efektmi a interakciou.

Podme si eSte raz analyzovat rozdiel medzi modelmi s pevnymi (analyza rozpty-
lu) a ndhodnymi efektmi.

Priklad 5 ([7], str. 307)

Presnost chromatografického uréenia dietylénglykolu. V laboratériu pracuju tra-
ja laboranti na troch chromatografoch a rutinne uréuji obsah (v %) dietyléngly-
kolu v etylénglykole. Chceme zistit, ¢i na vysledok analyzy ma vplyv pristroj, ¢i
laborant a ¢i vplyv stcinnosti laboranta a pristroja je rovnaki. Na kazdom pri-
stroji By, Ba, Bs vykonal kazdy laborant Aq, Ay, A3 dve opakované merania (meral
sa ten isty roztok). Namerané hodnoty percentudlneho obsahu dietylénglykolu st
v tabulke 5.

TABULKA 5

ristroj

laborant P !
By B, Bs
A 0,110 0,101 0,108
0,116 0,102 0,109
Ag 0,112 0,115 0,111
0,111 0,106 0,109
Az 0,114 0,107 0,113
0,112 0,109 0,110

Ak oznacime y;;, vysledok i-teho laboranta na j-tom pristroji pri k-tom uréeni
(1,7 =1,2,3, k =1,2), tak y;;x je realizacia ndhodnej premennej Y, pri¢om

Yijk = p+a; + B +vij + €ijrs i,

a; je (pevny) efekt i-teho laboranta, 3; je (pevny) efekt j-teho pristroja a ~;;
je (pevny) efekt sucinnosti i-teho laboranta s j-tym pristrojom, &;;5 ~ N(0,08)
povazujeme za nezavislé (v tomto kroku sa vedome doptstame ,deformécie“ mo-
delu oproti skuto¢nosti). Prezentovany model je modelom dvojfaktorovej analyzy
rozptylu s interakciami (vyvézeny model s pevnymi efektmi).

Priklad 6 ([7], str. 311)
Vplyvy posobiace na vysledok chromatografického urcenia dietylénglykolu .



V laboratériu pracuje vela laborantov a maji vela pristrojov. Ndhodne sa vybrali
traja laboranti A, Ay, Az a tri pristroje By, Bs, Bs. Vysledky uvazujeme rovnaké
ako v tabulke 5. Mame urc¢it variabilitu laborantov, pristrojov a interakcii na vy-
slednt variabilitu vysledkov.

Opit oznacime y;j;, vysledok i-teho ndhodne vybratého laboranta na j-tom na-
hodne vybratom pristroji pri k-tom uréeni (i,j = 1,2,3, k¥ = 1,2). Potom ;i
povazujeme za realizaciu ndhodnej premennej Yj;j, pricom

Yijrk = p+ Ai + Bj + Cij + €ijk, i,j=1,2,3,
k=1,2

)

b

w je konstanta, A;, Bj,Cjj,€5 st nekorelované ndhodné premenné s nulovymi
strednymi hodnotami,

D(A;) = 0%, D(B)) = 0%, D(Cyj) = 0. Dl(eijk) = og,

pre vietky 4, §, k. Ulohu modelujeme dvojfaktorovim modelom s ndhodnymi efekt-
mi a interakciou.

Este na jednej dvojici prikladov si ukdzme rozdiel medzi modelom analyzy roz-
ptylu (model s pevnymi efektmi) a modelom s ndhodnymi efektmi.

Priklad 7 ([7], str. 313)

Maéme 5 laboratérii a 2 metédy stanovenia arzénika v potrave (metéda A-reakcia
s molybdénovym roztokom, metéda B-reakcia s dietylditiokarbamatom striebor-
nym podla Vasdka a Sedivca). K vzorke potravy priddme 15g arzénika a vzorku
nezavisle analyzujeme oboma metédami vo vSetkych piatich laboratériach. Veda
obe metédy vo vietkych laboratériach k rovnakym vysledkom? Udaje st v ta-
bulke 6.

TABULKA 6
laboratérium metdda obsah arzénika v g

. A 129 | 132 | 12,9 | 12,9 | 13,1 | 13,0
B 13,4 13,0 13,0 17,0 16,6

5 A 14,6 16,2 14,0 15,0 15,5 13,7
B 14,8 15,2 14,6 15,0

5 A 134 | 13,0 | 132 | 132 | 13,1 | 132
B 14,8 14,8 15,0 14,9 14,8

4 A 13,3 13,8 12,5 13,5 13,6 12,8
B 14,8 14,8 15,0 14,5 15,4 15,2

. A 159 | 148 | 153 | 156 | 14,9 | 152
B 13,8 14,1 13,8 13,9 14,0
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Ulohu riesime modelom dvojfaktorovej analyzy rozptylu s interakciami

Yije = p+ a; + B + vij + €, 1=1,2,3,4,5,
j=12,
k:l,Q,...,nij.

Hodnota y;;1 je namerand hodnota v i-tom laboratériu pri j-tej metéde k-ty krét.
Je to realizcia nahodnej premennej Yj;i; o; je (pevny) efekt i-teho laboratoria,
B; je (pevny) efekt j-tej metédy, 7;; je (pevnd) interakcia j-tej metédy v i-tom
laboratériu; €, ~ N(0,08) st nezdvislé ndhodné premenné (pre vsetky i, j, k).

Priklad 8 ([7], str. 313, modifikovany)

Maéame vela laboratérii a vela metdd na urcenie arzénika v potrave. Nahodne
vyberieme 5 laboratdrii a 2 metédy. Meranie opakujeme niekolkokrat. Vysledky st
v tabulke 6. Zaujima nés variabilita jednotlivych merani (v tom istom laboratdriu),
variabilita medzi laboratdériami, variabilita medzi metédami, variabilita ndhodného
efektu interakcie laboratdria a metddy.

Ulohu riesime dvojfaktorovym modelom s nahodnymi efektmi

Yijk = p+ Ai + Bj + Cij + €iji,

A; predstavuje (ndhodny) efekt laboratdria, B; predstavuje (ndhodny) efekt metd-
dy a C; predstavuje (ndhodny) efekt interakcie laboratéria a metédy. Platia vztahy
ako v modeli (8) s podmienkami (9.a) az (9.e).

4 MODEL SO ZMIESANYMI EFEKTMI

Priklad 9 ([7], str. 311, modifikovany)

Uvazujme rovnaké zadanie ako v priklade 5 s tym rozdielom, ze z laborantov
ndhodne vyberieme troch. Faktor A (laboranti) je faktor s ndhodnymi efektmi
a faktor B (pristroja) je faktor s pevnymi efektmi.

Priklad riesime modelom

(10) Yiiw = p+ 85 + A; + Cij + €45,

kde p je (nezndma) konstanta, 3; je (pevny, neznamy) efekt j-teho pristroja, A4; je
(ndhodny) efekt i-teho laboranta, C;; je (ndhodny) efekt interakcie (stéinnosti) i-
teho laboranta s j-tym pristrojom, €;;, ~ N(0, 03) st nezéavislé ndhodné premenné.
Dalej predpokladéme, ze A; ~ N(0,0%) st medzi sebou navzajom nezdvislé aj
nezévislé so vietkymi ;5. Ci; ~ N(0,0% ) st medzi sebou nezavislé aj nezavislé
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s A;, €1 pre vietky i, j, k. Maticovo mozeme model (10) zapisat ako

Y111 1100100100000000
Y112 1100100100000000 w
Yio1 1010100010000000 61
Y122 1010100010000000 B2
Yia1 1001100001000000 B3
Yi32 1001100001000000 Aq
Y211 1100010000100000 As
Ya12 1100010000100000 As

Y, _ | Yo _ | 1010010000010000 C11 +e
18,1 Yaoo 1010010000010000 Cia 18,1;

Y231 1001010000001000 Cis
Ya32 1001010000001000 Ca1
Y311 1100001000000100 Cao
Y312 1100001000000100 Cas
Y321 1010001000000010 Ca1
Y322 1010001000000010 C32
Y331 1001001000000001 Ca3
Y332 1001001000000001

Cize

(11) YX7+25+5(X52)<g>+e,

kde v = (, 81,82, 03)" je vektor pevnych (nezndmych) parametrov, § = (Ag, Aa,
Az, C11,Cha,...,C33) je vektor ndhodnych parametrov (efektov). Matica planu

(X:Z ) je znadma. Niekedy je uzitoéné rozdelif maticu pldnu na submatice podla
jednotlivych ,skupin“ efektov. V nasom pripade dostdvame model

(12) Y = (X1:Xo)y + (Z1:Z5)0 + ¢,

kde matica X; = 1 = (1,1,...1)" je rozmeru 18 x 1 a prislicha konstantnému
(pevnému) parametru p, matica

100
100
010
010
001
001
100
100

010
X2 = 010
001
001
100
100
010
010
001
001
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prislicha pevnému vektoru (31, B2, 83)’ (efekt pristroja), matica

100
100
100
100
100
100
010
010

010
Z 010
010
010
001
001
001
001
001
001

prislicha vektoru ndhodnych efektov (A;, A, As) (efekt laboranta) a matica

100000000
100000000
010000000
010000000
001000000
001000000
000100000
000100000
Z2: 000010000

000010000
000001000
000001000
000000100
000000100
000000010
000000010
000000001
000000001

prislacha vektoru ndhodnych efektov (C11,Cia,...,C3s3)" (efekt interakcie).
Vektor Y ma strednt hodnotu

u
(13) E(Y) = Xv = (X;:X>) g;

B3
a kovarianéni maticu
(14) cov(Y) = 05421 Z1 + 0452225 + o3 1.

Model (10) (resp. (11) alebo (12)), (pricom observovany vektor ma strednt hodnotu
(13) a kovarianéni maticu (14)) patri medzi modely so zmieSanymi efektmi (alebo
medzi zmieSané linedrne modely).
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5 ODHADY V ZMIESANOM LINEARNOM
MODELI PODLA HENDERSONA

V mnohych biologickych, ale aj priemyselnych, ekonomickych a inych situaciach
sa dostavame k modelu

(15) Y:X6+Z1b1+Z2b2+...+ZSbs+e:(XEZ)(’g)+e,

kde ndhodny observaény vektor Y € R™, znadma matica planu (X:iZ ) =

efektom (nezndmym parametrom) 8 € R?. Predpokladdme, Ze model (15) mé s
nahodnych efektov, teda b = (b), bh,...,b.)" je vektor ndhodnych efektov (ndhod-
nych premennych), pricom b; € R™i i=1,2,...,s,

Eb:)=0, i=1,2...5s,

bl U%Imlyml 0 e 0
b2 0 0'2Im m e 0
cov(b) =cov(| . |)= . s . :
b 0 0 T
Matice Z1, Zs,...,Zs (zndme) ,prislichajice* tymto ndhodnym efektom sa roz-
merov nXm;, i = 1,2,...,s. Chybovy vektor € € R” m4 £(e) = 0 a var(e) = 1.
Predpokladame, Ze nie je skorelovany s nahodnym vektorom b. Zrejme
EY)=Xp
a
cov(Y) =
02 Iy m, 0 e 0 0 P
0 U%Iwmm2 . 0 0 1
=(Zyi...:Z:) : - : =
: . : 7
0 0 021, m. 0 IS
0 0 . 0 USIn,n

S
=012, 2] + 0322} + ...+ 02 ZZ, + o3I = oVi+ogl
i=1
V nasledujicom budeme oznacovat
b() =&, Mmo=n, Zy = In,n-

Potom .
cov(Y) = Z 0?Z,7Z!.
i=0

Model (15) s horeuvedenymi podmienkami sa nazyva model s varianénymi kompo-
nentmi alebo zmieSany linearny model. Je Specidlnym pripadom vseobecného line-
drneho modelu s kovarianénymi komponentmi v ktorom sa predpoklada cov(Y)
=37 _,0:;Vi, 01,...,0, € 8 (otvorend v R*), V; = V/, i = 1,2,...,s a matica
>0 1 0;V; je pozitivne semidefinitn4.
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Lema 1. V modeli (15) je p’3 (p-dany vektor) linedrne nevychylene odhadnutelnd
funkcia (pevnych) parametrov prave vtedy ak p € p(X’) = {X'u: v € R"}.

Dokaz.

P’ je linearne nevychylene odhadnutelnd <
JLeR™: EANY)=p'8 VBRI <=
FJleR":I'XB=p'8 VB eR! <—

I'X=p —=pecpuX)={Xu:u eR*}. O

Henderson v [4] navrhol v modeli (15) na zdklade realizicie y,1 nadhodného
(observa¢éného) vektora Y

1. nevychyleny linedrny odhad linedrne odhadnutelnej funkcie pevnych paramet-
rov (efektov) p'S3,

2. linedrny prediktor vektora ndhodnych parametrov (b},b5,...,b.)’,
3. nevychylené kvadratické odhady varianénych komponentov o?,03, ..., 02
2

a og.

Definicia 2. Majme maticu A rozmerov m X n. Matica A~ rozmerov n X m pre
ktoru plati

(16) AA A=A

je g — inverzia (pseudoinverzia) matice A.

Pseudoinverzia existuje ku kazdej matici, nie je vzfahom (16) urcend jednoznac-
ne, blizsie pozri [2], str. 67, [10] a inde.

Lema 3. BA"A=B < u(B’) C u(A’) t.j. 3 D, ze B=DA.

Dékaz. Uvedomme si najprv, ze u(B') ¢ u(A') < 3 D': B = A'D' —
idD: B=DA.
Ak u(B’) C p(A’), tak
B '=A'D— B=DA— BA " A=DAA " A=DA=B.
Naopak, ak BA~ A = B, tak
3D(=BA): DA=B — u(B') C u(A’). O
Poznamka 4. Lema 3 plati aj v tvare B= AA B < B = AD < u(B) C
1(A).
Lema 5. u(A A’) = pu(A).

Dékaz. Vyplyva napr. z vety 1 v [2], str. 62.

X' . X'X X'Z A C
s-(3 )= (3% 27)-(& %)
tak

o ((X’X)_—i—(X’X)—X’Z D ZX(X'X)” —(X'X)"X'Z D—>

—DZ'X(X'X)" D~

15



je jedna g—inverzia matice S, pricom D =Z'Z - Z'X(X'X) " X'Z.

Dokaz. Pocitajme

SGS — A C A" +ACD C'A- —-ACD~ A C\
~\C'" B -D C'A- D~ C B)

_(AA"+AACD CA”-CD CA™:-AACD +CD~ (A C>
CA +CACD CA " -BD CAi-CACD +BD"- C' B

_ A+AA"CD CA A -CD CA A —-AACD C+CD C
C'A"A+CA CD CA A -BD CA A —C'ACD C'+BD C':

C’'A~"C+C'A"CDC'AC-BD C'AC-C'A~CD B+BD B
Pre jednotlivé bloky matice SG'S plati
{SGS}1:

AA"C+AACD C'A C-CD C'AC-AACD B+CD B )

A+AACD C'A A -CD C'A A —AACD C'+CD C'=
=X'X+X'X(X'X)"X'ZD C'A~A —X'ZD C'A” A-
-X'X(X'X)"X'ZD C'+X'ZD C'=X'X=A
(lebo podla lemy 3 je X' X (X'X)" X' = X', ¢ize AA-C =C).
{SGS}lgi
AA"C+AACD C'A"C-CD C'A"C-AACD B+CD B=C=X'Z.
Podobne {SGS}y =C'=2Z'X.

Konec¢ne pre {SGS}ao:

CAC+C'ACD CAC-BD CAC-CACDB+BD B=

—C'A~C+{C'AC-B}{-C'A~C+B} C'AC+
+{B-C'AC}{B-C'AC} B=

—~C'A C+{-C'AC+B}{-C'AC+B} {-C'AC+B}=
—C'AC-C'AC+B=2Z. 0O

16



Poznamka 7.

(i) Pre lubovolnt maticu A je [(A’A)") tiez g-inverzia matice A’'A, preto
1{(A’A)~ +[(A’A)"]'} je symetrické g-inverzia matice A’ A (bez ohladu na vyber
(A'4) ).

(ii) Pre Iubovolntd maticu A matica A(A’A)~ A’ nezdvisi na volbe (A'A)~
a A(A’A)~ A’ je vzdy symetricka.

Doékazy (i) a (ii) nédjdete v [2], str. 69.

(iii) Na zdklade (i) a (ii) vzdy existuje symetrickd g-inverzia G v leme 6.

Lema 8. Rovnica

B
3 3
b,
je vidy riesitelnd (vzhladom na B3,b, ..., b,). Jedno jej rieSenie je
B
(1) Mlee(F)r
b,

kde G je z lemy 6 a symetricka (existuje podla poznamky 7). Pre toto rieSenie plati:
1. p'B je nevychyleny odhad p'3 pre p € u(X').
by

2. & =0.

b,
Dokaz. Pretoze

() ) =u(3).

je (17) vzdy riesitelna. Jedno rieSenie je (18) (pozri napr. [2], str. 70; vSeobecné
rieSenie pozri tamtiez).
1. Pocitajme pre p € u(X’) (teda p = X'u):

VBeR! £p'B)=EW/X{(X'X)"X'Y+
H(X'X)"X'ZD ZX(X'X)"X'Y - (X'X)"X'Z D 2'Y}) =
/X (X'X)"X'XB+u' X(X'X)"X'Z D Z'X(X'X)"X'X B~
W X(X'X)X'ZD Z'XB=uXB=pp
(vyuzijtc lemu 5 a lemu 6).

2. Plati

el i |=-D ZX(X'X)"X'XB+D Z'X3=0. O

17



Poznamka 9. Odhad p'B a predikciu (b'1,V/s,...,b,) z lemy 8 navrhol Hender-
son v [4].

Lema 10. Ak pre ndhodné vektory &€,1 a Ny, plati E(§) = p, Em) =v a P je
matica n X m, tak
E(€'Pn) = W/ Pv + tr Plcov(§,m)]".

(tr P znamena stopu matice P ).

Dokaz.
EE'Pn) =& —p+u'Pln—v+v])=E(§—p'Pn—v]) +p'Prv=
=p'Pv+Etr([§ —p)'Pln—v])=p'Pv+Etr(n—v)(§—p)P=
=p'Pr+EtrP(n—v)(€—p) =p'Pr+tr PE(n—v)(§—p)' = p'Pr+trPleov(€, n)]’.

O

Pri hladani odhadu varianénych komponentov postupujeme zauZzivanou cestou
ako pri analyze rozptylu. UkaZeme si to pre pripad s = 3 (3 ndhodné efekty plus
sefekt“ chyb), teda

(19) Y:X6+Zlb1+Z2b2—|—Z3b3+€.
Formalne predpokladdme, Ze aj by,by a bs st pevné (nendhodné) parametre a

cov(Y) = o2l.
Uvazujme postupnost linearnych modelov

B
M:E(Y) = (X:Z:Z5:Z3) gl , cov(Y) = ool
2
bs
B
My: E(Y) = (X:Z1i2Zs) | by |, cov(Y) = oo I;
bs
My: EY) = (XiZy) <bﬁ>’ cov(Y) = ot I;
1
Ms: E(Y) = X8, cov(Y) = o2 1.
Je zrejmé, 7e Ms je submodelom M, (lebo X = (X:Z;) (é) ), podobne My je
I 0
submodelom M; (lebo (X:iZ,) = (XiZ1:Z5) | 0 I |) a tiez M; je submodelom
0 0
M . Predpokladajme o hodnostiach
(20) n > WX:iZ11Zy'Z3) > h(X:Z1:Zs) > h(XiZ1) > h(X) > 0.

18



Pri oznaceni z (15) polozme

N . X'X X'zZ\ (X
M(X:Z)(Z/X Z/Z) <Z/)Ya

X'X X'Z, X'Z,\  [X
v=(XiZ:Z) | Z,X Z,2, Z,Z, z v,
Z\X ZLZ, Z4Z, z,

o (X'X X'Z,\ (X'
1=062) (3x ma) (z)"

F=X(X'X)X'Y.

Podla [2], str. 138 fi je BLUE (best linear unbiased estimator) (NNLO - najlepsi
nevychyleny linedrny odhad) £(Y’) v modeli M, podobne & je BLUE £(Y") v modeli
M1 atd’.

Se oznacme rezidudlny sicet stvorcov v modeli M, t.j.
S.= (Y — @) (Y — o).

Veta 11. Veli¢iny f1, 0,7 a 7 spliaji identitu

(22) Se+ (B —D0) (R —D)+ (0 —0) (@ —n)+(

Dokaz. Plati

3
|
2
3
|
2
+
e
<L
I
~
|-<

(23) Se:(Y—[L)’(Y—[L):Y’Y—Y’(XSZ)<X/X X'z )_<X/>Y:

Z'X 7Z'Z VA
=Y'Y - ip.
Dalej
(h=D)(p—0)=
X'X X'z, X'Z,\ [X
= p-Y'(X:Z1:Z,) | Z:X Z)Z, Z|Z, Zy | x
ZV X Z4YZ, Z,\Z, Z}
. X'X X'z\ (X
x(x.z><Z,X Z,Z) (Z,)Y—
. X'X X'z\ (X
!/ .
vixa (35X X2) (%)
X'X X'z, X'Z,\ [X'
x (XiZ1Zs) | 21X Z{Z, ZiZ, Z) | Y +00=
ZV X ZLZ, Z\Z, z}
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X'X X'Z, X'Z,
=pp+00-Y (X:Z1:Z,) | Z:X ZiZ, Zi|Z»
ZyX ZLZ, Z)Z,
Im,l,ml 0 O Oml,m4
X 0  Inym, 0  Onyim,
0 0 Ima,mz Omsmu
: X'X
x(X.Z)(Z,X
(24)
Iml,ml
. X'X X'Z\ (X : 0
J— / . .
vixz (3% 5y ) (5)xa| 4
0m4,m1
X'X X'Z, X'Zy)\
x| Z|X Z,2z, Z|Z,
ZVX ZLZ, Z)Z,
Analogicky
(25) @-n)@-n)=00-0n
a
(26) (= #) () —7) =i = #'7.

Pouzitim (23)—(26) dostdvame

Set(p—0)(p—-0)+@®-n)@-

Oznacme
(27) ##=Y'(I-D))Y =51, kde D, =1—
dalej
(A —#)(h—7) =07 — 7 =
. X'X X'z,\ (X
—V/(X: 1
—Y(XiZ)) (zgx Zizl) <zg
= YI(XZ1)X

. < -D-Z/X(X'X)"
X/
Z

g

20

(X'X)"+(X'X)"X'Z\D~Z,X(X'X)~ —(X'X)"X'Z, D~

X/
(>
X'z
7'z

)
)

XI
Z/

)v-

X(X'X)" X',

D

)

)Y—Y’(I—Dl)Y:



—Y'X(X'X)XY+Y'(I-X(X'X)"XNZ[Z,(I - X(X'X)" X')Z1]" x
x Zi(I - X(X'X)"X)Y —Y'(I - Dy)Y =

(28) =Y'(Dy—D1)Y =S5, kde Dys =Dy — D1Z,(Z{D1Z,)” Z|D;.

(Vyuzili sme tvar g-inverzie matice S z lemy 6, lebo podla poznamky 7 nezalezi na
tom, ktord g-inverziu pouzijeme.)

Pocéitajme dalej analogicky ako v predchadzajicom pripade

(29) @—-n)@-n)=00-qn=
X'X X'7Z, X'Z '
=Y/(X:Z:Z,) | Z,X Z,2Z, Z,Z zZ, | vy-
Z\X Z,Z, Z,Z z,
X'X X'Z\\ (X'\.
v (gx zz) (7)Y

=Y'(Di12 — D123)Y = S5, kde Dig3 = D1y — D19Z5(Z3D122Z5)” Z3Dys.
Podobne dostaneme
(30) (f—0)(p—v)=
=Y (D125 — D1234)Y =S4, kde Diogqa=D1a3—D123Z5(Z5D123Z3)” Z5D12s.
Zo vztahov (27)—-(30) a (22) vyplyva
(31) S = Y'Y — 51— S — S5 — Sy =
=YY-Y'(I-D))Y-Y'(D;—-D12)Y-Y'(D12—D123) Y —Y'(D123—Di234)Y =
=Y'Di23.Y.

Takto sme dostali (vhodné) kvadratické formy S,, S1, Sa, S5, S4 ndhodného vektora
Y (toto bol ,navod“ k ich dosiahnutiu).
Vratme sa k modelu (15) pre s = 3. Plati

X'Dy = X'Di3 = X'D123 = X' D134 = 0,
Z1D1> = Z1 D123 = Z{ D234 = 0,

Z)D193 = Z5D1234 = 0

Z5D1234 = 0.

Pretoze
EY)=Xp
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cov(Y) =03 Z1Z) + 0322 Z% + 03232 + o3 1,

dostavame pomocou lemy 10
(32) E(S2) =E(Y'(D1 — D12)Y) =
=t1(Dy — D13)(03Z1Z) + 03 Z2Z, + 03 Z3Z + o5 ]) =
=oitr Z1 D1 Zy + o3{tr ZyD1 Zy — tr Zy D15 Z5 )+
+O’§{t1‘ Z:/;DlZg —tr Z§D12Z3} + 0'3 tI‘(Dl - D12).
(33) E(S3) =E(Y' (D12 — D123)Y) =

= 0'% tr ZéD]_ng + O‘%{tr ZéD]_QZg — tr Z§D123Z3} + 0‘8 tI’(D12 - Dlgg),

(34) 6(34) = g(Y/(Dlgg — D1234)Y) =

= 032, tr Z, D123 Z5 + 0(2) tr(Di2g — D123a),

(35) g(Se) = 0'8 tr D1234.
Z (32) az (35) dostéavame

Sa
S|
(36) el &)=

Se

tr ZiDlzl tr Zé(D17D12)Z2 tr Zé(D17D12)Z3 tr(leDlg) o1

_ 0 tr Z, D12 Zo tr Z4(D12—D123)Z3 tr(Di2—Di23) o2 _
0 0 tr Z§ D123 Z3 tr(D123—D1234) o2
0 0 0 tr Dyo34 0’(2)

Teraz sa venujme riesitelnosti systému (36). Opreme sa o znadme skuto¢nosti:

(37) VA,, trAA = Zm: Zn:{A}fj,

i=1 j=1

(38) VA, {(A)} = {Au: w € R"} = Ker A/,
kde L je symbol pre ortogondlny doplnok a Ker A’ = {w € R™: A’w = 0}.
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Ak
tr Z{Dlzl =0=tr Z{DlD/lZ1 =0=

— Z/D,=0= Z/|(I - X(X'X) X')=0—
= Ker X'(=pu(I — X(X'X)"X")) CKerZ; =
= M(Zl) c :U’(X)a

¢o je spor s predpokladom (20) modelu.
Ak

tr Z4D15Zs = 0 = tr Z)D15 D)y Zy = 0 =

= Z,D1» = 0= Z}(D, — D1Z:(Z\D:1Z,)" Z,D,) = 0 =
— Zi(I — X(X'X)" X' — D,Z\(Z,D:Z,)" Z,D;) = 0 —

— u(I — X(X'X)"X' - D1 Z:(Z,D1Z,)" Z,D;) C Ker Z, —

= w(Z2) CKer(I — X(X'X)" X' — D1Z,(Z1D:1Z,)” Z1 D) =

=X (X'X)" X'+ D1Z,(Z\D,Z,)" Z1D,) =
— (X (X'X) X'+
+Z1(Z2\D1Z,)” 21D, - X(X'X)" X'Z(Z,D:1Z)” Z,D1) C p(X:Z),

¢o je spor s (20).
Rovnakym spdsobom ukazeme, ze ak

tr ZéD]_23Z3 =0= /,L(Z3) - M(XZ1Z223),

¢o je opit v spore s (20).
Venujme sa eSte vyrazu

1 1 . . X'X X'z\ (X
trD1234:O'38(Se):O'85{Y [(I _(XZ)(Z/X Z'7Z ) (Z/)] Y}

(pozri (23)).
Lema 12.

Dokaz. Z = (Z1:Z5:Z3). Z (23) dostavame

£(S.) E{Y’ <I (XiZ) <)Z(§ X7z ) <’Z‘>> y} _

_px [I_<X;Z><§,;§ XZY (3| X
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: X'X X'Z\ (X
vulroen (53 52) ()]
02 Imy m, 0 0
x | Z 0 021y m, 0 Z'+o3I| =
0 0 03y s
X'X X'Z\ (X'X
— / _ / : /
=B'X'Xp ﬁ(XX.XZ)(Z,X Z,Z> (Z,X)ﬁJr
U%Imhm1 0 0
+trZ 0 03y s 0 A
0 0 o [
_ 21 0 0
X'X X'Z X'Z\ [T
_tr<x;z>( X X ) ( , ) 0" oM 0 |Z4
Z’X Z7'Z Z'Z 0 o Y
: X'X X'zZ\ (X
t+ogtrI —optr(X:Z) (Z,X 77 ) (z’) =
U%Imhm1 0 0
=FX'XB-FX'XB+trZ 0 03y ms 0 Z'—
0 0 03y s

/ / - /
—tr(Z’XEZ’Z)(XX XZ) (XZ)X

7Z'X Z'Z Z'Z
U%Imhml 0 0
X 0 05 L, ms 0 +
0 0 0'32,Im3,m3
. X'X X'z\ (X
+nog — g tr(X:Z) (Z,X 77 ) (Z,) =
U%Imwm 0 Y
=trZ'Z 0 U%Img,mz 0 -
0 0 U%-[mg,mg
U%Imwm 0 0
— tr 7Z'Z 0 UgImg,mz 0 =+
0 0 U?z,Imsﬂns

X'X X'Z X'X X'Z\ .
+Ug (n_tr(Z/X Z'7Z ) (Z/X 7Z'7 ) ) :Ug(n_h(X:Z))v

lebo pre lubovolni maticu H je HH~ (vzdy) idempotentnd (napr. pozri [2], str. 66)
a preto tr HH~ = h(HH™). Dalej HH H = H, teda h(H) = h(HH™) =
WHH-H) = h(H), &ize W(HH") = h(H). O
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Ak je splnend podmienka (20), je tr Z1D1Z1 # 0, tr Z,D12Z5 # 0,

tr ZéD123Z3 # 0 aj tr D1234 =n— h,(XZ) # O, teda (36) je riesitelna (E A\ (36)
je nesingularna). Odhad

S5 of
2

(39) Foall e I
54 o2

e %

e 0.8

je nevychylenym odhadom (0?,03,0%,0%)’.

Poznamka 13. Odhad (39) navrhol Henderson v [4], maticovo vyjadril Searle
v [12], preformuloval Rohde [11].

Poznamka 14.
Z predchéadzajiceho je jasné, ako postupovat pri urcéeni odhadu typu (39) pre
model (15) s lubovolnym pocdtom s nahodnych efektov.

Skor ako specifikujeme odhad (39) pre konkrétne modely, uvedieme bez dékazov
eSte niekolko zdkladnych viet ohladne rozdelenia kvadratickych foriem. Dokazy viet
najdeme v uvedene]j literature.

Definicia 15. Nech Y1,Ya,...,Y, st nezavislé N(u;,1) rozdelené, 6 = Y"1 | u?.
Y=Y+ Yi+.. . +Y?
ma necentralne x?(n, §) rozdelenie s n stuptiami volnosti a parametrom necentrality

5. Ak § =0, Y maé centralne x*(n,0) rozdelenie.
Veta 16. Nech Y ~ N,(v,X). Ndhodnd premenn4

Y'AY +2b'Y +¢

ma x?(k,d) rozdelenie prave vtedy ak
(i) SAXAY. = S AY, alebo ekvivalentne (X A)3 = (X A)?,
(ii) Z(Av +b) € u(XA X),
(iii) (Av +b)'E(Av+b) =V A v +2b'v +c.
V takomto pripade
k=trAX,

§=(Av +b)ZA X(Av +b).
Dokaz najdeme v [10], str. 171, [6], str. 220, [5], str. 178.

Veta 17. Nech Y ~ N,(u,X); Q1 = Y'AY, Q2 = Y'BY dve kvadratické
formy. Q1 a Q2 su nezavislé prave vtedy ak

(i) YAYBY =0, SAXBu=XBYXAu=0, f/AXBu =0,
ak A, B st symetrické, nemusia byt p.s.d., X moéze byt singularna.

(i) AXBY =0, AXBp =0,
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ak A je p.s.d.

(i) ATLB =0,
ak A aj B su p.s.d.
(iv) AYB =0,

ak X je reguldrna, A, B symetrické (nemusia byt p.s.d.).
Dokaz najdeme v [10], str. 178.
Veta 18. Nech Y ~ N(u,02H), A, B sii symetrické. Potom
EY'AYY'BY) =c"2tr(AHBH) + tr(AH) tr(BH)]+
+0* WA ptr(BH) + /' Butr(AH) + 4’ AHBp + p/ App’ B,
cov(aY +Y'AY , b'Y +Y'BY) =20*tr A HBH +0¢*(2A p+a) H(2Bu +b).

Dékaz vykondme pomocou [6], str. 223, [5], str. 181. Urobte ho ako cvicenie.

6 ODHADY VARIANCNYCH KOMPONENBTOV
V MODELI S JEDNYM NAHODNYM EFEKTOM

Majme model

(40) Yij =B +b; + ey, i1=1,2,...,1,
J= 172a' y T s
kde nadhodny vektor
by
by
b= .
br

je N(0;1;0%1) rozdeleny. Chybovy vektor € ~ N(0,03I) je nezavisly od b, 3 je
¢islo. Model (40) sa d& pisat

Yiu 1 100...0

Y12 1100 0

Vin, 110 0 0

Vo1 101 0 0f/p

Y22 101 0 0 b

v—| ¢+ |=|: | e +e:(xsz1><f)+e.

Yan, 101 0 0 : !
: . . . bI

Yo 100 0 1

Vi 100 0 1

Vi, 100 0 1
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Zrejme E(Y) = Xp =16, 1 = (1,1,

1) jen = 25:1 n;-rozmerny vektor
a cov(Y) = 01Z1Z} + o3 I. Hodnost matice (X:Z;) je I.

Pri odhade varianénych komponentov postupujeme podla névodu na str. 17.
Maéame tentoraz postupnost submodelov

M

E(Y) = (XiZ1) (g) . cov(Y)
EY)=X3, cov(Y)=o7l.
oo (X3 52 (5)r

p=X(X'X)X'Y.
Spocitajme Sy. Podla (28)

oil;

M1 :
Plati

Se =Y'(D; — D12)Y,
kde

D, =1-X(X'X)" X', Diy=D,—D1Z,(Z\D1Z,)” Z{D;

(upozortiujeme len, ze Dy a D;5 nezévisia podla pozndmky 7 od volby g-inverzie).
Plati

1
D, =1--11,
n
dalej
1
Z\D1\Z, = Z\Z, — —Z11'Z; =
n
nt 0 ... O ni
0 no 1| ne
= . . - (n1,n2,...,np) =
: n
0 0 nr nr
e R
na2mM1 n2 _ lg __hnany
n n n
o =
Jedna g-inverzia
L0 0
ni
0o L
(ZiD:Zy) = | "
1
0 0 ...
(dokézte ako cvicenie).
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Dostévame

L 0 ... 0
0 1
1 / n2 / 1 /
(41) D —Dyp=(I--11)Z, | Z\(I--11) =
0 0 n%
L 0 L 0
ni ni
0 ;1 0 ,
=27 Z1*ﬁl(n1,n2, nr) | Z—
0 0 L 0 0 L
nr nr
1
= 0 0 n
1 0 ns 1
S 1+ >11 =
n : . : n
o o0 ... L+ nr
nr
1
nr (1’ 0 1
0 1 1 1 1
=7 . : . 21—51(1,1,...,1)21—521 : 1”“511/-
0 0 1 1
nr
Plati
1
a0 0 1
0 o 1 1] 1
tr(D1 — Dlg):tr Z{Zl . —2—tr 1/Z1 L+ tr1i'1=1-1.
. .. n : n
0 0 1 1
nr
Pocitajme pomocou (41)
L 0 ... 0
ni
0 1
(42) Sy =Y'(D, - Dy)Y =Y'Z, " ZY —
0o 0 ... n%
Z;il Ylj 2
I n; n2 oy, I n;
2 252 Yo 1
D Y | (L1 . +- (DD Yy
i=1 j=1 : i=1 j=1
Z]‘;1 YIj
= 0 ...0 Sl Yy
2l 72 U2 0 =+ Yoz Yaj
DRI N TSN 7 o = _
=1 =1 i=1 1 : :
1 n
0 0 ... &+ S0 Y,
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1 I n; I 1 n; 1 I n;
A PP BCE LD Dl DI Bl DI B
m\i= = i1 o\ j=1 " \im =
Pretoze
I n; 2
(43) v =Y'X(X'X)"X'Y = % RN
i=1j=1
pouzitim (31) dostéavame
I n; I n; 1 1 i 2
(4 S.=3 3 Yi-S-ve=3 3 Vi-} —|> Y,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 " \j=1

Pre rieSenie rovnic (36) potrebujeme eSte spocitat

1
trZ| D Z1 =tr Z,(I - X(X'X) X2 =20 Z|Z, — —~t+ Z, X X'Z, =
n

I 1 J 1L
=Zni—52n?=n—52nf.

i=1 i=1 i=1

Rovnica (36) mé tvar

£ S2 = n_%z:{:lnzz I-1 O; )
Se 0 n—1 gy
Koneéne z rovnice (39) dostdvame hladané nevychylené odhady varianénych kom-
ponentov

-5 1 I—-1

(45) 0'%: T 52_
n—L137 . n?
n 1=1""

Se,

(46) U(% = msev
kde
I 1 n; 2 1 I n; 2
Sa=D Y| o | XY
i=1 " j=1 =1 j=1
a
I n; I 1 n; 2
sy -y i(Yy
i=1 j=1 i=1 j=1
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Pre vyvazeny model t.j. v pripade, Ze ny = ng = ... = n; =t dostavame

It—1 ! 1 K
_ Y;: _ )/;2__
1(1—1)752(75—1); ; / It(t—l);; J
2
1 I
47 - Yii |,
(47) I(I —1)t2 ;; !
-~ S
2 _ e _
Uo_an
2
1< 1 é
— 2 ..
(48) RPN R =y DI DILE
i=1 j=1 i=1 \j=1

Se .
Lema 19. V pripade normality rozdelenia vektora Y ma — vo vyvaZenom modeli
90
(40) x%(n — I,0) rozdelenie.
Dokaz. Y ~ N(XB;02Z1Z; + o¢I), pricom cov(Y) je p.d. matica. Podla (44) je

1
Se=Y'Y — Y ZZY =Y'(I - Z:(Z,2)) " Z})Y .

teda

e I-2,ZZ)'Z
SZ:Y’( 1( L 1) 1>Y.
99 90

Podla vety 16

I-2.(212,)"2, 1 2.7 2) 7
(1) ( 1( 012 1) 1)(0’%Z1Z1+0’81)( 1(012 1) 1>:
’ 0
1
— —{l032:2} - 32,2} + o1 - 73 2:(212)) " Z{|[I ~ Z1(212,) 7 Z])) =
0
1 I1—-27.(7 7 7lzl
:—4{08I —JSZl(Zizl)flzi}: 1( 12 1) 1,
oy 22
I—-Z.(7 7 —1z/
(ii) (02Z,Z) + o21) < 1( 012 1) 1) X5 —
0

=(I-2(2,2,)"'Z)XB € (I — Z:(Z2,2,)" " Zy),
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a podla (ii)

_ ! —1 7 _ / -1z
iy o (TAEEL I 27,7, 4 o) (T AEA 2L x5
90 )
_ / —1 71
:ﬂX’(I Zl(ilgzl) Zl)Xﬁ.

S, .
Preto méa —; rozdelenie Y2 s

90
k= tr <I — Zl(ZiZ1)71Zi

2
)

) (02Z,Zy+03])=n—1

stuptiami volnosti a s parametrom necentrality

I-2,(2,2,)71Z7] I-2(212,)"'7,
5_BX/< 1( 12 1) 1>(0_%lei+0_31-)( 1( 12 1) 1>X
90 90
I1-2.(2,Z,) 'z, 2
X(on1Z{+a(2)I)< 1 5 ) 1)Xﬁ:ﬁ2(n—n):0
90 90
(centralne x%(n — I,0) rozdelenie). O
Lema 20. V pripade vyvazeného modelu (40) (t.j. ny =ng = ... =ny =1t) md
S2

107 + 02 rozdelenie x2(I — 1,0).

Dokaz. Podla (42) je
1 1 1
Sy =Y'Z\(Z|Z))"Z\Y — ~Y'XX'Y =Y’ (t2121 - XX’) Y.
n n

Postupujeme tplne analogicky ako v leme 19 a dokézeme (i), (ii) a (iii) podla vety 16
pre maticu kvadratickej formy
12,7, - LXX'

to} + o3

Vskutku, mé x2(I — 1,0) rozdelenie, lebo pre stupne volnosti k plati

P2
ta% + 08

17,7, - 1xx’

2 2
k =tr 17 T o7 (01Z:Z] +o5I)=1-1
a koeficient necentrality J je
1 / 1 / 1 / 1 /
17— XX 27 — - XX
5= X/t 1 n 2Z Z/ 21’ t n
g ta% —|—a§ (0122, + 0p1) ta% +O'(2)
1 / 1 /
22174 — XX
2 2 1 n _
X (07212Z] + ogI)L 107 1 02 X3 =
2 1 1
:%X’ -Z1Z] - -XX')| X =
toy] + og t n
2 1 1
= % “1Z1Zj1 - -111'1) =0. ([
toi + o5 \['t n
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Lema 21. V pripade vyvézeného modelu (40) a normalne rozdeleného Y st

Se Sa

a —
2 2 2
o toy + o;

nezavisleé.

Dokaz. Pretoze Y mé nesinguldrnu kovarianénti maticu a matice kvadratickych
fori e 52

oriem — a 5

5 st symetrické, stadi podla vety 17 ukézat, Ze
oy toy+og

1

1 1 1
— (I --Z1Z))(6%Z2,Z 2N(=Z,Z' — —XX") = 0.
U%(to’%—l—o’%)( ;41 (01212 + op )(t 14y = )

Toto dostaneme po kratkom vypocte. g
V pripade vyvazeného modelu mézeme statistikou

(n—1)Ss
(I_l) Se

(49)

testovat hypotézu Hy: 0? = 0. Za platnosti Hy ma (49) Fy_1 ,,_; rozdelenie (podla
lemy 19, lemy 20 a lemy 21).

Cvicéenie

1. Ukézte, ze vo vyvazenom modeli s jednym nadhodnym efektom v pripade nor-
mality rozdelenia b a € sa disperzie odhadov (47) a (48) rovnaja

=5, 2(c?t +o02)? 20
D(g2) = 2\ 0 0
) =—ar-1 TTEe-1’
-5 20
D(od) = —2—.
(UO) I(t—l)

7 ODHADY VARIANCNYCH KOMPONENTOV
VO VYVAZENOM MODELI S DVOMI NAHODNYMI EFEKTMI
A INTERAKCIOU

Vyvazeny model s dvomi ndhodnymi efektmi a interakciou sa dé pisat ako

(50) Yijk = B+ b1 + ba; + bsij + €ijic,

2,1,
2,0,
2., K.

Il
—_

i
J
k=1,
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Nahodny observaény vektor ¥ ~ N(1,0,cov(Y)), 1 = (1,1,...,1) € R*, n =
IJK; nahodné Vektory b1 ~ N(O[ﬁl,O'%I), bg ~ N(OJJ,O'%I), b3 ~ N(O[JJ,O’%I)
aj € ~ N(0,.1,02I) st navzajom nezavislé, 3 je skaldr (¢islo, nezndma konstanta).
Model (50) sa d4 pisaf aj v tvare

B
e b

(51) Y,1=(X:Z1:Z5:Z;3) b; +e=
b3

= X3+ Z1by + Zyby + Z3bs + ¢,

kde X =1,, Z; je rozmerov n x I, Z5 je rozmerov n X J a Zs je rozmerov n x I.J.
E(Y)=Xp=1p,

cov(Y) = 02 Z1Z} + 05 Z2 Zh + 05 Z3 Z} + op 1.
Plati
Zi=I; 191k =I;;®(1; @ 1g)

(® znamend Kroneckerov suéin matic, t.j. ak prvky matice A s {A },;, prvky
matice B su {B};;, tak prvky matice A ® B su {A },;B),

I;;

I;;
Zy = ) Rlg=1;91;;)R1k

I;;

Zy=I1517@01g =111 ®1;;®1k.

Lahko sa ukéze, ze

X'X = IJK,

X'Zy = JK(L1,..., 1) = JK1,,
X'Zy = IK(L,1,..., 1)1, = IK1),
X'Zy = K(1,1,..., )10y = K1),
Z{Zl = JKIp g,

Z1Z, = K(1; ® 1)),

Z{Zg =K (IIJ & 1{,),

Z\Zy = IK1; ;,

ZyZ3 =K (17 1,,),

ZéZg =K (I;1®1;y).

V dalsom budeme potrebovat este nasledujice tvrdenie:
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Lema 22. Ak m je prirodzené ¢islo, tak jedna g-inverzia matice

-1 _1 _1 _1
m m m m
-1 -1 _1 _1
m m m m
_ 1 1 1
m m m m
1 _1 _1 1- 1
m m m

Jje matica Ip, p,.

Dékaz je jednoduchy a urobte ho ako cvicenie.
Pri odhade varian¢nych komponentov budeme postupovat podla ndvodu zo str. 17.
Z postupnosti modelov (formélne predpokladdme pevné parametre b;, i = 1,2, 3)

B
M:E(Y) = (X:Z,:Z:Z5) Z; , cov(Y) = il
bs
B
My: EY)=(X:Z::Z>) [ by |, cov(Y) = o2 1;
by
My: E(Y) = (X3iZ)) <b51> , cov(Y) = 21
Ms: E(Y) = X3, cov(Y) = o1

dostaneme Statistiky

N . X'xX X'zZz\ (X
“(X:Z)<Z/X Z'7 ) <Z/)Ya

X'X X'z X'Z,\ (X
0= (XZZ) | Z,X Z|Z, Z|Z zZ, |y,
Z\X Z)Z, Z,Z, z,

o (X'X X'zZ,\ (X
"(X‘Zl)<21x 2121) (Zi>Y
F=X(X'X)"X'Y.

Plati (podla (31))
Se=Y'Y —S; — Sy — S5 — Sa,

pri¢om podla (27)
Si =Y'(I-Dy)Y, kde D;=1I-X(X'X) X,
podla (28)
Sy =Y'(D, — D1)Y, kde D1, =D, — D1Z,(Z,D:Z,)"Z,D;,
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podla (29)

S3=Y'(D1g — D123)Y, kde Diss = D1y — D19Z5(Z3D122Z5)” Z3 D1

a podla (30)

Sy =Y (D123 — D1234)Y =S4, kde Di9gqs=D193—D123Z5(Z5D123Z5)” ZD)o3.

Aby sme uréili odhady 0%, 02, 0% a 02, potrebujeme spoéitat matice Dy, D12, D3,

D534 a prvky matice E z (36) (alebo matice E~1 z (39)).
Lema 23. V modeli (50) maji matice Dy a D1y (pozri (27) a (28)) tvar

1
D, =1I15k15K — ﬁll.]Kl}.]Kv

1
Do =I5k, 1K — J?lei-

Kvadratické formy S, a Sy su

2

1 1 I J K
Y [(—11 )Y = —— e
S (IJK > IJK ;jﬂ; ko
=y (- Lzz - L 11)y=
2 JK YT UK
2 2
1 I J K 1 I K
= T 2o | 22D Vi | e | 2020 D Y
=1 \j=1k=1 i=1 j=1k=1

Dokaz urobte ako cvicenie.

Lema 24. V modeli (50) maji matice D123 a Diag — D234 (pozri (29) a (30))

tvar
1

D3 =1 —
123 LJKIJK = e

1 1

L
K

1
TK

1 1
7,7+ ——11'.
TR 2% T

D123_D1234: IJK

252, — — 7,7, —

Dokaz urobte ako cvicenie.

Lema 25. V modeli (50) kvadratické formy Ss a Sy st

1 1
717/ /A Z/* / Y =
53 = <IK 22 IJK11>
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1 1

1 1
Sy=Y' <KZ?’Z§ - —=Z1Z] — ]KZQZé +

JK

Doékaz urobte ako cvicenie.
Lema 26. V modeli (50) je kvadratickd forma

S, =Y’ (I—}{Z;;Zé)Y:ZiiYi?k—;(ZZ <§:ij>2

i=1 j=1 k=1 i=1j=1
Se . .
= ma x*(IJ(K —1),0) rozdelenie.
Dokaz. Vyuzite (31) a urobte ho ako cvicenie.
Lema 27. V modeli (50) plati
trZ1D1Z, = JK(I — 1),
tr Zy(Dy — D13)Z5 = 0,
tr Z5(D1 — D13)Z3 = K(I — 1),
tr(Dy — Dio) = I — 1,
tr Z) D1y Zo = IK(J — 1),
tr Z(Dys — Di23)Zs = K(J — 1),
tr(Dip — Di23) = J — 1,
tr Z4 D193 Z5 = K(I —1)(J — 1),
tr(Di2s — Digsa) = (I —1)(J — 1),
tr Dyozq = IJ(K —1).
Dokaz. (Pri dokaze posledného vzfahu vyuzite (31) a lemu 12.) Urobte ho ako
cvienie.
Lema 28. V modeli (50) st kvadratické nevychylené odhady ;?, }2, Eg a gg Z rov-
nice (36)
—~ S,
TJ(K —1)’

S5 1 54 Se
BT K ((I—l)(.]—l) N IJ(K—l))’

PP
IK\J-1 (I-1)(J-1))
5?:;((1%1_(1—1?&—1))'
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Dokaz urobte ako cvicenie.

Lema 29. V modeli (50) ma — 5

%"‘74[@ rozdelenie x2((I — 1)(J — 1),0).

Dokaz urobte ako cvicenie.

S3

delenie x2(J — 1,0).
7T Ko? 1 IKo3 rozdelenie x*( ,0)

Lema 30. V modeli (50) ma

Dokaz urobte ako cvicenie.
Sa

Lema 31. V modeli (50) md o2+ Ko? + JKo?

rozdelenie x?(I — 1,0).

Dokaz urobte ako cvicenie.

Se S,
Lema 32. V modeli (50) sti kvadratické formy — a 2%42
og o5+ Kos

Dokaz urobte ako cvicenie.
Sa

nezavislé.

S

Lema 33. V modeli (50) st kvadratické formy
nezavislé.

Doékaz urobte ako cvicenie.

Lema 34. V modeli (50) su kvadratické formy 53

Sa

0(2] +KJ§ + JKO’% & 0(2) JrKcrg

o+ Ko? + Ko}
nezavislé.

Doékaz urobte ako cvicenie.
Testujme v modeli (50) hypotézu
H()Z O‘% =0.
Za platnosti Hy méa

S.
T _ 1JE-1) S

(52) oy U-D -1 S,

rozdelenie F(;_1)(s—1),17(k—1) (podla lemy 26, lemy 29 a lemy 32; I,.J, K > 1).

Testujme v modeli (50) hypotézu

Hy: O’% = 0.
Za platnosti Hy méa

Sa

- So
(53) — I =(J- 1)574

(I-1)(J-1)

2 2
of + Koj
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rozdelenie F7_; (7_1)(j—1) (podla lemy 29, lemy 31 a lemy 33; I,J > 1).

Testujme v modeli (50) hypotézu

Hy: o35 =0.
Za platnosti Hy mé
S3
S
J—1 3
(I-1)(J-1)

rozdelenie F;_; (;_1y(s—1) (podla lemy 29, lemy 30 a lemy 34; I,J > 1).

8 MINQUE ODHADY VARIANCNYCH KOMPONENTOV

Uvazujme zmiesany linedrny model
(55) Y =XB+Z1by+Zoby+ ...+ Zsbs + Z1bs 1.

(Ak Z ;1 oznadime Zy, b,y1 oznacime by, o2, ; ozna¢ime o, dostdvame model
(15).) Kovarian¢éna matica

s+1
cov(Y) =01 212} + 03222 + ...+ 022 Z, + 02\ Zo1 Zly = Y 0LV
i=1

Nahodné vektory by, b, ...,bsy1 sa nazyvaju hypotetické (alebo tiez nepozorova-
telné) premenné.
Uvazujme kvadraticky odhad Y’AY funkcie

(56) p/O' = (plap23 cee 7ps+1) :2
O

2
Us-l—l

kde p je dany (s+1)-rozmerny vektor. Pozadujeme symetriu matice A kvadratickej
formy Y’AY . Dalej chceme, aby
(i) odhad Y’'AY bol invariantny, t.j.

(57) V6 eR? Y'AY = (Y — X6) A(Y — X6);
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(ii) odhad Y'AY bol nevychylenym odhadom (56), t.j.

s+1
(58) V{o} € (0,00) i=1,2,...,s+1} E(Y'AY)=) pio};
1=1

(iii) | ZZAZ — A |*’=t1(Z'AZ — A)(Z'AZ — A) = min,
kde

a
D1
rary S, 0 - 0
b2
0 EIm2’m2 DR O
A=
Ps+1
0 0 U £ A

Ms41

Odhad spliiujtci (i), (ii), (iii), prifom A = A’ sa nazyva MINQUE (minimum norm
quadratic unbiased estimator).

Poznamka 35. Podla [2], str. 71 plati
(59) P{Y € p(Xicov(Y))} =1.

Lema 36. Kvadraticky odhad Y'AY (A = A’) je invariantny s pravdepodobnos-
tou 1 prave vtedy ak AX = 0.

Doékaz. Odhad Y'AY je invariantny

e V6 eRY Y'AY = (Y —X6)A(Y —X5) = Y'AY —25' X' AY +6'X'A X §

(60) <~ X'AY =0 & X'AX =0.

Pretoze podla (59) P{Y = Xu+cov(Y)w} = 1, plati (60) s pravdepodobnostou 1
prave ak X’AX =0& X'A cov(Y) =0.

Je zrejmé, ze ak AX = 0, je odhad Y'AY (A = A’) invariantny (s pravdepo-
dobnostou 1).

Naopak, ak je odhad Y'AY (A = A’) invariantny, teda plati (60), tak s prav-
depodobnostou 1 je

YAY =Y'[I - X(X'X)" X'+ X(X'X)"X'|A

I-X(X'X)" X'+ X(X'X)" X']Y =

(61) =Y'[I - X(X'X)"XTA[I - X(X'X) X']Y,
lebo s pravdepodobnostou 1 je
Y'[I-X(X'X)" XTAX(X'X)" X'Y =
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—Y/[X(X'X)"XTAI - X(X'X)"X']Y =
—Y/[X(X'X)"XTAX(X'X)" XY =0.

Zo vztahu (61) vidime, Ze s pravdepodobnostou 1 sa Y’ AY rovna

Y'[I - X(X'X)"XTA[I - X(X'X)" XY,
pricom

- X(X'X)" XTAI - X(X'X) X]
je symetricka a
I-X(X'X)" XTAI - X(X'X)"X'|X=0. O

Lema 37. Kvadraticky invariantny odhad Y'AY (A = A’) je nevychylenym
odhadom (56) préve vtedy ak

(62) trA Z,Z! = p;, i=1,2,...,s+1.

Doékaz. Invariantny odhad Y’ AY je nevychylenym odhadom (56) prave vtedy ak
V{o? € (0,00) i=1,2,...,s8+1} EY'AY)=03X'AXB+trA cov(Y) =

s+1 s+1
=B X'AXB+> oltrA Z:Z] =) po},
=1 =1

¢o je splnené prave vtedy ak

tI‘Alel,:pZ, i:1,2,...78+1. O

Poznamka 38. Keby sme mohli (izolovane) realizovat hypotetickii premennt b;
i € {1,2,...,5 + 1}, ktorej strednd hodnota je Oy, 1 a cov(b;) = 02L, m,, tak
,prirodzeny“ odhad o? by bol

= _ bibi

o2 =—"—.

7 ml

(Podla lemy 10 je to nevychyleny odhad o?.) , Prirodzeny odhad“ (56) je
by

bs+1

Rozdiel medzi ,prirodzenym“ odhadom a invariantnym nevychylenym odhadom
Y'AY (A = A’) funkcie (56) je
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b
— (Y - XB)A (Y - XB) - (biibyi... b DA | | =
bs+1
by
/ / N ! b2
= (bbb, )[Z'AZ — A
bs+1

Jedna z moznosti minimalizovat tento rozdiel je (iii) (minimalizdcia euklidovskej
normy).

Veta 39. Nech v modeli (55) je maticaV = ZZ' = Z,Z|+ Z>Zy+.. AZnZ,
nesinguldrna. Kvadraticka forma Y'AY , kde

s+1
(63) A=Y NV '-VI'X(X'V'X) X'V |ZZ]x
=1

x [V - VIIX(X'VIX)" X'V
je MINQUE odhadom (56) ak ¢isla A1, g, ..., Asq1 riesia systém

trA Z,Z =p;, i=1,2,...,5+1.

Dokaz. A = A’. Podlalemy 36 je Y/ AY invariantny, lebo AX = 0. Podla lemy 37
je odhad Y’AY nevychyleny.
Pretoze

| ZAZ —A|?>=tr(Z'AZ —A)Z'AZ — A) =
=trZ'AZZ'AZ —2tr Z'AZA +tr AA =

—trAVAV —2tr AZAZ' +trAA =

s+1
= tr AVAV — 20 Ay P77+ tr AA =
m;
1=1

JO L g
=t AVAV -2 Pl v AN =
p—
=1

(2

=tr AVAV — tr AA,

v (iii) musime vlastne minimalizovat tr A\N/‘A{/', pricom A = A, tr AZ,Z! = p;,
i=1,2,...,s+1a AX =0.

Keby Y’ A.,Y bol tiez MINQUE odhadom (56), tak A, sa vzdy d4 napisat ako
A.=A+D,kde D=D', DX =0atrDZ;Z;=0,i=1,2,...,s + 1. Potom
ale

tr A,VA,V =tr(A+ D)V(A+ D)V =tr AVAV + tr DVDV > tr AVAV,
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lebo o L
tr AVDV = (tr DV AV =)

s+1
=trY N[V - VIX(X'VX) X'V Z,Z]x
=1

X [V - VIIX(X'VIX)" X'V ']VDV =
s+1 » N " "
= Z Ntr[I — X(X'VIX)" X'V Z,Z/[I -V !X (X'V1X)"X'|D =
=1
s+1
=Y \trDZ;Z] =0

i=1

trDVDV = tr DZZ'DZZ’ = tr ZDZZ'DZ = tr(Z'DZ)(Z'DZ) > 0. O

Daosledok 40. Nech (s + 1)-rozmerny vektor g je

Y'BZ,Z{BY Y'BV,BY
Y'BZ,Z,BY Y'BV,BY
9= ; - :
Y'BZ,.,Z,,BY Y'BV,,1BY
a (s+1) x (s + 1) matica S je
tr BV; BV, trBViBV, ... trBViBV,4,
s tr BV,BV; tr BVoBV, ... trBVoBV,
tr BV,,,BV; ttBV,.1BVs> ... ttBV,,BV,,,

kde B=V~! - V-1X(X'V-1X)~X'V~!. MINQUE odhad funkcie p'o =
Sl pio? je p'STg.
Dokaz. Podla vety 39 je Y'AY MINQUE odhadom funkcie p’o, ked
s+1
(65) Y'AY =Y'Y \BV,BY = Xg,

=1

pricom X = (A1, Aa, ..., A\sy1) spliia rovnice tr AZ; Z! = p;, i = 1,2,...,5+1
(A= Zfill ANBZ;Z!B je dané vzorcom (63)). Toto zapisané formou matic znie
(66) SA=p,

¢ize p € u(S). Potom ale A = S™p, kde S~ je symetrickd g-inverzia matice S,
je jedno rieSenie (66) (pozri napr. [2], str. 70) a podla (65) je p’S—g MINQUE
odhadom funkcie p’o. |
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Désledok 41. Nech o’ = (01,03, ...,02,,). MINQUE odhad funkcie p'o je p'é,
kde & je riesenim sistavy

(67) Sé&=g.
Dokaz. Podla dosledku 40 je p’S~g MINQUE odhadom funkcie p’o, kde p € u(S).

Podla [2], str. 70 {6 = S~g+ (S™S —I)z: z € R**! S~ je jedna (lubovolna)
g-inverzia matice S} st vSetky rieSenia sustavy (67). Preto

pPo=p(Sg+(5S -I)z)=p'Sg
je MINQUE odhadom funkcie p'c. O

Poznamka 42. Podla vety 18 a lemy 10 sa disperzia MINQUE odhadu Y'AY
v pripade Y ~ N(X3;V) rovna

DY'AY) =E(Y'AY —E(Y'AY))? =E(Y'AYY'AY) - E2(Y'AY) =
=2tr AVAV + t1> AV + 28X’ AXBtr AV + 48X'AVA X3+
+(BX'AXB)? - (BX'AXB+trAV)? =
—2tr AVAV.

Preto MINQUE odhad je v tomto pripade V-LMVUIE (V-lokdlny nevychyleny
invariantny odhad s minimélnou disperziou) odhad funkcie p'o .

Cvicenie

1. Pomocou lemy 5 dokézte, Zze pre lubovolné matice A, B vhodnych rozmerov
je u(AA'+ BB’) = u(AiB).

2. Ak vo vete 39 je X1 = I, tak A4 je nesingularna. Dokézte.

9 MINQUE ODHADY VARIANCNYCH KOMPONENTOV
V MODELI S JEDNYM NAHODNYM EFEKTOM

Hladajme MINQUE odhady varianénych komponentov v modeli s jednym né-
hodnym efektom, teda v modeli (40), pri¢om pri oznaceni podla (55) sa s =1, X =
= ]-n,l

/
1”1,1 ® €
/
1n2,1 ® ey
Z, = .
/
1711,1 ® e
(w-ta stradnica I-rozmerného vektora e, sa rovna 1, w € {1,2,...,1}, ostatné

, . » I . . .
stradnice sa rovnaju 0), Zo = I, ,, n = > ;_, n; (03 je v modeli (40) oznacené
ako o3).
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Lema 43. V modeli (40) (pri oznacdeni matice B podla désledku 40) plati

1
-1 / -1 0 = 1 0 /
\% :(21Z1+I) =1 -7 n2+ Z17
: : 0
1
0 0 DY m
I -1
n
X'V1X) = -
(X1 x) (z o 1) |
VIX(X'V1X) X'V !=
ni
I 1 ’I’L’}{gl
i na+1
= : 1,11 Z 1/
<; nl—l—l) Ad1n 1 1,n
= .
nr+1
ny
n%l—;rl
niy nr ’ no+1 ni1 nr ’
-1, ey Z\+Z ey VAR
’1(n1+1 n1+1> 1+ <n1+1 n1+1> !
n?j—l

tr BV,BV; = tr(V ! = V7 IX(X'V ' X)" X'V 1) Z, x
x Z/(VI - VIIX(X'VIX)" X'V 12,2 =

n O\ 2 roo -1 N
_ (2 (3 (3
_iz_;<ni+1> _2<;ni+1> lz_:(ni—l—l)
I —2
n;
* <Zni+1>

i=1

tr BViBVy =tr BZ,Z,BI = tr Z,BBZ, =

I . L. -l n \2
:Z(m-i-l)z_2<;m+l> ;<n+1> *

=1 —
I ni 1 I ni 3 T i —2 ", 5
+2<;”1“> Zl<n+1> +n<2n1+1> ;(nﬁl) -
Lo 2 N w2
) ;nﬂrl ;(ni—‘rl) ;n]+1+
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1 1 e
RGN ey PO

1 I n; I n;

1 - 1 .
ZniJrlZYij Z(nﬂrl)QZYij *

i=1 j=1 i=1 j=1

Dékaz. Vykoname jednoduchym ale zdlhavym postupnym vypoétom. Urobte ho

ako cvicenie.
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Déosledok 44. Vo vyvdzenom modeli s jednym ndhodnym efektom (oznacenie
podla (55), ny = ng = ... =ny = t) plati:

2
tr BV,BV; = (I — 1) (t ) ,

t+1
t
tr BViBVy = (I —1)————
rBVIBV: = ( )(t+1)2’
I+ 12 —Tt—1
tr BVoBV, =
T 2 2 (t+1)2 )
I t 2 1 I 2
!
VBVIBY = o 2 (XY |~ (Y )
i=1 \j=1 i=1 j=1
2 2

t

t+2 ! 1 !
Y'BV;BY = ZZ e e\ Y| e (Y

=1 j=1 =1 \j=1

Dokaz. Vykoname dosadenim ny = ng = ... = ny =t do vzorcov z lemy 43. Urobte
ho ako cvicenie.

Lema 45. Vo vyvazenom modeli s jednym nahodnym efektom plati

I3+ 1t — It —1 )
ﬁ (I— 1)t
t(t —
-1 t

S~ =8"1=

(oznacenie z dosledku 40).

Dokaz. Vykondme inverziou matice S, ktorej prvky st dané v dosledku 44. Urobte
ho ako cvicenie.

Veta 46. Vo vyvazenom modeli s jednym nahodnym efektom sit MINQUE odhady

0? a 03 totozné s odhadmi ziskanymi metédou Hendersona (vzorce (47) a (48),

pridom o3 je pri nasom oznaceni totozné so o vo vzorci (48)).

Dokaz. Podla dosledku 40 sa MINQUE odhad ;? rovna

7 =(1,08 g,

pri¢om matica S~ je dané v leme 45 a prvky vektora g (definovaného v doésledku 40)
st dané v dosledku 44. Preto MINQUE odhad

- 1 Wn—Ie—-1 N\
T T —1) T—-u )9
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1 ItP + 112 — It — 1 1
It —1) (I —1)t (t+1)2

It—1
TII-DE(t-1) 4 2

¢o je ten isty odhad ako (47).
Podobne MINQUE odhad

1

= m(—l , )X

I t
>izt Zj:l Yz? tf:_12)2 Zz 1 (Z] 1 Yia)

>

i=1

t
ZYZ;; -

j=1

W {I Zz‘l—l (22—1 Yij)2 - (Zi[:1 22:1 Yij)1
1 I t 2
Tt(t+1)2 (Zi:l Zj:l Yij)

— 1 —t2—2t—1 ! tY i tI ty? —
CED AL Do\ Ya | HX D Y=

¢o je ten isty odhad ako (48). |
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10 ODHADY VARIANCNYCH KOMPONENTOV
ZISKANE METODOU MAXIMALNEJ VIEROHODNOSTI
(ML — ODHADY)

Jednou zo standardnych metdd ziskania odhadov je metéda maximalnej viero-
hodnosti. Vyzaduje si predpoklad o rozdeleni pravdepodobnosti pre ndhodné pre-
menné, ktorych realizdciami si ziskané (namerané) tdaje. Prirodzeny predpoklad
je normalita rozdelenia (v neposlednom rade pre matematické zvladnutie rieSenia).

Majme zmiesany linedrny model (55), teda

B
b, s+1
Yn,l :(XZ1ZS+1) . :XIB_A'_ZZZb“
i=1
bs+1
s+1 s+1

cov(Y) = ZU?V} = Za?ZiZQ =V,
i=1 i=1

b cR™ i=1,2...,5+1, Eb;) =0, var(b;) =02, i=1,2,...,5+1,
cov(b;, b;) = 0 pre ¢ # j (opétf pri oznaceni Z, 1 = Zy, bsy1 = by, JEH = o}
dostédvame model (15)). Predpokladdme Y ~ N,, (X3, V), teda hustota rozdelenia
pravdepodobnosti observa¢ného vektora je

1 1 ’ —1
- = o~ 3@=XB)V (y-XB)
e .
1w (27)% Vdet V

Funkcia vierohodnosti (,,z jednej realizacie* y) je

1 1 ry—1
68 L(B,o2,...,0% )= — " ¢ 2 XB'V (y-Xp)
(68) Bt ot) = o

" —
Realizacie odhadov 3,0%,. .., 02 1 ziskané metédou maximalne]j vierohodnosti

(ML-odhady) st také hodnoty Breal, {;?}real, ooy {o? 1 )real, Pre ktoré (68) nado-
btida maximum (pri realizacii y).
Maximum (68) sa dosiahne aj maximaliziciou

(69) I=InL= —%nln%r - %lndetV - %(y - XB)V iy - Xp).

Pri vypocitani takéhoto maxima vyuzijeme pomocné tvrdenie:

Lema 47. Nech a,x st n x 1 vektory,

da'x
ox

8a’w} _ Oda'z

je n x 1 vektor so sturadnicami { 3
b
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Nech A je symetricka matica n X n,

oz’ Ax
ox

je n x 1 vektor so sturadnicami { 1=1,2,...,n.

oz’ Ax B oz’ Ax
oz i - 8@ ’

Nech B je symetrickd nesingularna n x m matica, ktorej prvky b;; su funkciami

premennej t, ¢ize b;j = b;;(t), i, =1,2,...,n
0B Ob;; (t
—— je n X n matica, ktorej prvky st i ), 1,7=12,...,n,
ot ot
Odet B . " tica. ktorei kv st Odet B L9
e n X n matica, ktorej prvky st , i =1,2,....n
OB J )] PTVKY by, J

Plati

da’x 0Ox'a

ox  Ox
(i) 33:6’;43; =2Ax,
(iv) alngﬁ tr B~ 168?

Dokaz. Tvrdenia (i) a (ii) dokdZzeme lahko rozpisanim skaldrnych stéinov (pozri
tiez [9], str. 98). Pri tvrdeni (iii) si pomdZzeme nasledujicim spésobom:

Prvky matice B~! oznaéme bgj_l), 1,7 =1,2,...,n. Tiez st funkciami premenne;j
t, dize b =0 (1), i,j = 1,2,...,n. Pre i, j = 1,2,....7n je

_ 1)
(BB '}, = me 1oy V(1) = 8y

i Je tzv. Kroneckerovo delta, ¢ize 0;; =0 pre 1 = j a 0;; = 1).
8ij j Kroneck delta, Cize §;; =0 pre i # j a 6; = 1
Preto .
0 _ ) 1
= 5 BB =3 2 [han V(0] =
k=1

n (-1)
b ( ob
=3 k(! b( Dt +§ b ’” (), i,j=1,2,...,n,
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¢o v maticovom zapise je

0B 0B~ !
—B'+B =0
ot + ot ’
Cize .
0B~ 0B
=-B'—B
ot ot

Pri dokaze (iv) vyjdeme z rovnosti

det B
% = (det B)(2B~! — diag B™),
kde 1)
b3 (01) 0
diag B l= 0 b2
0 0o ... Y

(pozri [9], str. 98). Preto

Olndet B 1 OdetB Odet B 0b;;
detB ZZ B

ot  detB 0t oby; Ot
(1) _ (=D 1>5bm 19B
detBZZdetB (265" — b V6 ZZ Iy =tr B~
i=1 j=1 i=1 j=1

(lebo B aj B~! st symetrické matice). [

Pomocou (i), (ii), (iii), a (iv) ndjdeme maximum (69) rieSenim rovnic:

(70) 5713 =XVvly-X'VviXxpg=o,
ol 1 -1 / 1 y—1 'y —1
(71) W:*?GYV ZiZiJFi(y*Xﬁ)V Z,Z;V—(y— XpB) =0,
1=1,2,...,54+1
ov

(lebo 297 =Z,Z/,i=1,2,...,s+1).
o

A
—

Vo v8eobecnosti ﬁreal, {;}real, qo? +1}reala ktoré maximalizuju (69) (pri rea-
lizacii y) su riesenim (70) a (71) Kazdé rieSenie (70) a (71) nemusi vSak byt rea-

lizaciou ML-odhadu B, o2 ..., 0 +1 Musime sa eSte presvedéit o matici druhych
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derivacii

0%l o2l
oBops’ 0B0(03,...,02,,)
0%l 9%l
(72) o2 o2 )
7] op’ 0 d(o?,...,02)
02 0%

Ze je pre ziskané rieSenia (70) a (71) negativne definitnd.

1 je ¢ X ¢ matica, ktorej (,j)-ty prvok j Gl
- N ok je——0—
8,33,6"] qaxq ) J\%,7)-ty P J ((Mi,laﬁj»

0%l . . S . 0%
je ¢ x (s + 1) matica, ktorej (i, j)-ty prvok je

0B0(03,..., 02, ) 00,007
podobne
ol a 02
ot ot
0 ap’ 0 : d(oi,...,02)
0% 0%

Rovnako je nutné, aby

(73) {02 hrea > 0, {02}rem 20 i=1,2,...5.

V takomto pripade Breal, {02 }real; - - {02, 1 }real st realizaciami ML-odhadu B,
of...,02, ;. Ak pre rieSenia (70) a (71) neplati (73), ¢o nastane ked niektoré
{02} rear, i €{1,2,...,s+1} st zadporné, postupujeme tak, Ze vynechdme v modeli

tie faktory, pre ktoré {02 },ea st zdporné a pocitame ML-odhady v redukovanom
modeli. D4 sa ukdzat, Ze matica (72) je negativne definitnd v kazdom lokélnom

maxime funkcie (69) pokial toto maximum lezi vo vnitri parametrického priestoru,

t.j. ak pre rieSenia (70) a (71) plati {;’?}real >0,i=1,2,...,s+ 1.
Pre riesenie 3,0%,...02,; rovnic (70) a (71) plati

By=(V!'-vIX(X'VIX) X'V y=

(74) =V Yy - VXXV X)XV iy=

=V y-VIX(X'V X)XV IXB=V ' (y- Xp)
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1
orl 0 0
0 1
(vyuZijeme lemu 3 pre maticu V=2 X, kde V=2 =U VA2 U’,
0 0o ... \/17
A0 .00 '
0 A 1 1
V=U ) ) U, I=UU,V~2=(V2)"! pozri [2], str. 64).
0 0 ... X\
Pretoze pre 1 =1,2,...,5+1 je
s+1
(75) tr V' Z,Z =t VI Z,ZVIV =V Z,ZV Y 07Z,Z; =
j=1
s+1
=> [tr(V'2,2)V"Z;Z))s3,
j=1

mozeme pomocou (74) a (75) pisat ML-rovnice (70), (71) v ekvivalentnom tvare
(76) X'V1IXB=X'V"1y,
(77)

trV=12,Z,v—1z,Z] tr V1212V 2,2, ... wV 'Z1Z\V 'Z. 12,
tr V- 1Z,Z2,v—1z,2Z] tr V12,2,V 2,2, .. wV 2,2,V Z.1Z)

tt VT 21 Z VT 2 Z e VT 21 2 VT 222 . e VT Za 12 VT Ze 2L
ol Y(VIIVvIIXX'VTIX)TX'VTHZ, 2 (VT VTIX(XIVTIX) X VT )y
o2 Y(VI-VIIXX'VTIX) X'V )Z 2 (VT - VIX(X'VTIX) " X'V )y
x| . |=
2 Y (VI -VIIXX'VT'X)" X'V HZ, 12, |, (VT -V IXX'VT'X)" X'V )y

ML-rovnice (70), (71) alebo (76), (77) st nelinedrne v parametroch 07, 03,...,02, 4
a riesia sa numericky (itera¢ne).

Poznamka 48. Hartley a Rao v [3] zaviedli v modeli (55) transforméciu paramet-
rov oi,0%,...,02,, na nové parametre

2 2
2 _ 07 _ O
Us+17’yl_ 2 yeeey Vs = 2 .
Us+1 Us+l

Preto )

V=02 H V'=_—_--H"

05+1
—_—

Toto vedie k preformulovaniu ML-rovnic a k ML-odhadom o2 LV s
ML - rovnice pre 3,71, ..,%s, 0oy SU

X'VIXB=X'Vly

52



2 (y— XB)H '(y - XPB)

g =
s+1 n

(y—XB)H 'Z:ZH '(y — XP)

-1
tr H ' Z,Z] = .
s+1

i=1,2,...,s.

Iterac¢né rieSenie rovnic Hartleya a Raa moze byt v mnohych pripadoch jedno-
duchsie ako itera¢né rieSenie ML-rovnic (76) a (77).

Poznamka 49. Pre ML-odhady ,@,;?, ... ,Ug+1 vieme urcit asymptotickii kova-
rian¢éni maticu (pre n — o0):
02l 0?1
ﬁ oBos’ 0B0(03,...,02,4)
o? N 02l 0%
cov( : = -2 o7 —
g/gz al  |ag ol i |9(e3,...,0%)
‘7§+1 ‘7§+1
B
2
o
(78) = |
U§+1
B

: : of | ..

pricom v (78) je [(B,0%,...,02,1,Y) ndhodnou premennou, T ) je infor-
. o 034-1
macna matica ML-odhadov 3,0%,...,02, . Plati
L}
cov( of ) = X'V 0™ 9
: - 0 2Cc1 )
‘7§+1
kde
{CYij=t2V'Z,Z)V'Z;Z] ij=12,... s+1
Samozrejme tu vznika otazka, ¢o to znamend ,n — oco“ a ,=“ . Hartley a Rao

v [3] a Miller v [8] sa zaoberaju tymito problémami. Podrobnejsie tiez pozrite napr.
v [13].
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11 ML-ODHADY VO VYVAZENOM MODELI
S JEDNYM NAHODNYM EFEKTOM

Hladajme ML-odhady 3,02, 02 vo vyvézenom modeli s jednym ndhodnym efek-
tom, ¢ize v modeli

Y1

]-t,l [024] 6/1
1,1 ® e
X = 1n,1> Zl = . ) Z2 = In;ru

1t,1 ® eII
cov(Y)=02Z,Z) + 021 =V,

Y je normélne rozdeleny. (Ak prezna¢ime 03 = o2, dostavame vyvaZeny model
(40)).

Aj v tomto jednoduchom modeli st rovnice (76) a (77) komplikované. Jedno-

duchsie je najst riesenie rovnic (70) a (71). Plati

1 2

cov(Y) t=V~l= 1T %

- 5212
I T N

It
(to? + 02)

1 o2
Xvix=1(=1 -—3+ 7,7 |1=
(o% o3(to? +o3) 1

2
1 o7

I

Xv1y=1(5I - 77—
<J§ o3(tof + 03)

zlzg> Y.

Pre [3,;? a (/rg, ktoré s rieSenim (70) plati
(80)
A o2+ o2y [ 1 2
B=(X'V'X)'X'V'Y = {to1 +03) "1;: o) <A1’ S — 1'le{> Y =
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o~ — - I t
it (1 g g)y-lyyo Ly vy,
1t o3 o3(to? + 03) It Iti

Lema 50. V modeli (79) plati

It
V7 IZZ =tr Z V2 = ——
r 141 T4 ! (to? +03)’

A o 1 1
_ Iyy—1 ! —1 _ _ r /
Y -Xp)YV—"Z,Z7Vv (Y - Xp)=Y {(ta% o) <Z121 Ill )} Y,

kde 3 je dané vztahom (80).

Dokaz. Lemu dokazeme jednoduchym dosadenim a tdpravami, pricom vyuzijeme
rovnosti uvedené pred vztahom (80). Dokaz urobte ako cvidenie.

Daosledok 51. Nech B,;? a gg st rieSenia ML-rovnic (70) a (71) pre i = 1. Plati

-~ -5 1 1

Dokaz. Vztah (81) lahko dostaneme ak vyuzijeme vysledok lemy 50 a ML-rovnicu
(71) pre i = 1. Dokaz urobte ako cvicenie.
Lema 52. V modeli (79) nech 3, ;? a gg st rieSeniami rovnic (70) a (71) prei = 1.
Potom plati
It (t—1)o?+ o3
V12,2 — vt = L U= Voit oy
0% to% + 0%

)

) X 1 1 Io?
Y -~ XP)V ' Z,Z,V-HY - XB) =Y A(I—zlz;> Y+ —22
ol t to} + o3

Dokaz. Lemu dokéZeme podobne ako lemu 50. UZitoéné je udrziavat pokope vyraz
to? + 02. Dokaz urobte ako cvicenie.

o~

Daosledok 53. Nech B,;% a 02 st rieSeniami ML-rovnic (70) a (71). Plati

1 L, 1 :
(82) :[(t_DZZKrmZ DY

Dokaz. Vztah (82) dostaneme ak vyuzijeme (80), (81) a lemu 52 v rovnici (71) pre
1 = 2. Dokaz urobte ako cvicenie.
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Pretoze ML-odhad danej funkcie parametrov je ten isty ako tato funkcia
ML - odhadov parametrov, pre ML—odhad 0% dostavame z (81) a (82)

o~

— t/E /E_ 2
o (tof + o3) o3 _

2: =
1 t
Yl yizzy  tyary YfLY’Y+;Y’Z ZYy\ =
t It T I(t—1) Ii(t—1)° 711
1 t—1
-Y'|—— (72 -T - —11)|Y =
[It(t—l)( 1 It )]
1 t 2 1 I t
— Y- Y2_
It(t—l); ; “ It(t—l);; K

1 I t
(53) e (22

Poznamka 54. Samozrejme {02 }real @ {03 }real st realizécie ML—odhadov len ak
{U%}real 2 0a {Ug}real > 0.

Poznamka 55. ML-odhad EE je ten isty ako odhad (48) navrhnuty Henderso-

nom, ¢i MINQUE odhad parametra 3. ML-odhad o? je rézny od Hendersonovho
odhadu parametra o3 (Hendersonov odhad je ten isty ako MINQUE odhad).

Samozrejme ML-odhad Eg je preto nevychylenym odhadom 3. Poéitajme teraz
stredntt hodnotu ML-odhadu o2. Podla lemy 10 je

£(0?) = ﬁ {621’ (ZIZ{ I - t;tl11'> 1+
+tr <leg -1 - t;tln’) (o3I + a%leg)} =
I-1 o3
(84) = Ta% - Ti
Poznamka 56. Z (84) vyplyva, ze ;? nie je nevychylenym odhadom 3.
Lema 57. Pre kovarian¢ni maticu ML-odhadov (?r?, c;g)’ plati

. 205 2(to? +02)>1-1 o5
2 2 2 -
o2\, | et -1 It I It(t— 1)
(85) cov(<gg>) = ) o 204
It(t —1) I(t—1)

Dékaz. Lemu dokézeme pomocou vety 18 (pozri tiez cvifenie 1 na str. 32). Opéit
odporti¢ame udrziavat pokope vyraz to? + o2. Dokaz urobte ako cvicenie.

ML-odhady v zlozitej$ich modeloch ako aj iné typy odhadov néjdete napr. v [13].
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12 ODHADY ZISKANE METODOU NAJMENSICH STVORCOV

Majme zmiesany linedrny model
Y =XB+Z1by + Zobs+ ...+ Zsbs + Z11bs 41

s rovnakym oznacenim ako v (55) (resp. (15), pricom v (15) predpokladdme I =
=Zs1, € = by, 02, = 03). Samozrejme

s+1
cov(Y) =01 212} + 03222 + ...+ 022 Z, + 021 Zo1 Zl s = Y 0LV
i=1

Definicia 58. Povieme, Ze 3 je odhad pevnych efektov ziskany metédou najmen-
Sich Stvorcov, ak

XB-Y|?= inf | XB-Y|>?

IX6-Y|? = jut |X68- Y2,
pri¢om || - || je Euklidovskd norma vektora, t.j. |z|| = Vz'z.

Veta 59. Ak B je odhad pevnych efektov ziskany metodou najmensich Stvorcov,
tak
XB=XX'X)"X'Y

a pre linedrne nevychylene odhadnutelnti funkciu p’3 je disperzia

s+1
DE'B) = p(X'X) X' Y o?ViX(X'X) p.

=1
Dokaz. Plati
IXB-Y|?=(XB-Y)(XB-Y)=0FX'XB-2Y'XB+Y'Y.
Nech
gt IXB - Y|P = | X[(X'X) XY +6] - Y| =
€RRe
=(X(X'X) XY+ X6-Y)(X(X'X)X'Y+X6-Y)=
—Y'X(X'X)"X'X(X'X)"X'Y+Y'X(X'X)"X'X6-Y'X(X'X)"X'Y+
+OX'X(X'X) " X'Y+X'X6-8X'Y -YV'X(X'X)"X'Y-Y'X6+Y'Y =
= X(X'X)"X'Y - Y|+ X8

teda vskutku .
XB=XX'X)"X'Y.

Podla lemy 1 je p’3 linedrne nevychylene odhadnutelna prave vtedy ak p € u(X’),
teda Jw € R", ze p = X'w. Preto

D(p'B) = D(w'XB) = D(w' X(X'X)" X'Y).

Dékaz uz Tahko dokonéime. O
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Definicia 60. Odhad 6 = (;?7 ...,02.,), pre ktory plati

s+1/\ " s+1 »
I o?Vi=S(?= min [|Y ¢V -3,
i1 Cly--+3Cs+1 i—1

kde B . .
2= (XB-Y)XB-Y),

( B je odhad pevnych efektov ziskany metédou najmensich stvorcov; b je tzv. pred-
bezny odhad matice cov(Y'); ||.|| je Euklidovskd norma matice, teda || Al =

= Vtr AA’) sa nazyva odhad varian¢nych komponentov ziskany metédou najmen-
Sich Stvorcov.

Veta 61. Oznacme

tr XV; trViVi, eV ... tt ViV,
tr XV, tr VoVp tr VoV .. tr VoV
q= . ) = .
tr =V, trViiVi tr Vo Ve .. 1V Vi
o= (0},...,02 1) je odhad variancnych komponentov ziskany metédou najmen-

Sich stvorcov prave vtedy ak

Dokaz. Hladajme
s+1

min || V- Z|? =
ClyeeesCst1 =1

s+1 s+1
= min tr(z Vi — 2)(2 ¢V, —%) =
i=1 j=1

Cly--3Cs+1

s+1 s+1 s+1 N o
= min E E cicitrViVy — 2 E GtrXV, +tr X3 ) =
C1y..5Cs+1 - X X
=1 j=1 =1

= min {¢'Qc—2c/q+tr if]} = d(c).
ccRs+1

Nutna podmienka existencie minima je

0P

— =2Qc—2q =0,

dc
Cize ak & je odhadom varianénych komponentov ziskany metédou najmensich stvor-
cov, tak

Qo =q.
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Naopak, majme u(® e R*t! pre ktory plati Qu(®) = g a & Tubovolny z R5+1.

Potom
s+1

min || V- Z|? =
=1

Cly..,Cs+1

s+1
: (0) |2
= E S5V =3 =
51.,1}.1,1(24—1 || i:1(u7, ) ||
s+1 ( ) s+1 ( )
. 0 - 0 <\’
= t 4+ 0,)V, - X L0V =) =

i r(l;(uz ) ><;<uj Vi =)

= min {(w® +6)Q(u® + 8) — 2(u® + 6)q+ tr =X} =
cRs 1

= 5Hﬂ1§il}- {u(o)/Qu(O) 1+ 2u®'Q8 +6'Q5 — 2¢u® —2¢'6 +trEX} =
€Rs 1

= 5miril{5’Q5 — u(O)IQu(O) + tr f]f]} = —u(o)/Qu(O) + tr f]f),
€Rs
z &oho vypljva, Ze minimum je dosiahnuté pre vektor & = u(?) 4§, pricom 6’ Qd =
0 < Q4 = 0 (lebo Q je p.s.d. matica). Teda pre odhad & varianénych kompo-
nentov ziskany metédou najmensich stvorcov plati Q6 = Q(u'®) + §) = q. O

Désledok 62. Odhad varianénych komponentov ziskany metédou najmensich
Stvorcov existuje prave vtedy ak q € u(Q).

Désledok 63. Ak Vi,..., V., st linedrne nezavislé, tak odhad o2 variancnych
komponentov ziskany metédou najmensich Stvorcov je

6=Q 'q,

kde

Y' MxViMxY

Y'MxVoMxY

q = : )
Y'MxV, 1 MxY

Mx=I-X(X'X)"X'
Dokaz. Oprieme sa o fakt, ze Vi,..., Vs st linedrne nezavislé prave vtedy, ak Q

je regularna matica a vyuzijeme jednoduchu upravu
g =tr 2V, =tr(Y — XB)(Y — XB)'V, =

= (Y - XB)Vi(Y - XB) = Y(I - X(X'X)" X')Vi(I - X(X'X) X')Y =

Doékaz urobte ako cvicenie.
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Poznamka 64. Ak p = (p1,p2,...,ps+1) € R¥*L tak odhad

o —

s+1
Zplo—r? = p/&v
i=1

kde Qo =gq.

Veta 65. Ak Vq,V,, ...,V 1 st linedrne nezavislé, tak

—

(87) E(o?) = (Uf,ag,...,agﬂ)RQ*lei, 1=1,2,...,5+1,
kde
tI'MvalMval tI‘MvalMXv'Q tI‘MvalMvas_H
R tI‘Mx‘/QMx‘/l tI‘Mx‘/QMx‘/Q tI‘Mx‘/QMx‘/H,l
trMxV, 1 MxV1 trMxV, 1MxVa ... trMxV, 1MxV,

Doékaz. Podla dosledku 63 je pre i =1,2,...,5s+1
o7 =€Q 'g=4q'Q e,
teda pomocou lemy 10

E(0F) = (E(Y'MxViMxY),...,.8(Y'MxV,11MxY))Q 'e; =

3

s+1 s+1
— (tr MxViMx > olVi,... tr Mx V.11 Mx Zﬁw) Qe =
=1 =1

s+1 s+1
— (Z o? terleXw,...,Zaf trMXV;MXVZ) Q e =
=1 =1
= (0%,03,...,af+1)RQflei. O

Veta 66. Ak Y ~ N (Xﬁ, Ef;l U?W) a Vi,..., V41 st linedrne nezavislé, je

D(0?) =2e,Q"'WQe;, i=1,2,... 5+1,

kde
s+1 s+1
{(Whiy =YY olot tr MxViMx Vi MxV;MxVi, i,j=1.2,...,5+1.
k=11=1

Dokaz. Pocitajme pre ¢,5 =1,2,...,s+ 1 pouzitim vety 18 a lemy 10
COV(Y/MXv;MxY, Y/Mx‘/}MXy) =
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=E&(Y'MxViMxYY'MxV;MxY)—E(Y' MxV,MxY)E(Y' MxV;MxY) =

s+1 s+1
=2 Y opo; tr Mx V;Mx Vi MxV; Mx Vi+
k=11=1
s+1 s+1
+tr MxViMx Y _opVitr MxV;Mx Y _o,Vi—
k=1 =1
s+1 s+1
—tr MxViMx Y opVitr MxV;Mx Y o/Vi =
k=1 =1
s+1 s+1
=23 "> oo} tr Mx V;Mx Vi, MxV;MxV,.
k=11=1
Preto

cov(q) = 2W.

Teraz uZ lahko dostdvame
(88) D(0?) =D(eQ 'q) = €}Q  cov(q)Q e, = 26,QT'WQ le;. D

Iné vlastnosti odhadov ziskanych metédou najmensich Stvorcov pozri napr. v [15].

13 ODHADY ZISKANE METODOU NAJMENSICH STVORCOV
V MODELI S JEDNYM NAHODNYM EFEKTOM

Majme model (40), teda

K]:ﬁ+bz+€lja i=12,. 'ala
]:1a25" » T s
kde ndhodny vektor
b1
ba
b1= . NN(O[J;O'%I)
br

a chybovy vektor
e ~ N(0,021)

su nezavislé. Model zapiseme ako

B
Y1 =(X:ZiZy) [ b1 |,
£
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kde
1”171 ® ell
1n2,1 [ 6/2
X = 1”,13 Zl = : ) Z2 = ITLJM
1"171 ® e/I

n= Zle n; (pozri aj kapitolu 9),
E(Y)=Xp=1p,

cov(Y) = 02Z,Z} + 022, Z} = 02 Vi + 02V, = 02V} + 021.

Pomocou vety 61, dosledku 63, pozndmky 64, vzorcov (87) a (88) spocitame odhady
ziskané metddou najmensich stvorcov a urcime ich stredné hodnoty a disperzie.
Plati

I
tr ViVi =tr Z,Z1 2, Z, =tr Z, 2, Z, Z, = Zn2
=1

I
trViVo =te Vil =tr 2,2} = Y n; =n,
=1

I
tr VoVo =trl I = an =n.
i=1

Preto pre maticu Q z vety 61 a jej inverziu plati

Q= (25:17%2 n)

n n

" ot (5 o)

Dalej budeme potrebovat vyjadrit maticu Mx (z dosledku 63):

1
Mx=I-X(X'X)"X'=I—--1,.1,,.
n ' ?

Spocitame aj

1 1
MxViMx = (I —-11)Z,Z;(I ——11") =
n n

1 1 1
=Z,\Z, - ~1V'Z,Z — ~Z,Z{11' + —11'Z, Z{11'.
n n n
Vyuzijiac vypocty z kapitoly 6 dostavame
(90) Y'MxViMxY =

62



1 1 1
=Y(2:2] - WWZZ) — ~Z1 211 + 11 Z, Z]11)Y =

2
I n; I n; I Nk
S En) rSnaSe LS (xS
i=1 \j=1 i=1 j=1 k=1 1=1 i= k=11=1
(91) Y'MxVaMxY =Y'MxY =Y'(I — %11’)}/ -

2
I n; I n;
Z Z ; : Z Z
- . . )’L‘] n . . )’LJ
i=1 j=1 i=1 j=1

Podla dosledku 63, poznamky 64 a vzorcov (89), (90), (91) sa odhady jednotlivych

varianénych komponentov ziskané metédou najmensich Stvorcov rovnaja

= o on o (Y'MxViMxY\ _
(92) 01 = elQ q= n(zl ) )(13 1) <Y/MX‘/'2MXY

=11 — N

n; I I

= XI: ZYU TZLZZYZJ;nk;Ykﬁ

Zzln —N =1 \j=1 i=1 j=1

2
I 2 I n; I N,
e PN RS SR
i=1 j=1

i=1 j=1

ng

. I
(93) 032—17 Z ZYQ + = ZZY”ZWZYM—
k=1 =

Dim1 ”z i=1 \j=1 i=1 j=1
S 2
2 Zl n? Zé n? i
(3| e B Z PRG
=1 j=1 =1 j=1
Pre vyvazeny model, teda v pripade n; = ns = ... = n; =t dostdvame z (92)
. 1 I t 2 i1 [ 2o
R D3 i IR § ) ) S S Wi
i=1 \j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

az (93)
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2

1 t I 1 t
TR R S PR
=

i=1 j=1 i=1

Z (94) je vidiet, ze odhad o ziskany metédou najmensich Stvorcov je vo vyvé-
zenom modeli s jednym nahodnym efektom ten isty ako ML-odhad a rézny od
Hendersonovho (ktory je totozny v tomto pripade s MINQUE odhadom). Pozri tiez
poznamku 55.

Z (95) vidime, Ze vo vyvazenom modeli s jednym nédhodnym efektom st Hender-
sonov, MINQUE, ML aj odhad ziskany metédou najmensich Stvorcov parametra
o3 totozné (v pripade Hendersonovho odhadu je oznaceny ako o3). Je preto zrejmé,

—

7e odhad 02 ziskany metédou najmensich Stvorcov vo vyvazenom modeli s jednym
nadhodnym efektom, je nevychyleny.

Poé¢itajme teraz stredntt hodnotu odhadu ¢ ziskaného metédou najmensich
$tvorcov. Podla vety 65, vztahu (87) je

E(of) = (o1, 03)RQ €},

kde
(96) {R}11 = tr Mx ViMxV; = tr Mx Z1 Z, Mx Z, Z, =
s 0 0 ny
0 no 1| ne2
=tr . ) - = .| (n1,ne, ..o mp) | X
0 0 nr ny
ni1 0 0 ni1
0 no 1| n2
X —— | . | (n,ne,...ng)| ¢ =
n
0 0 nr nr
! 2 & 1 ’
_ 2 3 2| _
=1 =1 i=1
1 (< T 1 2 T
_ _ 2, 4 2| 3
(g k() e,
i=1 j=1 i=1 i=1
I L J
97 R} = {R}o1 = tr Mx Z, Z\Mx I = P—— 2
(97) {R}2 ={R}21 =tr Mx Z1Z; Mx ;” n;nz
a
(98) {R}QQZtI'MXV.QMXV.Q:tI'MXMX:n—l.



Pomocou (89), (96), (97) a (98) dostavame
(99) E@) = (0, oD =y
7 Zz‘l=1 n; —n
2
oS+ (Sho) -2 Sln] a-iTln (4)-
n-— % Z{:l 7112 n— 1

1
= ——r— (1, o7)x

n(d> iy n? —n)
((n—i—l)zl n2+l(21 n2)2—221 n3—n2>
X 1=1" n 1=1" 1=1" —

- =
n— 3 n;
o? ! 1 ! ’ ! o2
1 2 2 3 2 2
=——F 5 (n—!—l)Zni—F(Zni) _227%‘—” - —=.
n(Ximimi —n) i=1 m\iz1 i=1 "
Spocitajme este rovnakym spésobom

- 1
(100) £} = (03, ) —p——5——
n

2
I I I 1
5 <n2i_1n12+'r11(2i_1n12) =23} 712_21'_17%2> (1 _11 ):
1 .

1 2 2)<2Zf=1”?1+2(211=1n12)2> _
n(Xi_ini —n)

Vo vyvazenom modeli dostavame z (99)

244 2

= 1 It o
101 (o)) = ——— |(It+ D)It2 + — — 21t — %% — 2 =
(101) (o) It(It2 — Tt) [( + DI+ It It
I-1 1
=0t - o

I It

(samozrejme vo vyvazenom modeli je £(02) = 03).

Teraz spocitajme disperzie odhadov varianénych komponentov ziskanych me-
tédou najmensich Stvorcov v modeli s jednym nahodnym efektom. Potrebujeme
pritom este nasledujiacu lemu.
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Lema 67. V modeli s jednym nahodnym efektom pre maticu W z vety 66 plati
(Wi = ottr(Z,Mx Z))* + 20202 tr(Z, Mx Z,)* + o3 tr(Z, M x Z,)?,

{(Whis = {W}o = ot tr(Z,Mx Z,)3 + 20202 tr(Z,Mx Z1)* + oatr Z\Mx Z,,
{W}a = o tr(Z1Mx Z1)* + 20105 tr Z| M x Z; + 05 tr Mx,

trMx =n—1,
1
tr Z'MxZy =n— — 2
I 1 X 41 n nizzln“
1 I A 2 T
tr(Z,Mx Z,)? = = nan—&—(an) —2Zn§’ )
n n
i=1 i=1 i=1
I 5 [t 3 I 1 I 3
S S YLD SURE S o) SRR Pt B
i=1 i=1 i=1 =1 i=1

I 4 I 4 I 9 I 2
TR SRS SURED 3D RET b3t I8

i=1 i=1 i=1 j=1 i=1
4
I I I
n3 Z ! Z ! nt Z '
=1 Jj=1 =1

Dékaz vykoname jednoduchym, ale zdihavym dosadzovanim a spocitavanim. U-
robte ho ako cvicenie.

Pocitajme teraz podla vety 66 (vyuZijic lemu 67):
(102)

- 2
D(0?) =2e/Q ' WQ e, =

m({w}ll —2{Whip +{W}a) =

2
= o1 tr(Z1Mx Z1)" — 260(Z1 Mx Z1)° + tr(Z] Mx Z1)*)+
(Zi:l ni - n)
+20202[tr(Z 1 Mx Z,)? — 2t1(Z, Mx Z,)? + tr Z, M x Z1 ]+
+o3[tr(ZyMx Z,)* — 2tr Z, M x Z; + tr M x|}.

Podobne
(103) D(03) = 2¢4Q ' WQ 'es =

I
2 2
e [ Wh = S Y W + (
=1

n? Wihaa| =
(X iz ni —n)? ; Z) Wi

SEES
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I T 2
1 2 / 2 1 2 /
— | - “Ntr(Z7MxZ1)* + | — - trZ MxZ,| +
(n E nl> r(Z1Mx Z) <n;_1nZ r Z'Mx Z,

2
I I
2 1
+ 05 [tr(ZMx Z,)? — - Y ntrZiMxZy + (n §4_1 n§> tr Mx

i=1

Lema 68. Vo vyvazenom modeli s jednym nahodnym efektom je

D(;?) _ 205 2(to? +02)% 1 — 1’
It2(t — 1) It2 I
— ol
D(o2 2
(02) I(t _ 1)
Dokaz. Lemu dokdzeme vyuzitim lemy 67 a dosadenim n; =ny =...=ny =t do

(102) a (103). Dokaz urobte ako cvienie.

Vysledky lemy 68 porovnajte s lemou 57 a cvi¢enim 1 na str. 32.

Pre dalsie $tdium problematiky odhadov varianénych komponentov odporucéa-
me napr. monografiu [13].
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