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6.2.2 Redukovaná gramatika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

6.2.3 Gramatika bez jednoduchých pravidel . . . . . . . . . . . . . 61
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Kapitola 1
Teoretická informatika

Tato kapitola je předevšı́m motivačnı́ – dovı́me se zde, jaký má teoretická informatika význam,

jak vznikla a také jaké jsou možnosti jejı́ho praktického použitı́.

1.1 Vznik a vývoj teoretické informatiky

Vznik teoretické informatiky – tři kořeny:

1. matematika,

2. jazykověda,

3. biologie.

1.1.1 Matematika

Počátek 20. stoletı́: rozvoj logiky.

Roku 1936 – zjištěnı́: „Nelze cokoliv jednoznačně určit a vypo-

čı́tat.“

Otázka: „Co lze vypočı́tat?“

=⇒ Turingův stroj a dalšı́ výpočetnı́ modely

Alan Turing (1912–1954)

Vytvořil Turingův stroj jako matematický model

„Na tomto stroji lze vypočı́tat právě to, co je vypočitatelné.“
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Obrázek 1.1: Turingův stroj

Vlastnosti Turingova stroje:

• řı́dicı́ jednotka se vždy nacházı́ v některém z předem určených stavů,

• čtecı́ a zápisová hlava je vždy na některém polı́čku pásky,

• v každém kroku se stroj řı́dı́ podle stavu jednotky a podle obsahu polı́čka, na

které ukazuje hlava,

• podle těchto dvou údajů se rozhodne o akci, která spočı́vá

– ve změně stavu jednotky (napřı́klad ze stavu „načı́tánı́ “ do stavu „na-

čteno“ nebo ze stavu „pracuji“ do stavu „vypı́nám“),

– přepsánı́ obsahu polı́čka na pásce něčı́m jiným (nebo může polı́čko zůstat

beze změny), a

– posun na pásce vpravo, vlevo, a nebo může hlava zůstat na stejném

polı́čku.

Výsledkem činnosti stroje obvykle bývá obsah pásky, důležitou informacı́ může

být stav, ve kterém stroj skončil výpočet (je množina koncových stavů).

Dalšı́ modely: Turingův stroj byl moc složitý pro některé jednoduššı́ výpočty,

proto vznikly jednoduššı́ modely – konečný automat a zásobnı́kový automat.

Vlastnosti konečného automatu:

• řı́dicı́ jednotka se vždy nacházı́ v některém z předem určených stavů,

• čtecı́ hlava je vždy na některém polı́čku pásky,
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Obrázek 1.2: Konečný automat

• v každém kroku se stroj řı́dı́ podle stavu jednotky a podle obsahu polı́čka, na

které ukazuje hlava,

• podle těchto dvou údajů se rozhodne o akci, která spočı́vá

– ve změně stavu jednotky (napřı́klad ze stavu „načı́tánı́ “ do stavu „na-

čteno“ nebo ze stavu „pracuji“ do stavu „vypı́nám“),

– posunem na pásce o polı́čko vpravo.

Narozdı́l od Turingova stroje se čtecı́ hlava posouvá v každém kroku o polı́čko

doprava a nemá možnost zapisovat. Výsledkem činnosti automatu je pouze infor-

mace o tom, ve kterém stavu stroj skončil, a zda přečetl celý obsah pásky (když

nepřečetl a „zasekl se“ – pro daný obsah pole na pásce a momentálnı́ stav třeba

nenı́ definována žádná akce).
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vnitřnı́ pamět’)
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Obrázek 1.3: Zásobnı́kový automat
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Vlastnosti zásobnı́kového automatu:

• řı́dicı́ jednotka se vždy nacházı́ v některém z předem určených stavů,

• čtecı́ hlava je vždy na některém polı́čku pásky,

• automat má k dispozici zásobnı́k, kde přidává shora a také shora vybı́rá,

• v každém kroku automat vyjme jeden prvek ze zásobnı́ku, a řı́dı́ se podle

tohoto vyjmutého symbolu, stavu jednotky a také se může (nemusı́) řı́dit

podle obsahu polı́čka, na které ukazuje hlava,

• podle těchto třı́ (nebo dvou) údajů se rozhodne o akci, která spočı́vá

– ve změně stavu jednotky (napřı́klad ze stavu „načı́tánı́ “ do stavu „na-

čteno“ nebo ze stavu „pracuji“ do stavu „vypı́nám“),

– posunem na pásce o polı́čko vpravo, pokud v tomto kroku četl symbol

ze vstupnı́ pásky (tj. když čte ze vstupu, zároveň se posune dál),

– může uložit do zásobnı́ku jakýkoliv počet prvků (i žádný), a to postupně

po jednom, ten, který vložil jako poslednı́, bude hned v dalšı́m kroku

vyjmut.

Narozdı́l od konečného automatu čtecı́ hlava nemusı́ pracovat v každém kroku

(bud’ čte a zároveň se posune, nebo nepracuje vůbec), nemá možnost zapisovat

a pohybuje se jen směrem doprava. Výsledkem činnosti je informace o stavu, ve

kterém stroj skončil, zda přečetl celý obsah pásky, a přı́padně může být důležité,

zda do konce výpočtu stačil vyprázdnit celý zásobnı́k.

1.1.2 Jazykověda

Formálnı́ gramatika řešı́, jak se slova utvářejı́ (u matematických kořenů byl řešen

problém rozpoznávánı́ již utvořených slov či sekvencı́ signálů).

Noam Chomskij Zkoumal syntaxi jazyka a schopnost lidı́ mluvit.

„Všechny jazyky jsou utvořeny přibližně stejným způsobem, majı́ stejný zá-

klad.“

✍
Definice 1.1 (Formálnı́ gramatika) Formálnı́ gramatika je soubor obecných pravidel,

generujeme větu na základě jejı́ struktury (syntaxe).
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Přı́klad 1.1

S → [begin]A[end]

A→ P ;

A→ P ;A

P → [vypis]T

T → [pismenko]

T → [pismenko]T

S ⇒ [begin]A[end]⇒ [begin]P ; [end]⇒ [begin]P ;P ; [end]⇒

⇒ [begin][vypis]T ;P ; [end]⇒

⇒ [begin][vypis][pismenko]T ;P ; [end]⇒ . . .

⇒ [begin][vypis][pismenko][pismenko][pismenko];

[vypis][pismenko][pismenko][pismenko][pismenko]; [end]

Základnı́ princip: Věta se skládá ze slov, při skládánı́ částı́ potřebujeme také po-

mocná slova („obecné termı́ny“), za která můžeme dosadit posloupnost skládajı́cı́

se ze slov a pomocných slov – rekurze.

Pomocná slova = neterminálnı́ symboly, skutečná slova = terminálnı́ symboly

Typy formálnı́ch gramatik:

• Gramatika odpovı́dajı́cı́ Turingovu stroji: pravidla α→ β

• Bezkontextová gramatika: pravidla A→ β

• atd.

1.1.3 Biologie

Aristid Lindenmayer. Lindenmayerovy systémy (L-Systémy) – zjistil, že když

upravı́ formálnı́ gramatiku a pozměnı́ jejı́ chovánı́, dokáže napřı́klad simulovat

růst a vývoj rostliny nebo dělenı́ buněk.

Pravidlo: b→ bb

Výpočet: b⇒ bb⇒ b4 ⇒ b8 ⇒ . . .
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Jeho žáci pak přišli na možnost grafické interpretace L-Systémů⇒ různé typy

fraktálů. U fraktálů generovaných L-Systémy jde o to, jak poměrně složitý ná-

kres vygenerovat co nejjednoduššı́m řetězcem „obyčejných“ symbolů, které majı́

význam určité instrukce (vykresli čáru, popojdi bez vykreslenı́, otoč se doprava,

doleva, ulož pı́smeno do zásobnı́ku, vyjmi pı́smeno ze zásobnı́ku, apod.).

Uplatňuje se rekurze, tedy totéž pravidlo (nebo tatáž pravidla) se použı́vá pořád

dokola tak dlouho, dokud nevznikne dostatečně dlouhá a „složitá“ posloupnost

instrukcı́.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 1.4: Několik fraktálů vygenerovaných pomocı́ L-Systémů
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Napřı́klad obrázek 1.4c na straně 7 vznikl z řetězce F+F+F+F+F+F tak, že jsme

rekurzı́vně všechny symboly F (i ty nově přidávané) zpracovali pravidlem

F→ F[+F+F]F.

1.2 Možnosti použitı́ teoretické informatiky

• stavové programovánı́, překladače

• modelovánı́ matematických výpočtů

• analýza přirozeného jazyka (kontrola pravopisu, překlady, atd.)

• L-Systémy: biologie, fraktály (malı́řstvı́, filmy, apod.), fyzika (teorie chaosu,

modelovánı́ turbulence, studium tornád, atd.)

• porovnávánı́ složitosti různých algoritmů dělajı́cı́ch totéž

• DNA-výpočty

• fyzika – kvantové počı́tače

• . . .



Kapitola 2
Konečné automaty

Nejdřı́v se budeme zabývat nejjednoduššı́m typem modelů, které byly zmı́něny v kapitole

1.1.1 o matematických kořenech teoretické informatiky, konečnými automaty, a také se

podı́váme na základy práce s jednoduchými gramatikami, se kterými jsme se už trochu

seznámili v kapitole 1.1.2.

2.1 Konečný automat

Konečný automat je vždy v některém (vnitřnı́m) stavu, který si můžeme představit

jako proměnnou nabývajı́cı́ předem stanovených hodnot. Pracuje jednoduše tak, že

na základě informace o svém momentálnı́m stavu a dále podle signálu, který dostal

(symbolu na vstupu) se přesune do některého jiného stavu a zároveň se posune na

vstupu, tedy očekává dalšı́ signál (je připraven načı́st dalšı́ symbol z pásky).

Na obrázcı́ch 2.1, 2.2 a 2.3 vidı́me několik jednoduchých diagramů (orientova-

ných grafů) konečných automatů. Diagram přehledně (u jednoduššı́ch automatů)

zobrazuje přechody mezi stavy (šipky) a signály (symboly), které jsou při tomto pře-

chodu načı́tány a zpracovávány (ohodnocenı́ šipek).

��
��
��
��
V

vypni

zapni
��
��
Z

Popis:

V . . . . . . . . . . vypnuto

Z . . . . . . . . . . zapnuto

Obrázek 2.1: Elektrický spotřebič jako konečný automat

9
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v

t t

��
��
��
��
V

z

��
��
OČ

v ��
��
OZ

v

��
��
Z

v

t t

Popis:

V . . . . . . . . . . . . . . . . . . vypnuto

Č, Z . . . . . . . . . červená, zelená

OČ . . . . oranžová od červené

OZ . . . . . oranžová od zelené

Obrázek 2.2: Semafor jako konečný automat

�
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�
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�
�

�
�Tisk

Obrázek 2.3: Automat na jı́zdenky

✍
Definice 2.1 (Konečný automat) Konečný automat je uspořádaná pětice

A = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde je

Q. . . neprázdná konečná množina stavů

Σ. . . neprázdná konečná abeceda (množina signálů)

δ. . . přechodová funkce, definovaná nı́že

q0. . . počátečnı́ stav, q0 ∈ Q

F . . . množina koncových stavů, F ⊆ Q, F 6= ∅

✍
Definice 2.2 (Přechodová funkce) Přechodová funkce δ konečného automatu (dále KA)

A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je zobrazenı́ δ : Q× Σ→ Q

δ(stav, signál) = stav

Napřı́klad: δ(vypnuto, zapni) = zapnuto
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Potřebujeme vědět:

• ve kterém jsme stavu,

• co ještě zbývá přečı́st (zpracovat).

Tyto informace jsou uloženy v konfiguraci automatu, která se postupně měnı́.

✍
Definice 2.3 (Konfigurace konečného automatu) Označme Σ∗ množinu všech slov,

která lze utvořit ze symbolů abecedy Σ. Konfigurace KA je uspořádaná dvojice (q, w), kde

q ∈ Q, w ∈ Σ∗ (nepřečtená část vstupnı́ pásky).

• Počátečnı́ konfigurace: (q0, w0)

(jsme v počátečnı́m stavu a w0 je celé zpracovávané slovo)

• Koncová konfigurace: (qf , ε), qf ∈ F

(ε je prázdné slovo, tj. řetězec s délkou 0, neboli celé slovo již bylo zpracováno)

✍
Definice 2.4 (Přechod mezi konfiguracemi) Relace přechodu mezi konfiguracemi je

definována jako ⊢: (Q,Σ∗)× (Q,Σ∗), kde platı́:

(qi, aw) ⊢ (qj, w) ⇔ δ(qi, a) = qj

(relace přechodu mezi konfiguracemi je tedy závislá na funkci přechodu δ).

✍
Definice 2.5 (Výpočet slova v konečném automatu) Výpočet slova v konečném auto-

matu je posloupnost konfiguracı́ spojených relacı́ přechodu, začı́najı́cı́ počátečnı́ konfiguracı́

s daným slovem a končı́cı́ některou koncovou konfiguracı́.

Přı́klad 2.1

Výpočet slova v konečném automatu – semaforu na obrázku 2.2 na straně 10 může

být napřı́klad takový:

(V, zttttttv) ⊢ (Č, ttttttv) ⊢ (itshape OČ, tttttv) ⊢ (Z, ttttv) ⊢ (OZ, tttv) ⊢ (Č, ttv) ⊢

(OČ, tv) ⊢ (Z, v) ⊢ (V, ε)

Jiný konečný automat:

(q0, abcd) ⊢ (q3, bcd) ⊢ (q1, cd) ⊢ (q3, d) ⊢ (q3, ε)

kde všechny přechody mezi konfiguracemi jsou určeny funkcı́ δ : δ(q0, a) = q3, atd.,

a q3 patřı́ do množiny koncových stavů.
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✍
Definice 2.6 (Rozpoznánı́ (přijı́mánı́) slova konečným automatem) Konečný auto-

matA = (Q,Σ, δ, q0, F ) rozpoznává (přijı́má) slovo w, pokud existuje posloupnost výpočtu

tohoto slova v automatu, tedy pokud se lze z počátečnı́ konfigurace (q0, w0) postupným

uplatňovánı́m relacı́ přechodu dostat do některé koncové konfigurace.

✍
Definice 2.7 (Jazyk) Jazyk L je množina slov nad danou abecedouΣ (některá podmnožina

množiny všech slov utvořených z pı́smen abecedy Σ), tedy L ⊆ Σ∗.

Jazyk může obsahovat také prázdné slovo ε.

✍
Definice 2.8 (Jazyk konečného automatu) Jazyk konečného automatu A je množina

všech slov, která automat přijı́má, značı́me L(A).

✍
Definice 2.9 (Rozpoznánı́ jazyka automatem) Automat A rozpoznává jazyk Lj , po-

kud přijı́má právě slova jazyka Lj (tj. přijı́má všechna slova jazyka, ale nepřijı́má žádné

slovo do jazyka nepatřı́cı́).

Značı́me Lj = L(A) (jazyk Lj je rozpoznáván automatem A, je jeho jazykem).

Přı́klad 2.2

A = ({q0, q1}, {a, b}, δ, q0, {q1})

Diagram:

��
��
q0

a
b

b
��
��
��
��

q1

δ funkce:

δ(q0, a) = q0

δ(q0, b) = q1

δ(q1, b) = q0

Tabulka:

stav\vstup a b

→ q0 q0 q1

← q1 - q0

Jeden z možných výpočtů v automatu:

(q0, aab) ⊢ (q0, ab) ⊢ (q0, b) ⊢ (q1, ε)

Jazyk automatu:

L(A) = {a∗b} · {(ba∗b)i | i ≥ 0} = {(a∗bb)∗a∗b} = {a∗(bba∗)∗b}

2.2 Nedeterminismus

V základnı́ definici konečného automatu existuje pro každé slovo přijı́mané auto-

matem právě jedna cesta v diagramu automatu, a tedy výpočet je vždy jednoznačný.
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Výhodou tohoto postupu je, že takto vytvořený konečný automat se snadněji pro-

gramuje, protože v klasickém programovánı́ je jednoznačnost nutnou podmı́nkou.

Někdy je však jednoduššı́ vytvořit automat, který tuto vlastnost nemá, tedy pro

některá přijı́maná slova může existovat vı́ce různých cest v diagramu. Zde si takový

automat definujeme a ukážeme si také způsob převedenı́ na původnı́ formu.

✍
Definice 2.10 (Nedeterministický konečný automat) Nedeterministický konečný au-

tomat (NKA) je takový konečný automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), kde δ : Q× Σ→ P(Q).

Poznámka: P(Q) je potenčnı́ množina množiny Q, je to množina všech jejı́ch

podmnožin (včetně prázdné množiny a také samotné množiny Q).

V některých stavech na určitý signál může existovat vı́ce než jedna možnost jak

reagovat, dokonce pro některá slova může v grafu automatu existovat vı́ce různých

cest od počátečnı́ho stavu do některého koncového.

V deterministickém automatu (DKA) pro jedno slovo existuje právě jedna cesta

v grafu (je automatem rozpoznáváno) nebo žádná cesta.

✍
Definice 2.11 (Jazyk rozpoznávaný NKA) Jazyk rozpoznávaný NKA je

L(A) = {w ∈ Σ∗ | (q0, w) ⊢
∗ (qf , ε), qf ∈ F}.

Poznámka: Jazyk rozpoznávaný nedeterministiským konečným automatem je

tedy množina všech slov nad abecedou Σ, pro která existuje alespoň jeden výpočet

(cesta v grafu automatu) od počátečnı́ho do některého (kteréhokoliv) koncového

stavu.

�
Věta 2.1 Necht’A je nedeterministický KA. Potom existuje deterministický KAA′ takový,

že L(A) = L(A′) (tj. rozpoznávajı́ stejný jazyk).

Důkaz: A = (Q,Σ, δ, q0, F ) nedeterministický (ten máme)

A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F
′) deterministický (ten chceme vytvořit)

Stavy nového automatu budou odpovı́dat množinám stavů původnı́ho. Pro

každou rovnost δ(qi, a) = {qj, qk} stavy (množiny) {qi}, {qj, qk} budou patřit ke

stavům nového automatu.

Postup:

�
• Q′ = {M | M ⊆ Q} = P(Q) – nová množina stavů bude množinou všech

podmnožin původnı́ množiny stavů,
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• q′0 = {q0} – počátečnı́ stav je jednoprvková množina obsahujı́cı́ původnı́ po-

čátečnı́ stav,

• M ∈ F ′ ⇔ M ∩ F 6= ∅ – koncové stavy jsou všechny, které (coby množiny)

obsahujı́ alespoň jeden původnı́ koncový stav,

• δ′(M,a) = {q | q ∈ δ(p, a), p ∈ M} – všechny prvky množiny zpracujeme

podle původnı́ho automatu, pak shrneme výsledky do množiny.

2

Pokud pracujeme s reprezentacı́ δ-funkce ve tvaru tabulky, můžeme jednoduše

postupovat tak, že v tabulce původnı́ho automatu „uzávorkujeme“ ohodnocenı́

řádků a buňky do množinových závorek a pak pro každou množinu z buněk,

kterou nenı́ ohodnocen žádný řádek, přidáme řádek tabulky a doplnı́me obsah

buněk na daném řádku.

Jak určit obsah nové buňky: pokud je řádek ohodnocen množinou {qi, qj, . . .},

pak do buňky sepı́šeme obsah buněk na řádcı́ch {qi}, {qj}, . . . v daném sloupci,

tedy vlastně sjednocujeme řádky jednotlivých prvků množiny.

Přı́klad 2.3

L = {a, b}∗bb = {{a, b}nbb | n ≥ 0}

A = {q0, q1, q2}, {a, b}, δ, q0, {q2})

A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F
′)

Nedeterministický:

A a b

→ q0 q0 q0, q1

q1 - q2

← q2 - -

Deterministický:

A′ a b

→ {q0} {q0} {q0, q1}

{q1} ∅ {q2}

← {q2} ∅ ∅

{q0, q1} {q0} {q0, q1, q2}

← {q0, q1, q2} {q0} {q0, q1, q2}

Odstranı́me nepotřebné stavy:

A′ a b

→ {q0} {q0} {q0, q1}

{q0, q1} {q0} {q0, q1, q2}

← {q0, q1, q2} {q0} {q0, q1, q2}
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2.3 Totálnı́ automat

Obvykle nenı́ nutné, aby automat dokázal v každém stavu reagovat na jakýkoliv

signál, ale za určitých okolnostı́ se tato vlastnost může hodit. Můžeme si představit

třeba situaci, kdy programátor chce napsat program dostatečně robustnı́, který by

dokázal reagovat na jakýkoliv vstup, v přı́padě chybného vstupu třeba chybovým

hlášenı́m (tedy přechodem do chybového stavu s patřičným ošetřenı́m).

✍
Definice 2.12 (Totálnı́ automat) Totálnı́ (úplný) konečný automat je deterministický ko-

nečný automat, ve kterém lze ve všech stavech reagovat na kterýkoliv symbol abecedy, tj.

přechodová funkce δ je totálnı́:

∀q ∈ Q,∀a ∈ Σ ∃p ∈ Q : δ(q, a) = p (ke každému stavu a symbolu abecedy existuje

stav, do kterého přejdeme z daného stavu na daný symbol).

�
Věta 2.2 Ke kadému (deterministickému) konečnému automatuA existuje totálnı́ automat

A′ takový, že L(A) = L(A′).

Náznak důkazu – konstrukce:
�

• převedeme automat na deterministický,

• vytvořı́me nový stav ∅, který bude fungovat jako „odpadkový koš“,

• do tohoto stavu nasměrujeme chybějı́cı́ přechody,

• přidáme smyčku (přechod začı́najı́cı́ a končı́cı́ ve stejném stavu) u stavu ∅ pro

každý symbol abecedy.

Přı́klad 2.4

Deterministický:

A 0 1

→ A A B

B C -

← C - C

��
��
A

1

0

��
��
B

0

��
��
��
��
C 1

Zúplněnı́:

A′ 0 1

→ A A B

B C ∅

← C ∅ C

∅ ∅ ∅

��
��
A

1

0

��
��
B

0

��
��
∅

0
0,1

1

��
��
��
��
C 1
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2.4 Odstraněnı́ nepotřebných stavů automatu

✍
Definice 2.13 (Nedosažitelný stav) Nedosažitelný stav je stav qi takový, že neexistuje

posloupnost přechodů

(q0, w) ⊢
∗ (qi, w

′)

tedy nelze se do tohoto stavu dostat z počátečnı́ho stavu.

✍
Definice 2.14 (Nadbytečný stav) Nadbytečný stav je stav qi takový, že neexistuje žádná

posloupnost přechodů

(qi, w
′) ⊢∗ (qf , ε)

kde qf ∈ F (koncový stav), tedy z tohoto stavu se nelze dostat do žádného koncového stavu.

2.4.1 Nedosažitelné stavy

Vytvořı́me množinu stavů, ke kterým se dá dostat z počátečnı́ho stavu – postupu-

jeme od startovacı́ho symbolu.

Přı́klad 2.5

Původnı́ automat:

a b

→ q0 q1 -

q1 q2 q1

← q2 - -

q3 q4 q1

← q4 q1 -

��
��
q0

a ��
��
q1

b

a ��
��
��
��

q2

��
��
q3

a

b

��
��
��
��

q4

a

S0 = {q0}, hledáme prvky Si−1 na označenı́ch řádků, přidáme obsah buněk řádku

S1 = {q0, q1} (z q0 se dá dostat do q1)

S2 = {q0, q1, q2} (z q0 a q1 se dá dostat taky do q2)

S3 = {q0, q1, q2} = S2 . . . nová množina stavů

Po úpravě:

a b

→ q0 q1 -

q1 q2 q1

← q2 - -
��
��
q0

a ��
��
q1

b

a ��
��
��
��

q2
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Postup:

�
• vytvořı́me množinu S0, do nı́ dáme počátečnı́ stav automatu, S0 = {q0},

• vytvořı́me množinu S1 tak, že do nı́ dáme prvky množiny S0 a dále všechny

stavy, do kterých vede přechod ze stavů množiny S0 (tj. zde přidáme všechny

stavy, do kterých se dá dostat přı́mo z q0),

• postupně vytvářı́me množiny Si tak, že do Si zařadı́me nejdřı́v obsah množiny

Si−1 a pak přidáme všechny stavy, do kterých vede přechod z některého stavu

z množiny Si−1,

• končı́me, když už se do množiny nic nedá přidat, tedy Si = Si−1, výsledkem

je nová množina stavů.

Vzorec:

S0 = {q0}

Si = Si−1 ∪ {q | δ(p, a) ∋ q, p ∈ Si−1, a ∈ Σ}

2.4.2 Nadbytečné stavy

Přı́klad 2.6

Předpokládáme zde, že nedosažitelné stavy jsou již odstraněny.

Původnı́ automat:

a b

→ q0 q1 q3

← q1 q4 q2,q5

← q2 q2 -

q3 q4 -

q4 q5 q4

q5 q5 -

��
��
q0

a

b

��
��
��
��

q1
b

a
b

��
��
��
��

q2 a

��
��
q3

a ��
��
q4

a

b

��
��
q5 a

E0 = {q1, q2}, hledáme prvky Ei−1 v buňkách řádků, přidáme označenı́ řádků

E1 = {q1, q2, q0} (z q0 se dá dostat do q1)

E2 = {q1, q2, q0} = E1 . . . nová množina stavů

Po úpravě:

a b

→ q0 q1 q3

← q1 q2

← q2 q2 -

��
��
q0

a ��
��
��
��

q1
b ��

��
��
��

q2 a



KAPITOLA 2 KONEČNÉ AUTOMATY 18

Postup:

�
• odstranı́me nedosažitelné stavy,

• vytvořı́me množinu E0, do které zařadı́me všechny koncové stavy automatu,

tj. E0 = F ,

• vytvořı́me množinu E1 tak, že do nı́ dáme prvky množiny E0 a dále všechny

stavy, ze kterých vede přechod do stavů množiny E0,

• postupně vytvářı́me množiny Ei tak, že do Ei zařadı́me nejdřı́v obsah mno-

žiny Ei−1 a pak přidáme všechny stavy, ze kterých vede přechod do některého

stavu z množiny Ei−1,

• končı́me, když už se do množiny nic nedá přidat, tedy Ei = Ei−1, výsledkem

je nová množina stavů.

Vzorec:

E0 = F

Ei = Ei−1 ∪ {q | δ(q, a) ∋ p, p ∈ Ei−1, a ∈ Σ}



Kapitola 3
Regulárnı́ jazyky

✍
Definice 3.1 (Regulárnı́ jazyk) Regulárnı́mi jazyky označujeme všechny jazyky, které

jsou rozpoznávané konečnými automaty.

Jazyk je tedy regulárnı́, pokud lze sestrojit konečný automat, který tento jazyk rozpo-

znává.

Ve všech dosud uvedených přı́kladech byly použity jazyky nekonečné, ale k re-

gulárnı́m jazykům patřı́ také konečné jazyky. Dále se stručně podı́váme na možnosti

konečných jazyků a potom na nekonečné jazyky a jednu z možnostı́, jak zjistit, zda

nekonečný jazyk je či nenı́ regulárnı́.

3.1 Konečné jazyky

✍
Definice 3.2 (Konečný jazyk) Konečný jazyk je jazyk, který obsahuje konečně mnoho

slov.

�
Věta 3.1 Všechny konečné jazyky jsou regulárnı́.

Důkaz: Pro konečný jazyk sestrojı́me konečný automat jednoduše tak, že pro

každé slovo jazyka vytvořı́me jednu „větev“ výpočtu (nedeterministický automat).

Délka větvı́ automatu bude odpovı́dat délce jednotlivých slov jazyka. 2

Poznámka: Můžeme mı́t bud’ jeden koncový stav společný pro všechna rozpo-

znávaná slova, a nebo každé slovo bude mı́t svůj vlastnı́ koncový stav. Toho se

využı́vá napřı́klad u překladačů, kdy při rozpoznávánı́ konečného množstvı́ slov

19
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(klı́čových slov) pro každé slovo máme zvláštnı́ koncový stav, a podle toho, ve

kterém skončı́ výpočet, určı́me, o jaké slovo šlo.

Přı́klad 3.1

L = {if, then, this}

Nedeterministický („otrocký“ postup):

��
��
q1

f ��
��
��
��

q2

��
��

S

i

t

t

��
��
q3

h ��
��
q4

e ��
��
q5

n ��
��
��
��

q6

��
��
q7

h ��
��
q8

i ��
��
q9

s ��
��
��
��
q10

Deterministický:

��
��
q1

f ��
��
��
��

q2

��
��

S

i

t ��
��
q3

h ��
��
q4

e

i

��
��
q5

n ��
��
��
��

q6

��
��
q7 ��

��
q8 ��

��
q9

s ��
��
��
��
q10

Reprezentace přechodové funkce tabulkou (chceme, aby byl automat determi-

nistický):

A′ i f t h e n s

→ S A1 A2

A1 K1

A2 A3

A3 A5 A4

A4 K2

A5 K3

← K1

← K2

← K3

3.2 Pumping Lemma pro regulárnı́ jazyky a nekonečné

jazyky

Motivace. Pumping lemma (pumpovacı́ věta) určuje, že nekonečné regulárnı́
☎jazyky majı́ jednu konkrétnı́ vlastnost. Proto pokud dokážeme, že daný jazyk tuto

vlastnost nemá, můžeme o něm řı́ci, že nenı́ regulárnı́.
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Abeceda je vždy konečná množina a počet stavů automatu je vždy konečný

⇒ abychom mohli pracovat s dostatečně dlouhými slovy (nekonečného jazyka)

s délkou většı́ než počet stavů automatu, musı́ být někde smyčka, která způsobı́, že

se část slova opakuje.

��
��
��
��

q0
a

c

��
��
q1

��
��
q2

b

��
��
q0

a ��
��
��
��

q1

a

Obrázek 3.1: Ukázky grafů konečných automatů nekonečných jazyků

�
Věta 3.2 Necht’ L je regulárnı́ jazyk. Pak existuje celé čı́slo p, p > 0 tak, že každé slovo

w ∈ L, |w| > p, lze rozdělit na tři části w = xyz tak, že y 6= ε (|y| > 0) a každé slovo ve

tvaru xykz, ∀k ∈ N je také slovem tohoto jazyka, tedy xykz ∈ L.

Poznámka: Za čı́slo p můžeme dosadit počet stavů automatu, pokud máme

sestrojený konečný automat.

Přı́klad 3.2

L = {a2n | n ≥ 0}

Zvolı́me p = 2. Pro nějaké i > p může být třeba a2i = (a2) · (a2(i−1)) · ε

(tedy x = a2, y = a2(i−1), z = a0 = ε)

Použijeme čı́slo k ≥ 0:

k = 0 : xy0z = a2 ∈ L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . OK

k = 1 : xy1z = a2i ∈ L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .OK

k = 2 : xy2z = a2
(

a2(i−1)
)2
= a2(2i−1) ∈ L . . . . . . . . . . . . OK

. . .

k = p : xypz = a2 + p ∗ 2(i− 1) = a2(pi−p+1) ∈ L . . . . . OK

Poznámka: Pumping lemma se obvykle nepoužı́vá v základnı́m tvaru, ale spı́še

pro důkaz, že daný jazyk nenı́ regulárnı́ – větu obrátı́me:

Původnı́: Když je jazyk regulárnı́, pak existuje p . . .

Obrátı́me: Když neexistuje p . . . , pak jazyka nenı́ regulárnı́.
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Postup: Hledáme dostatečně dlouhé slovo daného jazyka, pro které neexistuje
�žádné rozdělenı́ w = xyz takové, že xykz ∈ L.

1. zvolı́me w ∈ L dostatečně dlouhé,

2. zvolı́me rozdělenı́ na w = xyz,

3. zvolı́me k,

4. vyrobı́me wk = xykz,

5. pokud wk ∈ L ⇒ návrat k bodu 3, pokud to ještě jde,

6. když to nenı́ možné (pro všechna k slovo xykz patřı́ do jazyka), návrat k bodu 2,

7. když to nenı́ možné (všechna rozdělenı́ jsme otestovali a fungujı́), návrat

k bodu 1,

8. jinak: našli jsme slovo w, pro které neexistuje žádné rozdělenı́ xyz splňujı́cı́

uvedené podmı́nky, a tedy jsme dokázali, že L nenı́ regulárnı́ jazyk.

Předposlednı́ bod se u regulárnı́ho jazyka a také některých jazyků neregulárnı́ch

provádı́ do nekonečna, což vyplývá z faktu, že Pumping Lemma je pouze implikace,

ne ekvivalence. Tedy věta řı́ká, že každý regulárnı́ jazyk má danou vlastnost, ale

neřı́ká, že tuto vlastnost nemá žádný neregulárnı́ jazyk.

Poznámka: Pumping lemma lze ve skutečnosti použı́t i v přı́padě, že jazyk je

konečný – ve větě stojı́ „. . . každé slovo w ∈ L, |w| > p, lze. . . “, ovšem když zvolı́me

p opravdu dostatečně dlouhé (delšı́ než kterékoliv slovo jazyka), pak vlastně nenı́

co testovat a vlastnosti jazyka větě odpovı́dajı́.

3.3 Uzávěrové vlastnosti třı́dy regulárnı́ch jazyků

✍
Definice 3.3 (Uzavřenost třı́dy jazyků vzhledem k operaci ϕ) Daná třı́da jazyků je

uzavřená vzhledem k operaci ϕ, pokud po uplatněnı́ této operace na jazyky z dané třı́dy

výsledný jazyk patřı́ opět do této třı́dy.

Poznámka: Možné operace, které z tohoto hlediska zkoumáme, jsou sjednocenı́,

zřetězenı́, iterace, pozitivnı́ iterace, průnik, doplněk, zrcadlový obraz (reverze),

homomorfismus, substituce.



KAPITOLA 3 REGULÁRNÍ JAZYKY 23

3.3.1 Sjednocenı́

�
Věta 3.3 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci sjednocenı́.

Důkaz: Budeme předpokládat, že některé dva regulárnı́ jazyky L1 a L2 jsou
�rozpoznávány automaty

A1 = (Q1,Σ1, δ1, q
1
0, F1), L1 = L(A1),

A2 = (Q2,Σ2, δ2, q
2
0, F2), L2 = L(A2), Q1 ∩Q2 = ∅.

Vytvářı́me jazyk L = L1 ∪ L2 a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A):

• Stav q0 je nový, tedy musı́ platit q0 /∈ Q1, q0 /∈ Q2,

• Q = Q1 ∪Q2 ∪ {q0},

• F = F1 ∪ F2,

• Σ = Σ1 ∪ Σ2.

δ-funkce simuluje cesty v původnı́ch automatech (přejı́má předpisy δ1 a δ2), při-

dáváme pouze „inicializaci“ – přechod z počátečnı́ho stavu q0, dalšı́ přechody již

přejı́máme. Ze stavu q0 přecházı́me do těch stavů, do kterých se přecházı́ z původ-

nı́ch q10 a q20 .

δ(p, a) =







δ1(p, a) | p ∈ Q1,

δ2(p, a) | p ∈ Q2,

δ1(q
1
0, a) ∪ δ2(q

2
0, a) | p = q0

2

Přı́klad 3.3

L1 = {a
ibj | i > 0, j ≥ 0}

L2 = {a
icj | i > 0, j ≥ 0}

A1 = ({p0, p1, p2}, {a, b}, δ1, p0, {p1, p2})

A2 = ({q0, q1, q2}, {a, c}, δ2, q0, {q1, q2})

L = L1 ∪ L2 = {a
ibj | i > 0, j ≥ 0} ∪ {aicj | i > 0, j ≥ 0}

A = ({s0, p0, p1, p2, q0, q1, q2}, {a, b, c}, δ, s0, {p1, p2, q1, q2})

Původnı́:

��
��
p0

a ��
��
��
��

p1
b

a

��
��
��
��

p2

b

��
��
q0 a ��

��
��
��

q1
c

a

��
��
��
��

q2

c

Po sjednocenı́:

��
��
p0

a ��
��
��
��

p1
b

a

��
��
��
��

p2

b

��
��
s0

a

a

��
��
q0 a ��

��
��
��

q1
c

a

��
��
��
��

q2

c



KAPITOLA 3 REGULÁRNÍ JAZYKY 24

A1 a b c

→ p0 p1

← p1 p1 p2

← p2 p2

A2 a b c

→ q0 q1

← q1 q1 q2

← q2 q2

A a b c

→ s0 p1, q1

p0 p1

← p1 p1 p2

← p2 p2

q0 q1

← q1 q1 q2

← q2 q2

3.3.2 Zřetězenı́

�
Věta 3.4 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci zřetězenı́.

Důkaz: Budeme předpokládat, že některé dva regulárnı́ jazyky L1 a L2 jsou roz-
�poznávány automaty

A1 = (Q1,Σ1, δ1, q
1
0, F1), L1 = L(A1) a

A2 = (Q2,Σ2, δ2, q
2
0, F2), L2 = L(A2), Q1 ∩Q2 = ∅.

Vytvářı́me jazyk L = L1 · L2 a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A).

• q0 = q10 ,

• Q = Q1 ∪Q2,

• Σ = Σ1 ∪ Σ2,

• pokud ε /∈ L2, pak F = F2, jinak F = F1 ∪ F2

δ(p, a) =







δ1(p, a) | p ∈ Q1 − F1,

δ2(p, a) | p ∈ Q2,

δ1(p, a) ∪ δ2(q
2
0, a) | p ∈ F1

2

Přı́klad 3.4

L1 = {a
ib | i ≥ 0}

L2 =
{

(aba)ic{0,1} | i ≥ 0
}

A1 = ({p0, p1}, {a, b}, δ1, p0, {p1})

A2 = ({q0, . . . , q3}, {a, b, c}, δ2, q0, {q0, q1})

A = ({p0, p1, q0, q1, q2, q3}, {a, b, c}, δ, p0, {p1, q0, q1})



KAPITOLA 3 REGULÁRNÍ JAZYKY 25

Původnı́:

��
��
��
��

q1

��
��
p0

b

a

��
��
��
��

p1 ��
��
��
��

q0
a

c

a

��
��
q3

��
��
q2

b

Po zřetězenı́:

��
��
��
��

q1

��
��
p0

b

a

��
��
��
��

p1

c

a

��
��
��
��

q0
a

c

a

��
��
q3

��
��
q2

b

3.3.3 Iterace

�
Věta 3.5 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci iterace.

Důkaz: Budeme předpokládat, že některý regulárnı́ jazyk L1 je rozpoznáván au-
�tomatem

A1 = (Q1,Σ1, δ1, q
1
0, F1), L1 = L(A1).

Vytvářı́me jazyk L = L∗
1 a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A).

• q0 = q10 ,

• Q = Q1,

• Σ = Σ1,

• F = F1 ∪ {q0},

δ(p, a) =







δ1(p, a) | p /∈ F1,

δ1(p, a) ∪ δ1(q
1
0, a) | p ∈ F1

2

Přı́klad 3.5

L1 = {a
ibb | i ≥ 0} A1 = ({p0, p1, p2}, {a, b}, δ1, p0, {p2})

A = ({p0, p1, p2}, {a, b}, δ, p0, {p0, p2})

Původnı́:

��
��
p0

b

a

��
��
p1

b ��
��
��
��

p2

Po iteraci:

��
��
��
��

p0
b

a

��
��
p1

b ��
��
��
��

p2

b

a
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3.3.4 Pozitivnı́ iterace

�
Věta 3.6 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci pozitivnı́ iterace.

Důkaz: Budeme předpokládat, že některý regulárnı́ jazyk L1 je rozpoznáván au-
�tomatem A1 = (Q1,Σ1, δ1, q

1
0, F1), L1 = L(A1).

Vytvářı́me jazyk L = L+1 a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A).

• q0 = q10 ,

• Q = Q1,

• Σ = Σ1,

• F = F1,

δ(p, a) =







δ1(p, a); p /∈ F1,

δ1(p, a) ∪ δ1(q
1
0, a); p ∈ F1

2

Přı́klad 3.6

L1 = {a
ibb | i ≥ 0} A1 = ({p0, p1, p2}, {a, b}, δ1, p0, {p2})

A = ({p0, p1, p2}, {a, b}, δ, p0, {p2})

Původnı́:

��
��
p0

b

a

��
��
p1

b ��
��
��
��

p2

Po pozitivnı́ iteraci:

��
��
p0

b

a

��
��
p1

b ��
��
��
��

p2

b

a

3.3.5 Zrcadlový obraz

�
Věta 3.7 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci zrcadlového obrazu

(reverze).

Důkaz: Budeme předpokládat, že některý regulárnı́ jazyk L1 je rozpoznáván au-
�tomatem A1 = (Q1,Σ1, δ1, q

1
0, F1), L1 = L(A1).

Vytvářı́me jazyk L = LR
1 a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A).
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• Princip: obrátı́me všechny „cesty“ tak, aby začı́naly tam, kde původně končily

a naopak.

• q0 je nově přidán (nelze všechny původnı́ koncové stavy prohlásit za po-

čátečnı́), nasměrujeme ho tam, odkud původně vedly šipky ke koncovým

stavům,

• Q = Q1 ∪ q0,

• Σ = Σ1,

• F = {q10}

δ(p, a) =







{p̄ | δ1(p̄, a) ∋ p}
∣
∣
∣ p 6= q0

{p̄ | δ1(p̄, a) = p} ∪ {p̄ | δ1(p̄, a) = p ∋ qf , qf ∈ F1}
∣
∣
∣ p = q0

2

Přı́klad 3.7

L1 =
{

abia{1,2} | i ≥ 0
}

∪ {abic | i ≥ 0} = {abi | i ≥ 0} ◦ {a, aa, c}

A1 = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b, c}, δ1, q0, {q2, q3})

A = ({q0, q1, q2, q3, s0}, {a, b, c}, δ, s0, {q0})

L = LR
1 = {a, aa, c} ◦ {bia | i ≥ 0}

Původnı́:

��
��
q0

a ��
��
q1

a

b

c

��
��
��
��

q2

a��
��
��
��

q3

Po zrcadlenı́:

��
��
��
��

q0
a ��

��
q1

a

b

c

��
��
q2

a

a ��
��
s0

a,c

��
��
q3

3.3.6 Průnik

Průnikem dvou jazyků je jazyk obsahujı́cı́ právě ta slova, která jsou v obou zpraco-

vávaných jazycı́ch.

�
Věta 3.8 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci průniku.

Důkaz: Budeme předpokládat, že některé dva regulárnı́ jazyky L1 a L2 jsou roz-
�poznávány automaty
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A1 = (Q1,Σ1, δ1, q
1
0, F1), L1 = L(A1) a

A2 = (Q2,Σ2, δ2, q
2
0, F2), L2 = L(A2), Q1 ∩Q2 = ∅.

Vytvářı́me jazyk L = L1 ∩ L2 a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A).

Do průniku dvou množin (jazyk nenı́ nic jiného než množina slov) řadı́me právě

ty prvky (slova), které jsou v obou množinách zároveň. Když použijeme konečné

automaty, spustı́me výpočet daného slova na obou automatech zároveň.

Protože podle definice musı́ automat v každém kroku zpracovat jeden sym-

bol slova, v obou automatech musı́ být výpočet téhož slova stejně dlouhý (na cestě

v grafu je stejný počet stavů), a tyto stavy si tedy mohou vzájemně odpovı́dat. Proto

ve výsledném – simulujı́cı́m – automatu budou stavy reprezentovány uspořáda-

nými dvojicemi, kde prvnı́ prvek dvojice je stav prvnı́ho automatu, druhý prvek je

stav druhého automatu.

• Q = {[qi, qj] | qi ∈ Q1, qj ∈ Q2},

• q0 = [q
1
0, q

2
0],

• F = {[qi, qj] | qi ∈ F1, qj ∈ F2},

• Σ = Σ1 ∪ Σ2 (nebo Σ = Σ1 ∩ Σ2, vyjde to nastejno),

• δ([qi, qj], a) = [δ1(qi, a), δ2(qj, a)], a ∈ Σ

2

Přı́klad 3.8

L1 = {a
nbb | n ≥ 0}

L2 = {abn | n ≥ 0}

Dva původnı́ automaty:

��
��
p0

b

a

��
��
p1

b ��
��
��
��

p2

��
��
q0

a ��
��
��
��

q1

b

Pracujeme zároveň v obou automatech:

��
��
p0

b

a

1 2 3 4

��
��
p1

b ��
��
��
��

p2

��
��
q0

a ��
��
��
��

q1

b

Výsledný automat:

��
��
[0, 0] ��

��
[0, 1] ��

��
[1, 1] ��

��
��
��
[2, 1]
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3.3.7 Homomorfismus

✍
Definice 3.4 (Homomorfismus) použitý na řetězce znaků s operacı́ zřetězenı́ je jedno-

značné zobrazenı́, které zachovává neutrálnı́ prvek (v našem přı́padě prázdný řetězec ε)

a také samotnou operaci zřetězenı́, tedy:

h(ε) = ε

h(a ◦ w) = h(a) ◦ h(w)

Zde si pouze ukážeme postup na přı́kladu, důkaz bude proveden později v jiné

kapitole.

�
Věta 3.9 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci homomorfismu.

Naznačenı́ postupu důkazu:
�Budeme předpokládat, že některý regulárnı́ jazyk L1 je rozpoznáván automatem

A1 = (Q1,Σ1, δ1, q
1
0, F1), L1 = L(A1), a dále že existuje homomorfismus h defino-

vaný pro všechny symboly jazyka Σ1.

Vytvářı́me jazyk L = h(L1) a automat A = (Q,Σ, δ, q0, F ), L = L(A). Postup si

ukážeme na přı́kladu.

Přı́klad 3.9

L1 = {abi | i > 0}

h(a) = ccc,

h(b) = cd

h(L1) = {c
3(cd)i | i > 0}

Původnı́ automat:

��
��
q0

a ��
��
q1

b

b ��
��
��
��

q2

Po aplikaci homomorfismu:

��
��
q3

c d

��
��
q0

c

��
��
q1

c c

��
��
��
��

q2

d

��
��
q4

c ��
��
q5 ��

��
q6



Kapitola 4
Regulárnı́ výrazy

4.1 Možnosti využitı́ regulárnı́ch výrazů

Regulárnı́ výrazy se v různých podobách využı́vajı́ v praxi, zejména při vyhledávánı́

(na internetu nebo třeba hledánı́ souboru v počı́tači), a nebo tehdy, když chceme

něco provést s množinou objektů (souborů, textu v souborech, v databázı́ch, apod.)

a potřebujeme tuto množinu nějak specifikovat.

Vyhledávánı́ na internetu (napřı́klad Google):
☎faktoriál pascal OR C++

– chceme program pro výpočet faktoriálu v Pascalu nebo C++

mravenec -Ferda

– chceme stránky o mravencı́ch, ale ne s Ferdou mravencem

Vyhledávánı́ na počı́tači (Windows, DOS, Unixy):

*.txt

– všechny soubory s přı́ponou .txt

?psa*.*

– znamená třeba opsané.doc, upsanec.exe, xpsa.xls, atd.

Vyhledávánı́ na počı́tači (Unixy):

[a-z]*[0-9]

– všechny řetězce začı́najı́cı́ malým pı́smenem a končı́cı́ čı́slicı́

30
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a[!0-9]*.?

– vše, co začı́ná malým a, přı́mo za nı́m může být jakýkoliv řetězec, který

nezačı́ná čı́slicı́, pak je tečka a za nı́ ještě jeden znak

Možnosti použitı́:

• vyhledávánı́ na internetu,

• vyhledávánı́ souborů nebo čehokoliv dalšı́ho textového na počı́tači,

• prohledávánı́ souborů na počı́tači (hledáme řetězec) – ve Windows napřı́klad

findstr, v Unixech napřı́klad grep,

• databáze,

• elektronické slovnı́ky (cizojazyčné i výkladové),

• podpora v programovacı́ch jazycı́ch,

• atd.

4.2 Definice

✍
Definice 4.1 (Regulárnı́ výraz) Definujeme pomocnou množinuΦ = {∅, ε,+, ◦, ∗, (, )}.

Množina RV (Σ) všech regulárnı́ch výrazů nad abecedou Σ je nejmenšı́ množina slov

taková, že

• slova se skládajı́ ze symbolů abecedy Σ ∪ Φ, Σ a Φ jsou disjunktnı́,

• ∅ ∈ RV (Σ), ε ∈ RV (Σ), a ∈ RV (Σ) pro každé a ∈ Σ,

• jestliže α, β ∈ RV (Σ), pak taky

(α+ β) ∈ RV (Σ),

(α · β) ∈ RV (Σ),

(α)∗ ∈ RV (Σ).

Symbol pro zřetězenı́ se obvykle nemusı́ psát.

Regulárnı́ výraz označuje množinu řetězců s danou vlastnostı́, jazyk je také

množina řetězců (slov) s danou vlastnostı́ ⇒ každý regulárnı́ výraz určuje některý

jazyk.
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Operace nad jazyky:

∅ . . . prázdný jazyk

ε . . . {ε} (jazyk obsahujı́cı́ jen slovo s nulovou délkou)

a, a ∈ Σ . . . {a} (jazyk obsahujı́cı́ jen slovo a s délkou 1)

α+ β . . . {α} ∪ {β} (sjednocenı́)

α · β . . . {α} ◦ {β} (zřetězenı́)

(α)∗ . . . {α}∗ (iterace)

Sjednocenı́, zřetězenı́ a iteraci označujeme jako regulárnı́ operace.

Přı́klad 4.1

Ukážeme si několik regulárnı́ch jazyků a ekvivalentnı́ch regulárnı́ch výrazů.

L1 = {a
ic(ab)j | i, j ≥ 0}

R1 = a∗c(ab)∗

L2 = {1
2iw | i > 0, w ∈ {0, 1}∗}

R2 = (11)(11)
∗(0 + 1)∗

L3 = {a
ib | i > 0} ∪ {bia | i ≥ 0}

R3 = aa∗b+ b∗a

L4 = {ε} ∪ ({ab4ai | i ≥ 0} ∪ {b2a2i+1 | i ≥ 0}) ◦ {cai | i ≥ 0}

R4 = ε+ (abbbba∗ + bba(aa)∗)ca∗

4.3 Vztah ke konečným automatům

�
Věta 4.1 Jazyky určené regulárnı́mi výrazy jsou právě regulárnı́ jazyky, tedy právě jazyky

rozpoznávané konečnými automaty.

Důkaz: „⇒“ (podle reg. výrazu sestrojı́me konečný automat)
�Regulárnı́ jazyk je konstruován z množin pomocı́ operátorů sjednocenı́, zřetě-

zenı́ a iterace. Všechny tyto operátory majı́ svůj ekvivalent u regulárnı́ch výrazů.

Důkaz lze provést matematickou indukcı́:

• báze: pro regulárnı́ výrazy ∅, {ε}, {a}, a ∈ Σ dokážeme jednoduše zkonstruo-

vat konečný automat,



KAPITOLA 4 REGULÁRNÍ VÝRAZY 33

��
��
q ��

��
��
��
q ��

��
p

a ��
��
��
��
q

• indukčnı́ krok: předpokládejme, že pro regulárnı́ výrazy α a β dokážeme se-

strojit konečné automaty (včetně těch v bázi),

• již dřı́ve jsme dokázali (pomocı́ automatů), že třı́da regulárnı́ch jazyků je

uzavřena vzhledem k operacı́m sjednocenı́, zřetězenı́ a iterace, tedy použi-

jeme postupy popsané v důkazech těchto operacı́ pro sestrojenı́ konečných

automatů reprezentujı́cı́ch reg. výrazy α+ β, α · β a (α)∗.

2

Důkaz: „⇐“ (podle automatu sestrojı́me reg. výraz)

Musı́me popsat regulárnı́m výrazem všechny cesty vedoucı́ z počátečnı́ho stavu

do některého koncového stavu automatu.

Definujeme:

Rij = {w ∈ Σ
∗ | (i, w) ⊢∗Ai

(j, ε)}

Je to množina všech slov takových, která lze v automatu zpracovat tak, že počátečnı́

stav je i a skončı́me ve stavu j.

Jestliže je množina stavů {1, 2, . . . , n}, pak jazykem automatu je množina

⋃

k∈F

R1k

(sjednotı́me všechny cesty začı́najı́cı́ v počátečnı́m stavu a končı́cı́ v některém z kon-

cových stavů). 2

Pro postupnou konstrukci množin Rij použijeme:
�

Rk
ij = {w ∈ Rij | pokud existujem : (i, w) ⊢+Ai

(m,u) ⊢+Ai
(j, ε), (4.1)

w 6= u 6= ε, pakm ≤ k} (4.2)

Je to podmnožina množiny Rij taková, že na cestě v automatu, která je zpracovánı́m

slova z této množiny, se nacházejı́ pouze stavy s indexem menšı́m nebo rovným čı́slu

k (neplatı́ pro „krajnı́ stavy“ i a j, ty mohou být i vyššı́ než k).
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Postupujeme dle následujı́cı́ho vzorce:

Rk+1
ij = Rk

ij +
(

Rk
i,k+1 · (R

k
k+1,k+1)

∗ ·Rk
k+1,j

)

To je rekurzivnı́ vzorec pro výpočet množin Rk
ij – nejdřı́v

vezmeme všechna slova, která lze rozpoznat cestou přes

stavy≤ k, a pak přidáme slova, která jsou zpracovávána

cestou obsahujı́cı́ nejméně jednou stav k+1 (tedy nejdřı́v

cesta z i do stavu k+1, pak přı́padně smyčka přes tento

stav a stavy ≤ k, a potom zpátky ze stavu k + 1 do j).
��
��

i ��
��

j

�
�

�
�k + 1

*Rk
ij

3

Rk
i,k+1

W

Rk
k+1,j

)
Rk

k+1,k+1

Bázı́ rekurze jsou jednoduché automaty, kde zachycujeme přı́mý přechod ze

stavu i do j:

R0ij :

��
��
��
��

i

a(+ε)

��
��
��
��

i

(ε)

��
��

i
a ��

��
��
��

j

• prvnı́ přı́pad použijeme, když ve stavu i existuje smyčka přes tento stav:

R0ii = a+ ε

• druhý přı́pad použijeme pro stav, ve kterém neexistuje smyčka (máme pouze

„prázdný přechod“): R0ii = ε

• třetı́ přı́pad použijeme pro dva různé stavy i a j, mezi kterými vede přı́mý

přechod: R0ij = a

• pokud mezi stavy i a j nevede přı́mý přechod, bude R0ij = ∅.

Postup:

• vytvořı́me R0ij pomocı́ definice automatu (z tabulky nebo diagramu),

• podle rekurzı́vnı́ho vzorce vypočteme dalšı́ množiny Rk
ij až ke k = n,

• platı́ Rn
ij = Rij , dostaneme pro i = 1 a j ∈ F všechny cesty v automatu

vedoucı́ od počátečnı́ho stavu (i = 1) do koncových stavů,

• výsledný regulárnı́ výraz pro celý automat je
⋃

j∈F R1j .

Přı́klad 4.2

Uvedený postup si ukážeme na automatu se třemi stavy. Upozorňujeme, že složitost

postupu narůstá s množstvı́m stavů geometrickou řadou.
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a b c

→ 1 2 1 3

← 2 2 3 −

← 3 1 − −

��
��
1

a

b

��
��
��
��
2

a

b

��
��
��
��
3

c

a

R011 = b+ ε

R012 = a

R013 = c

R021 = ∅

R022 = a+ ε

R023 = b

R031 = a

R032 = ∅

R033 = ε

R111 = (b+ ε) + ((b+ ε)(b+ ε)∗(b+ ε)) = b∗

R112 = a+ ((b+ ε)(b+ ε)∗a) = b∗a

R113 = c+ ((b+ ε)(b+ ε)∗c) = b∗c

R121 = ∅+ ∅ = ∅

R122 = (a+ ε) + ∅ = a+ ε

R123 = b+ ∅ = b

R131 = a+ (a(b+ ε)∗(b+ ε)) = ab∗

R132 = ∅+ (a(b+ ε)∗a) = ab∗a

R133 = ε+ (a(b+ ε)∗c) = ε+ ab∗c

R211 = b∗ + (b∗a(a+ ε)∗∅) = b∗

R212 = b∗a+ (b∗a(a+ ε)∗(a+ ε) = b∗aa∗

R213 = b∗c+ (b∗a(a+ ε)∗b) = b∗c+ b∗aa∗b

R221 = ∅+ ((a+ ε)(a+ ε)∗∅) = ∅

R222 = (a+ ε) + ((a+ ε)(a+ ε)∗(a+ ε)) = a∗

R223 = b+ ((a+ ε)(a+ ε)∗b) = a∗b

R231 = ab∗ + (ab∗a(a+ ε)∗∅) = ab∗

R232 = ab∗a+ (ab∗a(a+ ε)∗(a+ ε)) = ab∗aa∗

R233 = (ε+ ab∗c) + (ab∗a(a+ ε)∗b) = ε+ ab∗c+ ab∗aa∗b

R312 = b∗aa∗ + ((b∗c+ b∗aa∗b)(ε+ ab∗c+ ab∗aa∗b)∗ab∗aa∗) =

= b∗aa∗ + ((b∗c+ b∗aa∗b)(ab∗c+ ab∗aa∗b)∗ab∗aa∗)

R313 = (b
∗c+ b∗aa∗b)+ ((b∗c+ b∗aa∗b)(ε+ab∗c+ab∗aa∗b)∗(ε+ab∗c+ab∗aa∗b)) =

= (b∗c+ b∗aa∗b) + ((b∗c+ b∗aa∗b)(+ab∗c+ ab∗aa∗b)∗(ε+ ab∗c+ ab∗aa∗b))

R12 = R312, R13 = R313

R(A) = R12 +R13
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4.4 Využitı́ vztahu regulárnı́ch výrazů k reg. jazykům

4.4.1 Důkazy uzávěrových vlastnostı́ regulárnı́ch jazyků

Dokážeme uzavřenost třı́dy regulárnı́ch jazyků vzhledem k substituci, a protože

homomorfismus je vlastně speciálnı́m přı́padem substituce, tak i uzavřenost třı́dy

regulárnı́ch jazyků vzhledem k homomorfismu (zatı́m jsme si tuto operaci ukázali

jen na přı́kladu).

✍
Definice 4.2 (Substituce) použitá na řetězce znaků s operacı́ zřetězenı́ je zobrazenı́, které

zachovává neutrálnı́ prvek (v našem přı́padě prázdný řetězec ε) a také samotnou operaci

zřetězenı́, tedy:

s(ε) = ε

s(a ◦ w) = s(a) ◦ s(w)

Rozdı́l oproti homomorfismu:

• homomorfismus přiřazuje každému znaku původnı́ abecedy právě jeden ře-

tězec,

• substituce přiřazuje každému znaku původnı́ abecedy množinu řetětců, v přı́-

padě regulárnı́ substituce jde o množinu, která je reprezentovaná regulárnı́m

jazykem,

• homomorfismus je tedy speciálnı́ přı́pad substituce.

�
Věta 4.2 Třı́da regulárnı́ch jazyků je uzavřena vzhledem k operaci substituce.

Důkaz: Máme jazyk L1 nad abecedou Σ1 reprezentovaný regulárnı́m výrazem.
�

Substituce σ je určena tak, že pro každý prvek abecedy Σ1, a ∈ Σ1, máme

regulárnı́ výraz σ(a) nad abecedou ∆a.

Po uplatněnı́ substituce vznikne jazyk σ(L1) nad abecedou

⋃

a∈Σ1

∆a

tak, že v regulárnı́m výrazu původnı́ho jazyka nahradı́me všechny symboly abe-

cedy Σ1 přı́slušnými regulárnı́mi výrazy σ(a). 2
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Přı́klad 4.3

L = a∗b+ (b∗a)∗

σ1(a) = m∗, σ1(b) = p∗q + p

⇒ σ1(L) = m∗(p∗q + p) + ((p∗q + p)m∗)∗

σ2(a) = c, σ2(b) = c∗

⇒ σ2(L) = c∗c∗ + (c∗c)∗ = c∗

σ3(a) = d∗, σ3(b) = d

⇒ σ3(L) = d∗d+ (d∗d∗)∗ = d∗

σ4(a) = e∗, σ4(b) = f ∗

⇒ σ4(L) = e∗f ∗ + (e∗f ∗)∗ = (e∗f ∗)∗ = (e+ f)∗

4.4.2 Normovaný automat

✍
Definice 4.3 (Normovaný automat) Normovaný automat je deterministický automat

bez nedosažitelných stavů, jehož stavy jsou označeny jednoznačně (jednoznačným postu-

pem).

Účel:

O dvou ekvivalentnı́ch automatech, které nejsou normované, můžeme řı́ci, že jsou

stejné až na označenı́ stavů. Normovánı́m si zjednodušı́me porovnávánı́ automatů,

protože dva ekvivalentnı́ normované automaty jsou shodné i včetně označenı́ stavů

(nemusı́me prověřovat různé kombinace uspořádaných dvojic stavů).

Postup: Stavy i automatu uspořádáme podle nejkratšı́ch slov z jazyků Li (budeme
�indexovat sestupně, „největšı́“ slovo dostane nejmenšı́ index). Porovnáváme podle

délky, stejně dlouhá slova podle abecedy.

• u každého stavu i automatu zjistı́me nejkratšı́ slovo přı́slušného jazyka Li, je

možné, že budeme potřebovat vı́ce takových slov,

• seřadı́me podle délky sestupně,

• pokud vyjdou dvě stejně dlouhá slova u vı́ce stavů, porovnáme je podle

abecedy,
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• pokud vyjdou stejná slova u vı́ce stavů, použijeme u každého druhé nejkratšı́

slovo (atd. dokud nenajdeme rozdı́l, ten najdeme určitě – jsou to různé jazyky),

• seřazené stavy oindexujeme (pojmenujeme) od 1.

Přı́klad 4.4

Znormujeme automat A = ({q0, q1, q2}, {a, b}, δ, q0, {q1})

Původnı́ automat:

a b

→ q0 q2 q1

← q1 q1

q2 q2 q1

��
��
q0

b

a

��
��
��
��

q1
a

��
��
q2

b

a

L(q0) = ba∗ + aa∗b, nejmenšı́ slova jsou b, ab, ba, aab, . . .

L(q1) = a∗, nejmenšı́ slova jsou ε, a, aa, . . .

L(q2) = a∗b, nejmenšı́ slova jsou b, ab, aab, . . .

Jak vidı́me, nejkratšı́ slovo obsahuje jazyk L(q1), proto tomuto jazyku přiřadı́me

nejvyššı́ index (3).

Zbývajı́cı́ dva jazyky majı́ prvnı́ dvě nejmenšı́ slova stejná, až v třetı́m slově se

lišı́ – ba < aab a proto jazyku L(q0) přiřadı́me druhý nejvyššı́ index (2).

Po znormovánı́:

a b

→ 2 1 3

← 3 3

2 1 3

��
��
2

b

a

��
��
��
��
3

a

��
��
1

b

a

Jak si můžeme všimnout na přı́kladu 4.4 a jak můžeme také zjistit úvahou,

koncové stavy většinou mı́vajı́ přiřazeny nejvyššı́ indexy a proti směru výpočtu

(tedy směrem od koncových k počátečnı́mu stavu) se indexy obvykle snižujı́. To

však nenı́ tak úplně pravidlem – třeba v přı́kladu 4.4 nemá počátečnı́ stav nejnižšı́

index.

4.4.3 Minimalizace konečného automatu

Minimalizacı́ budeme rozumět předevšı́m snı́ženı́ počtu stavů automatu. Tento

postup může být užitečný při porovnávánı́ jazyků rozpoznávaných dvěma (napo-
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hled) různými automaty, ale také při optimalizaci programů vytvořených stavovým

programovánı́m podle konečného automatu.

✍
Definice 4.4 (Ekvivalentnı́ automaty) Dva konečné automaty A1 a A2 jsou ekviva-

lentnı́, pokud rozpoznávajı́ tentýž jazyk, tj. L(A1) = L(A2).

✍
Definice 4.5 (Minimálnı́ automat) Konečný automat je minimálnı́, jestliže neexistuje

žádný s nı́m ekvivalentnı́ automat, který má menšı́ počet stavů.

�
Věta 4.3 Ke každému konečnému automatu lze sestrojit ekvivalentnı́ minimálnı́ konečný

automat.

Postup:

�
• vytvořı́me ekvivalentnı́ deterministický automat,

• odstranı́me nedosažitelné stavy,

• vytvořı́me ekvivalentnı́ redukovaný automat,

• vhodně přeznačı́me stavy – znormujeme automat.

Využijeme konstrukci podı́lového automatu (viz podı́lová grupa apod.).

Redukce stavů automatu

Redukce stavů automatu A = (Q,Σ, δ, q0, F ):

• pro všechny stavy q automatu vytvořı́me „pomocné“ automaty Aq tak, že

vezmeme původnı́ automat A a stav q použijeme jako počátečnı́, tedy

∀q ∈ Q : Aq = (Q,Σ, δ, q, F ),

označı́me Lq = L(Aq),

• zavedeme relaci ekvivalence ∼ na množině stavů automatu Q, definujeme ji

takto: pro jakékoliv dva stavy p, q ∈ Q platı́: p ∼ q ⇐⇒ Lp = Lq (dva stavy jsou

ekvivalentnı́, pokud se rovnajı́ jazyky přı́slušných pomocných automatů),

• když při postupu ze dvou různých stavů dostáváme totéž, pak jsou tyto stavy

zaměnitelné⇒ můžeme je „shrnout“ do jediného stavu, tedy všechny cesty

mı́řı́cı́ do q přesměrujeme do p a stav q odstranı́me,
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• toto odstraňovánı́ provádı́me tak dlouho, dokud v automatu existujı́ ekviva-

lentnı́ stavy.

✍
Definice 4.6 (Podı́lový automat) Necht’A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je konečný automat bez

nedosažitelných stavů.

Vytvořı́me třı́dy ekvivalence ∼ obsahujı́cı́ některý stav q ∈ Q:

[q] = {p | p ∈ Q, p ∼ q}

Podı́lový automat A∼ podle ekvivalence ∼ je A∼ = {Q∼,Σ, δ∼, [q0], F∼), kde

• Q∼ = {[q] | q ∈ Q},

• δ∼([q], a) = [δ(q, a)],

• F∼ = {[f ] | f ∈ F}

Konstrukci podı́lového automatu použijeme pro redukci stavů původnı́ho auto-

matu, proto o takto vytvořeném automatu budeme hovořit také jako o redukovaném.

Je poměrně snadné dokázat, že podı́lový automat je ekvivalentnı́ s původnı́m

automatem („shrnujeme“ cesty, které jsou shodné). Na přı́kladu si ukážeme vytvo-

řenı́ podı́lového automatu včetně hledánı́ ekvivalentnı́ch stavů.

Postup: Vytvořı́me automaty Ai = (Q,Σ, δ, i, F ) (jako počátečnı́ stav použijeme
�i ∈ Q), zajı́majı́ nás jazyky Li = L(Ai). Ty pak porovnáme a zpracujeme ekviva-

lentnı́.

Budeme postupovat následovně:

• vytvořı́me množiny R0ij , rekurzı́vně vypočteme dalšı́ množiny Rk
ij až ke k = 8,

• zjistı́me jazyky

L(i) =
⋃

f∈F

R8if

a porovnáme je, pokud některé dva stavy rozpoznávajı́ stejný jazyk, jeden

z nich odstranı́me s přesměrovánı́m všech přı́mých cest vedoucı́ch do tohoto

stavu,

• automat převedeme do normálnı́ho tvaru (znormujeme).
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Přı́klad 4.5

A = (Q,Σ, δ, 1, F ) = ({1, 2, . . . , 8}, {a, b}, δ, 1, {8}) deterministický bez nedosažitel-

ných stavů

a b

→ 1 2 4

2 ∅ 6

3 3 8

4 5 3

5 ∅ 7

6 6 8

7 7 8

← 8 ∅ 8

��
��
2

b ��
��
6

b

a

��
��
1

a

b

��
��
3

b

a

��
��
��
��
8

b

b

��
��
4

b

a

��
��
5

b ��
��
7

a

Jazyky Li vytvořı́me postupem popsaným výše:

L1 = R818 = bba∗bb∗ + aba∗bb∗ + baba∗bb∗

L2 = R828 = ba∗bb∗

L3 = R838 = a∗bb∗

L4 = R848 = ba∗bb∗ + aba∗bb∗

L5 = R858 = ba∗bb∗ = L2

L6 = R868 = a∗bb∗ = L3

L7 = R878 = a∗bb∗ = L3

L8 = R888 = b∗ ⇒ zpracujeme stavy 5, 6, 7.

Původnı́ automat:

a b

→ 1 2 4

2 ∅ 6

3 3 8

4 5 3

5 ∅ 7

6 6 8

7 7 8

← 8 ∅ 8

��
��
2

b ��
��
6

b

a

��
��
1

a

b

��
��
3

b

a

��
��
��
��
8

b

b

��
��
4

b

a

��
��
5

b ��
��
7

a
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Po odstraněnı́ stavu 5:

a b

→ 1 2 4

2 ∅ 6

3 3 8

4 2 3

6 6 8

7 7 8

← 8 ∅ 8

��
��
2

b

a

��
��
6

b

a

��
��
1

a

b

��
��
3

b

a

��
��
��
��
8

b

b

��
��
4

b

��
��
7

a

Po odstraněnı́ stavu 6:

a b

→ 1 2 4

2 ∅ 3

3 3 8

4 2 3

7 7 8

← 8 ∅ 8

��
��
2

b

a��
��
1

a

b

��
��
3

b

a

��
��
��
��
8

b

b

��
��
4

b

��
��
7

a

Po odstraněnı́ stavu 7:

a b

→ 1 2 4

2 ∅ 3

3 3 8

4 2 3

← 8 ∅ 8

��
��
2

b

a��
��
1

a

b

��
��
3

b

a

��
��
��
��
8

b

��
��
4

b

Takto vytvořený automat je už sice redukovaný, ale ještě ne minimálnı́. Abychom

mohli splnit podmı́nku snadného porovnávánı́ automatů, musı́me náš automat

ještě normovat.

Využijeme jazyky dı́lčı́ch automatů, které jsme zjistili dřı́ve:

L1 = R818 = bba∗bb∗ + aba∗bb∗ + baba∗bb∗

L2 = R828 = ba∗bb∗
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L3 = R838 = a∗bb∗

L4 = R848 = ba∗bb∗ + aba∗bb∗

L8 = R888 = b∗

Z těchto jazyků vybereme nejkratšı́ slova a ta porovnáme:

Stav i Nejkratšı́ slovo jazyka Li Nové označenı́ stavu

1 abb 1

2 bb, bab, . . . 2

3 b 4

4 bb, abb, . . . 3

8 ε 5

Výsledný automat po znormovánı́:

a b

→ 1 2 3

2 ∅ 4

3 2 4

4 4 5

← 5 ∅ 5

��
��
3

b

a��
��
1

a

b

��
��
4

b

a

��
��
��
��
5

b

��
��
2

b



Kapitola 5
Formálnı́ gramatiky

Až dosud jsme se zabývali možnostmi zjišt’ovánı́, zda zadané slovo nebo posloupnost signálů

vyhovuje daným podmı́nkám, tedy zda patřı́ do určitého jazyka. V této kapitole se budeme

zabývat možnostmi generovánı́ slov vyhovujı́cı́ch daným podmı́nkám, tedy patřı́cı́ch do

určitého jazyka.

5.1 Generovánı́ slov jazyka

✍
Definice 5.1 (Základnı́ pojmy formálnı́ch gramatik)

• Abeceda je neprázdná konečná množina, jejı́ž prvky nazýváme znaky, symboly,

signály.

• Slovo nad abecedou Σ je konečná posloupnost symbolů abecedy Σ, tj. w ∈ Σ∗.

• Jazyk na abecedou Σ je množina slov L nad abecedou Σ, tj. L ⊆ Σ∗.

• Automat rozpoznává slovo, tj. dostane již existujı́cı́ slovo na vstup a rozhodne, zda

patřı́ do daného jazyka.

• Gramatika vytvářı́ (generuje) slova daného jazyka, popisuje strukturu jazyka.

Použitı́ gramatik při generovánı́ slov si nejdřı́v ukážeme na přı́kladu.

44
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Přı́klad 5.1

L = a∗(bc+ cb∗c)

S → aS

S → bA

S → cB

A→ c

B → bB

B → c

1©

2©

3©

4©

5©

6©

Generujeme slovo cbbc: S⇒ cB⇒ cbB⇒ cbbB⇒ cbbc Nenı́ co přepisovat⇒ konec

Úspornějšı́ a přehlednějšı́ způsob zápisu (shrneme pravidla se stejnou levou

stranou na jeden řádek):

S → aS | bA | cB

A→ c

B → bB | c

1©, 2©, 3©

4©

5©, 6©

✍
Definice 5.2 (Formálnı́ gramatika) Formálnı́ gramatika je uspořádaná čtveřice (posloup-

nost) G = (N, T, P, S), kde

• N je neprázdná konečná množina neterminálnı́ch symbolů (neterminálnı́ abeceda),

• T je neprázdná konečná množina terminálnı́ch symbolů (terminálnı́ abeceda), platı́

N ∩ T = ∅,

• P je neprázdná konečná množina pravidel, P ⊆ ((N ∪ T )∗N(N ∪ T )∗)× (N ∪ T )∗

jinak: αAβ → γ, kde A ∈ N, α, β, γ ∈ (N ∪ T )∗

• S je startovacı́ symbol gramatiky, S ∈ N .

✍
Definice 5.3 (Relace kroku odvozenı́ ⇒) Necht’ w1, w2 ∈ (N ∪ T )∗ pro gramatiku

G = (N, T, P, S).

Slovo w2 lze přı́mo (v jednom kroku) odvodit ze slova w1 (pı́šeme w1 ⇒G w2, obvykle

stačı́⇒), jestliže existuje pravidlo (α→ β) ∈ P , w1 = x1αx2, w2 = x1βx2 (podřetězec α

nahradı́me řetězcem β).

Symbol ⇒∗ je reflexivnı́m tranzitivnı́m uzávěrem relace ⇒, tj. napřı́klad zápis

w1 ⇒ w2 ⇒ w3 ⇒ w4 ⇒ w5 lze zkrátit na w1 ⇒
∗ w5.
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✍
Definice 5.4 (Jazyk) Jazyk generovaný gramatikou G = (N, T, P, S) je množina

L(G) = {w ∈ T ∗ | S ⇒∗
G w}

✍
Definice 5.5 (Větná forma, věta) Větná forma gramatiky G = (N, T, P, S) je kterékoliv

slovo α takové, že S ⇒∗
G α, tedy je to kterékoliv slovo, které lze odvodit ze startovacı́ho

symbolu pomocı́ pravidel gramatiky.

Věta gramatiky G = (N, T, P, S) je taková větná forma w, která se skládá pouze

z terminálnı́ch symbolů, tedy S ⇒∗
G w, w ∈ T ∗. Můžeme řı́ci, že jazyk generovaný

gramatikou je množina všech vět této gramatiky.

✍
Definice 5.6 (Ekvivalence gramatik) Gramatiky G1 a G2 jsou ekvivalentnı́, pokud

generujı́ tentýž jazyk, tedy L(G1) = L(G2).

✍
Definice 5.7 (Derivace) Derivace slova α délky n v gramatice G = (N, T, P, S) je po-

sloupnost slov α1, α2, . . . αn taková, že

• α1 = S,

• αn = α,

• αi ⇒G αi+1 ∀i : 1 ≤ i ≤ n− 1.

5.2 Regulárnı́ gramatiky

✍
Definice 5.8 (Regulárnı́ gramatika) Regulárnı́ gramatika je taková formálnı́ gramatika

G = (N, T, P, S), kde P je množina pravidel ve tvaru

A→ a nebo A→ aB, kde A,B ∈ N, a ∈ T ,

pokud se S nevyskytuje na pravé straně žádného pravidla, může existovat i pravidlo S → ε.

�
Věta 5.1 Jazyky generované regulárnı́mi gramatikami jsou právě regulárnı́ jazyky.

Postup a princip důkazu si nejdřı́v ukážeme na přı́kladech.

Přı́klad 5.2

G = ({S,A}, {a, b, c, d}, P, S), kde v P jsou pravidla

S → aS | aA | c

A→ bA | cS | d
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Vytvořený konečný automat:

a b c d

→ S S,A X

A A S X

← X

��
��
S

a

a

c

c

��
��
A

b

d

��
��
��
��
X

L = a∗(ab∗ca∗)∗(c+ ab∗d) = a∗ab∗(ca∗ab∗)∗d+ a∗(ab∗ca∗)∗c

Přı́klad 5.3

G = ({S,A,B}, {a, b}, P, S), kde v P jsou pravidla

S → aA | b | ε

A→ bA | bB

B → aA | b

Vytvořený konečný automat:

a b

↔ S A X

A A,B

B A X

← X

��
��
��
��
S

a

b

��
��
A

b

b a

��
��
��
��
X

b ��
��
B

L = ε+ b+ ab∗b(ab∗b)∗b

Důkaz: „⇒“ (G = (N, T, P, S) −→ A = (Q,Σ, δ, q0, F ))
�

• abeceda Σ = T , počátečnı́ stav q0 = S,

• stavy Q = N ∪ {X}, musı́ být X /∈ N (X je nově přidaný),

• koncové stavy:

– pokud (S → ε) ∈ P , pak F = {X,S},

– jinak F = {X},

• δ funkce:

– pro každé pravidlo (U → aV ) ∈ P je δ(U, a) ∋ V ,

– pro každé pravidlo (U → a) ∈ P je δ(U, a) ∋ X .

2
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Přı́klad 5.4

A = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b}, δ, q0, {q2, q3})

a b

→ q0 q1

q1 q0, q2

← q2 q2 q3

← q3 q3

��
��
q0

a

b
��
��
q1

b ��
��
��
��

q2
b

a

��
��
��
��

q3

a

Automat upravı́me, abychom mohli použı́t postup přesně opačný postupu pře-

vodu gramatiky na automat:

a b

→ q0 q1

q1 q0, q2, X

q2 q2, X q3, X

q3 q3, X

← X

��
��
q0

a

b
��
��
q1

b

b

��
��
q2

b

a

a,b

��
��
q3

a

a

��
��
��
��

X

Výsledná gramatika a jejı́ úprava (jen nahradı́me neterminály velkými pı́smeny):

q0 → aq1

q1 → bq0 | bq2 |b

q2 → aq2 | bq3 | a | b

q3 → aq3 | a

S → aA

A→ bS | bB | b

B → aB | bC | a | b

C → aC | a

L = (ab)∗aba∗ + (ab)∗aba∗ba∗ = (ab)∗aba∗ (ε+ ba∗)

Přı́klad 5.5

A = ({q0, q1, q2, q3}, {a, b, c}, δ, q0, {q0, q3})

a b c

↔ q0 q1

q1 q2 q0, q1

q2 q2 q3

← q3

��
��
��
��

q0
a

b
��
��
q1

a

b

��
��
q2

c

a

��
��
��
��

q3
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Upravı́me automat, tentokrát musı́me řešit i počátečnı́ stav:

a b c

q0 q1

q1 q2 q0, q1, X

q2 q2 X

q3

← X

↔ S q1

��
��
��
��
S

a

��
��
q0

a

b
��
��
q1

a

b

b

��
��
q2

a

c

c ��
��
q3

��
��
��
��

X

Stav q3 se stává nadbytečným, neexistuje žádná cesta vedoucı́ od něho do kon-

cového stavu.

Výsledná gramatika a převedenı́ neterminálů na velká pı́smena:

S → aq1 | ε

q0 → aq1

q1 → aq2 | bq0 | bq1 |b

q2 → aq2 | c

S → aB | ε

A→ aB

B → aC | bA | bB | b

C → aC | c

L = ε+ (ab∗b)∗ab∗(b+ aa∗c)

Důkaz: „⇐“ (A = (Q,Σ, δ, q0, F ) −→ G = (N, T, P, S))
�

• upravı́me automat – upravený je A′ = (Q′,Σ, δ′, q′0, F
′)

– F ′ = {X},

– duplikujeme přı́mé přechody vedoucı́ do původnı́ch koncových stavů,

vytvořené přesměrujeme do X ,

– pokud q0 ∈ F , vytvořı́me nový počátečnı́ stav S, F ′ = {X,S}, q′0 = S,

∀a ∈ Σ : δ′(S, a) = δ(q0, a),

• T = Σ, N = Q′ − {X}, startovacı́ symbol je q′0,

• pravidla P :

– pro všechny přechody δ(qi, a) ∋ qj (qi → aqj) ∈ P, pokud qj /∈ F ′,

– jinak (qi → a) ∈ P ,

– jestliže S ∈ F ′, pak (S → ε) ∈ P .

2
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5.3 Chomského hierarchie gramatik

Po jazykovědci Noamu Chomském je pojmenována hierarchie základnı́ch typů

formálnı́ch gramatik. Gramatiky v této hierarchii majı́ jedno společné – sekvenčnı́

způsob generovánı́ slova. To znamená, že v každém kroku odvozenı́ je použito

právě jedno pravidlo na právě jednom mı́stě v přepisovaném slově.

V hierarchii najdeme čtyři typy gramatik označených čı́sly 0, 1, 2, 3. Třı́dy (tedy

množiny) jazyků generované těmito gramatikami označujemeL(0),L(1),L(2),L(3).

Mimo hierarchii, ale v těsné vazbě na ni, existujı́ dalšı́ typy gramatik, na které se

také podı́váme.

5.3.1 Gramatiky v Chomského hierarchii

Chomského hierarchie zahrnuje tedy čtyři typy gramatik. U každého typu si uve-

deme přı́padný slovnı́ název a dále označenı́, které se kromě L(čı́slo) použı́vá pro

označenı́ souvisejı́cı́ třı́dy jazyků, tvar pravidel a ekvivalentnı́ stroj, který rozpo-

znává stejnou třı́du jazyků.

✍
Definice 5.9 (Gramatiky Chomského hierarchie)

1. Gramatiky typu 0 (rekurzı́vně vyčı́slitelné, RE – Recursively Enumerable)

• žádné zvláštnı́ podmı́nky na tvar pravidel (jen na levé straně musı́ být alespoň

jeden neterminál):

(N ∪ T )∗N(N ∪ T )∗ × (N ∪ T )∗

jiný zápis: αAβ → γ, A ∈ N,α, β, γ ∈ (N ∪ T )∗

• ekvivalentnı́ stroj: Turingův stroj (TS)

2. Gramatiky typu 1 (nezkracujı́cı́, monotónnı́)

• pro pravidla musı́ navı́c kromě podmı́nek gramatik typu 0 platit:

α→ β, |α| ≤ |β|, α, β ∈ (N ∪ T )∗

• může existovat pravidlo S → ε, pokud se S nenacházı́ na pravé straně žádného

pravidla
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• gramatiky se nazývajı́ nezkracujı́cı́, protože generované slovo se po jednotlivých

krocı́ch bud’prodlužuje, nebo se jeho délka neměnı́, ale nezkracuje se

• ekvivalentnı́ stroj: lineárně ohraničený automat (LOA, LBA – Linearly Bounded

Automaton)

3. Gramatiky typu 2 (bezkontextové, CF – Context-free)

• pravidla ve tvaru

A→ α, A ∈ N,α ∈ (N ∪ T )∗

• ekvivalentnı́ stroj: zásobnı́kový automat (ZA)

4. Gramatiky typu 3 (regulárnı́, REG – Regular)

• pravidla ve tvaru

A→ aB, A→ a, A,B ∈ N, a ∈ T

• může existovat pravidlo S → ε, pokud se S nenacházı́ na pravé straně žádného

pravidla

• ekvivalentnı́ stroj: konečný automat (KA)

�
Věta 5.2 Mezi třı́dami jazyků generovaných gramatikami v Chomského hierarchii jsou tyto

vztahy:

L(3) ⊂ L(2) ⊂ L(1) ⊂ L(0)

Pro korektnı́ důkaz tohoto tvrzenı́ ještě nemáme dostatek znalostı́, proto si jen

uvedeme jazyky, které lze použı́t v důkazu prvnı́ch dvou inkluzı́:

LCF = {a
nbn | n ≥ 1} ∈ (L(2)− L(3))

LMON = {a
nbncn | n ≥ 1} ∈ (L(1)− L(2))

5.3.2 Souvisejı́cı́ typy gramatik

Dále v textu budeme také pracovat s těmito typy gramatik:

✍1. Kontextové gramatiky (CS – Context Sensitive)

• pravidla ve tvaru

αAβ → αγβ, γ 6= ε, A ∈ N,α, β, γ ∈ (N ∪ T )∗
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• může existovat pravidlo S → ε, pokud se S nenacházı́ na pravé straně

žádného pravidla

• tato třı́da jazyků je ekvivalentnı́ třı́dě jazyků typu 1 (nezkracujı́cı́m) –

CS ∼= L(1)

2. Lineárnı́ gramatiky (LIN – Linear)

• pravidla ve tvaru

A→ αBβ, A→ α, A,B ∈ N,α, β ∈ T ∗

• speciálnı́ přı́pady lineárnı́ch gramatik:

– pravolineárnı́ (RLIN ) A → βB, A → β, stejně definované jako

regulárnı́

– levolineárnı́ (LLIN ) A→ Bβ, A→ β

• LIN je speciálnı́ přı́pad CF (bezkontextových) gramatik, dá se dokázat,

že LIN ⊂ LIN

L = {anbn | n ≥ 1}+ ∈ (CF − LIN)

• RLIN = LLIN = REG, dá se dokázat, že REG ⊂ LIN

L = {anbn | n ≥ 1} ∈ (LIN −REG)

3. Gramatiky generujı́cı́ konečné jazyky (FIN – Finite languages)

• konečné jazyky lze generovat regulárnı́mi gramatikami:

S → prvnı́ slovo | druhé slovo | třetı́ slovo | . . .

• platı́ FIN ⊂ REG

L = a∗ ∈ (REG− FIN)

5.4 Operace nad slovy a jazyky

Následujı́cı́ definice se budou týkat jazyků L1 a L2 nad abecedou Σ, přı́padně slov

w1 a w2 nad touto abecedou.

✍
Definice 5.10 (Operace zřetězenı́) Operace zřetězenı́ slov je definována následovně:

necht’w1 = a1a2 . . . an, w2 = b1b2 . . . bm. Jejich zřetězenı́m je slovo

w = w1 · w2 = a1a2 . . . anb1b2 . . . bm o délce n+m.
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Operace zřetězenı́ jazyků je definována následovně: Zřetězenı́m jazyků L1 a L2 je

jazyk

L = L1 · L2 = {w1 · w2 | w1 ∈ L1, w2 ∈ L2}

✍
Definice 5.11 (Operace sjednocenı́ jazyků) Sjednocenı́m jazyků L1 a L2 je jazyk

L = L1 ∪ L2 = {w ∈ Σ
∗ | w ∈ L1 ∨ w ∈ L2}

✍
Definice 5.12 (Operace průniku jazyků) Průnikem jazyků L1 a L2 je jazyk

L = L1 ∩ L2 = {w ∈ Σ
∗ | w ∈ L1&w ∈ L2}

✍
Definice 5.13 (Operace komplementu (doplňku) jazyka) Komplementem jazyka L1

v abecedě Σ je jazyk

L = L1 = {w ∈ Σ
∗ | w /∈ L1}

✍
Definice 5.14 (Operace uzávěru jazyka) (iterace, nekonečné sjednocenı́) uzávěrem ja-

zyka L1 je jazyk

L = L∗
1 =

∞⋃

i=0

Li
1, kde Li

1 = L1 · L1 · . . . · L1
︸ ︷︷ ︸

celkem i×

✍
Definice 5.15 (Operace bez ε-nového uzávěru jazyka) Je definována podobně:

L = L+1 =
∞⋃

i=1

Li
1, kde Li

1 = L1 · L1 · . . . · L1
︸ ︷︷ ︸

celkem i×

(rozdı́l je v indexu pod sumou, zde je i > 0)

✍
Definice 5.16 (Operace zrcadlového obrazu) Operace zrcadlového obrazu slova je

definována následovně: necht’ w1 = a1a2 . . . an. Jeho zrcadlovým obrazem je slovo w =

wR
1 = anan−1 . . . a2a1.

Operace zrcadlového obrazu jazyka je definována následovně: Zrcadlovým obrazem

jazyka L1 je jazyk

L = LR
1 = {w

R| w ∈ L1}



Kapitola 6
Bezkontextové jazyky

V této kapitole se budeme zabývat jazyky odpovı́dajı́cı́mi třı́dě jazyků L(2) (resp. CF )

v Chomského hierarchii, tedy bezkontextovým gramatikám.

6.1 Bezkontextové gramatiky

✍
Definice 6.1 (Bezkontextová gramatika) Bezkontextová gramatika je gramatika, jejı́ž

pravidla jsou ve tvaru A→ α, kde A ∈ N,α ∈ (N ∪ T )∗

Přı́klad 6.1

L1 = {wwR | w ∈ {a, b}∗}

G1 = ({S}, {a, b}, P, S), kde množina P obsahuje pravidla S → aSa | bSb | ε

Derivace:

S ⇒ aSa⇒ abSba⇒ abbSbba⇒ abbbba

Přı́klad 6.2

L2 = (a
nbmcn | m,n > 0}

G2 = ({S,A}, {a, b, c}, P, S), kde množina P obsahuje pravidla

S → aSc | aAc

A→ bA | b

Derivace:

S ⇒ aSc⇒ aaAcc⇒ aabAcc⇒ aabbAcc⇒ aabbbcc

54
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Přı́klad 6.3

L3 = {0
n1m | 1 ≤ n ≤ m}

G3 = ({A}, {0, 1}, P, A), kde množina P obsahuje pravidla

A→ 0A1 | A1 | 01

Derivace:

A⇒ 0A1⇒ 0A11⇒ 00111

Přı́klad 6.4

L4 = jazyk matematických výrazů obsahujı́cı́ch

• celá čı́sla

• operátory +, ∗ (bez ohledu na prioritu)

• závorky

G4 = ({E}, {n,+, ∗, ), (}, P, E), kde množina P obsahuje pravidla

E → E + E | E ∗ E | (E) | n

Derivace:

E ⇒ E ∗ E ⇒ E + E ∗ E ⇒ n+ E ∗ E ⇒ n+ (E) ∗ E ⇒

⇒ n+ (E) ∗ n⇒ n+ (n) ∗ n

✍
Definice 6.2 (Derivačnı́ strom) Derivačnı́ strom některé derivace v bezkontextové gra-

matice G = (N, T, P, S) je uspořádaný kořenový strom (tj. souvislý acyklický graf), jehož

uzly jsou ohodnoceny symboly z množiny N ∪ T ∪ {ε} a platı́:

• všechny uzly kromě kořene majı́ jednoho předchůdce, kořen nemá žádného,

• pokud je některý uzel ohodnocen symbolem A, jeho následnı́ci po řadě symboly a1, a2,

. . . an, pak v množině pravidel P gramatiky existuje pravidlo A→ a1a2 . . . an,

• jestliže uzel ohodnocený symbolem A má jediného následnı́ka ohodnoceného symbolem

ε, pak v P existuje pravidlo A→ ε,

• kořen stromu je ohodnocen S, listy jsou ohodnoceny symboly ∈ T ∪ {ε}, ostatnı́

symboly ∈ N .

V každém kroku vytvářenı́ derivačnı́ho stromu tvořı́ listy větnou formu v gramatice.



KAPITOLA 6 BEZKONTEXTOVÉ JAZYKY 56

Přı́klad 6.5

Pravidla:

E → E + E | E ∗ E | (E) | n

Derivace:

E ⇒ E ∗ E ⇒ E + E ∗ E ⇒ n+ E ∗ E ⇒ n+ n ∗ E ⇒ n+ n ∗ n

Budeme postupně vytvářet derivačnı́ strom této derivace:

E

E ∗ E

E + E n

n n

E

E ∗ E

E + E n

n n

E

E ∗ E

E + E n

n n

E

E ∗ E

E + E n

n n

E

E ∗ E

E + E n

n n

Obrázek 6.1: Postupné vytvořenı́ derivačnı́ho stromu

6.2 Vlastnosti bezkontextových gramatik

Zde se podı́váme předevšı́m na některé speciálnı́ tvary bezkontextových gramatik

(u každého tvaru si uvedeme i vztah k obecné definici).

Tyto speciálnı́ tvary majı́ smysl předevšı́m tehdy, když navrhneme gramatiku

pro určitý účel a potřebujeme, aby měla určité vlastnosti – převedeme do někte-

rého speciálnı́ho tvaru, který tyto vlastnosti má (napřı́klad z důvodu snadnějšı́

programovatelnosti, třeba u syntaktické analýzy překladače).

6.2.1 Bezkontextová gramatika nezkracujı́cı́

✍
Definice 6.3 (Nezkracujı́cı́ bezkontextová gramatika) Nezkracujı́cı́ bezkontextovou

gramatikou (nevypouštějı́cı́) nazýváme takovou gramatiku, kde množina pravidel P bud’

neobsahuje žádné ε-pravidlo, a nebo existuje jediné ε-pravidlo S → ε a zároveň S nenı́ na

pravé straně žádného pravidla.

�
Věta 6.1 Necht’ G je bezkontextová gramatika. Pak existuje gramatika G′ bez ε-pravidel

taková, že L(G′) = L(G)− {ε}.
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Důkaz: Pro každý symbol A ∈ N , který lze přepsat na ε:
�

• pro každé pravidlo B → β0Aβ1A . . . Aβn, kde je A na pravé straně pravidla,

simulujeme použitı́ pravidla A→ ε na různých mı́stech – přidáme pravidla

B → β0 β1Aβ2. . .βn−1Aβn

B → β0Aβ1 β2. . .βn−1Aβn

. . .

B → β0Aβ1Aβ2. . .βn−1 βn

B → β0 β1 β2. . .βn−1Aβn

. . .

B → β0 β1 β2. . .βn−1 βn

• odstranı́me pravidlo A→ ε

2

�
Věta 6.2 Necht’ G je bezkontextová gramatika. Pak existuje gramatika G′ bez ε-pravidel

nezkracujı́cı́ taková, že L(G′) = L(G).

Důkaz: Postup závisı́ na tom, zda ε /∈ L(G).
�

• Pokud ε /∈ L(G), postupujeme dle předchozı́ho důkazu.

• Pokud ε ∈ L(G), postupujeme dle následujı́cı́ho schématu (v G′ bude jediné

ε-ové pravidlo S ′ → ε):

G = (N, T, P, S)

⇓

G1 = (N, T, P1, S)

(vytvořı́me podle postupu v předchozı́m důkazu)

⇓

G′ = (N ∪ {S ′}, T, P ′, S ′), kde P ′ = P1 ∪ {S
′ → ε | S}

2

Převod obecné bezkontextové gramatiky na nezkracujı́cı́ si ukážeme na grama-

tice v přı́kladu 6.6.
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Přı́klad 6.6

Zadánı́: G = ({S,A,B}, {a, b, c}, P, S)

S → AaB | ε

A→ AbbA | aBc | ε

B → bAB | aS

Po prvnı́m kroku:

S → AaB | aB

A→ AbbA | bbA | Abb | bb | aBc

B → bAB | bB | aS | a

Výsledek: G′ = ({S ′, S, A,B}, {a, b, c}, P ′, S ′)

S ′ → S | ε

S → AaB | aB

A→ AbbA | bbA | Abb | bb | aBc

B → bAB | bB | aS | a

6.2.2 Redukovaná gramatika

Definice 6.4 (Nadbytečný neterminál) (zbytečný)X je nadbytečný neterminál, pokud

✍
neexistuje žádné terminálnı́ slovo, které lze z tohoto symbolu vygenerovat, tj. neexistuje

derivace X ⇒∗ w, w ∈ T ∗.

✍
Definice 6.5 (Nedostupný symbol) Symbol X ∈ (N ∪ T ) je nedostupný, jestliže se

nemůže objevit v žádné větné formě, tj. neexistuje derivace S ⇒∗ αXβ, α, β ∈ (N ∪ T )∗.

✍
Definice 6.6 (Redukovaná gramatika) Bezkontextová gramatika je redukovaná, pokud

neobsahuje žádné nadbytečné a nedostupné symboly.

Postup:

�
• odstranı́me nadbytečné symboly,

• potom odstranı́me nedostupné symboly.

�
Věta 6.3 Ke každé bezkontextové gramatice G existuje redukovaná gramatika G′ taková, že

L(G) = L(G′).
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Algoritmus odstraněnı́ nadbytečných symbolů
�

1. N0 = T

2. Ni = Ni−1 ∪ {A ∈ N | (A→ α) ∈ P, α ∈ N∗
i−1}

3. Ni 6= Ni−1 =⇒ inc(i), přechod na bod 2

4. Ni = Ni−1 =⇒ konec algoritmu, N ′ = Ni ∩N

Přı́klad 6.7

Odstraněnı́ nadbytečných symbolů:

S → aAbC | c

A→ aA | Cc

B → cB | dD

C → cB | aA | b

D → Bd

N0 = T

N1 = {S,C} ∪ T

N2 = {S,C,A} ∪ T

N3 = N2 =⇒ N ′ = N3 ∩N = {S,A,C} P ′ = {S → aAbC | c, A → aA | Cc, C →

aA | b}

Algoritmus odstraněnı́ nedosažitelných symbolů
�

1. V0 = {S}

2. Vi = Vi−1 ∪ {X ∈ (N ∪ T ) | (A→ αXβ) ∈ P,A ∈ V ∗
i−1}

3. Vi 6= Vi−1 =⇒ inc(i), přechod na bod 2

4. Vi = Vi−1 =⇒ konec algoritmu,

N ′ = Vi ∩N ,

T ′ = Vi ∩ T

Přı́klad 6.8

P : S → aA | bB | c

A→ cS | aA

B → bB | cAB

C → aA | b
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P ′: S → aA | bB | c

A→ cS | aA

B → bB | cAB

C → aA | b S → aA | bB | c

A→ cS | aA

B → bB | cAB

C → aA | b

P ′′: N0 = T

N1 = {S,C} ∪ T

N2 = {S,C,A} ∪ T

N3 = N2

=⇒ N ′ = N3 ∩N = {S,A,C}

V0 = {S}

V1 = {S,A, a, c}

V2 = V1

=⇒ N ′′ = V2 ∩N ′ = {S,A}

=⇒ T ′′ = V2 ∩ T = {a, c}

GREDUK = (N
′′, T ′′, P ′′, S)

Důkaz:

�
1. sestrojı́me množiny Nε = {A ∈ N | A⇒∗ ε}

(podle postupu pro nadbytečné symboly, N0 = {ε})

2. sestrojı́me novou množinu pravidel P ′:

(a) pro každé pravidlo ve tvaru

A→ α0B1α1B2 . . . Bkαk ∈ P, k ≥ 0, Bi ∈ Nε ∀i, 1 ≤ i ≤ k,∀aj ∈ αi : aj /∈ Nε

do P ′ přidáme všechna pravidla ve tvaru A → α0X1α1X2 . . . Xkαk, kde

Xi ∈ {Bi, ε}, pokud vznikne A→ ε, nepřidáme ho,

(b) S ∈ Nε =⇒ (S ′ → ε | S) ∈ P ′, N ′ = N ∪ {S ′}

(c) S /∈ Nε =⇒ N ′ = N, S ′ = S

3. G′ = (N ′, T, P ′, S ′)

2
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6.2.3 Gramatika bez jednoduchých pravidel

✍
Definice 6.7 (Jednoduchá pravidla) Jednoduchá pravidla jsou pravidla ve tvaru A →

B, A,B ∈ N (tedy na pravé i levé straně je jediný neterminál).

�
Věta 6.4 Ke každé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku bez jednoduchých

pravidel G′ takovou, že L(G) = L(G′).

Důkaz:

�
1. ∀A =∈ N sestrojı́me množinu NA:

(a) NA,0 = {A},

(b) NA,i = NA,i−1 ∪ {X ∈ N | (B → X) ∈ P,B ∈ NA,i−1}

(c) NA,i 6= NA,i−1 =⇒ inc(i), přesun na b),

NA,i = NA,i−1 =⇒ konec algoritmu, NA = NA,i

2. sestrojı́me P ′:

∀(B → α) ∈ P , které nenı́ jednoduché, ∀A ∈ N takové, že B ∈ NA, dáme do

P ′ pravidlo A→ α

2

Přı́klad 6.9

E → E + T | T

T → T ∗ F | F

F → (E) | i

NE,0 = {E}

NE,1 = {E, T}

NE,2 = {E, T, F} = NE

NT,0 = {T}

NT,1 = {T, F} = NT

NF,0 = {F} = NF

E → E + T | T ∗ F | (E) | i

T → T ∗ F | (E) | i

F → (E) | i
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6.2.4 Dalšı́ typy bezkontextových gramatik

✍
Definice 6.8 (Gramatika bez cyklu) Gramatika bez cyklu je taková gramatika, ve které

neexistuje derivace A⇒+ A pro žádné A ∈ N .

Poznámka: Nezkracujı́cı́ gramatika bez jednoduchých pravidel je vždy bez cyklu

(pozor, pouze implikace, protože mohou existovat gramatiky bez cyklu, které

nejsou nezkracujı́cı́ nebo které nejsou bez jednoduchých pravidel).

✍
Definice 6.9 (Vlastnı́ gramatika) Vlastnı́ gramatika je gramatika bez cyklu, nezkracu-

jı́cı́, bez nadbytečných symbolů.

✍
Definice 6.10 (Gramatika bez levé rekurze) Gramatika bez levé rekurze je gramatika,

ve které pro žádný neterminál A ∈ N neexistuje derivace A⇒+ Aα.

Přı́má levá rekurze znamená existenci pravidla A → Aα, nepřı́má existenci pravidla

A→ βAα, kde β ⇒∗ ε.

✍
Definice 6.11 (Gramatika bez pravé rekurze) Obdobně jako u levé rekurze, vyměnı́me

slovo „levá“ za „pravá“.

�
Věta 6.5 Ke každé bezkontextové gramatice G existuje gramatika bez levé rekurze G′ taková,

že L(G) = L(G′).

Důkaz: (Odstraněnı́ levé rekurze)

1. převedeme gramatiku na vlastnı́ (bez cyklu, nezkracujı́cı́, bez nadbytečných

symbolů),

2. každou sadu pravidel s levou rekurzı́

A→ Aα1 | Aα2 | . . . | Aαn | β1 | β2 | . . . | βm

nahradı́me sadou pravidel

A→ β1A
′ | β2A

′ | . . . | βmA′ | β1 | β2 | . . . | βm

A′ → α1A
′ | α2A

′ | . . . |αnA
′ | α1 | α2 | . . . | αn

Proč: původnı́ sada pravidel generuje sekvenci řetězců αi, rekurze je ukončena

tak, že před všechny řetězce αi je vygenerován jeden z řetězců βj , tedy vlastně

vygenerujeme totéž, jen jinými pravidly.

A⇒ Aα3 ⇒ Aα1α3 ⇒ Aα7α1α3 ⇒ β2α7α1α3 2
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Přı́klad 6.10

Odstraněnı́ levé rekurze:

A→ BC | a

B → BaC | Ab | ba

C → CC | b | CbA→ BC | a

B → BaC | Ab | ba

C → CC | b | Cb

A→ BC | a

B → AbB′ | baB′ | ab | ba

B′ → aCB′ | aC

C → bC ′ | b

C ′ → CC ′ | bC ′ | C | b

6.3 Normálnı́ formy pro bezkontextové gramatiky

Pro bezkontextové gramatiky můžeme použı́t tyto normálnı́ formy:

1. Chomského normálnı́ forma

2. Greibachova normálnı́ forma

Jejich účel je podobný jako účel dřı́ve uvedených speciálnı́ch typů bezkontexto-

vých gramatik – jejich vlastnosti se nám za určitých okolnostı́ mohou hodit.

6.3.1 Chomského normálnı́ forma

✍
Definice 6.12 (Chomského normálnı́ forma) Bezkontextová gramatika je v Chomského

normálnı́ formě (CNF), jestliže každé pravidlo z množiny P je v některém z těchto tvarů:

• A→ BC, A,B,C ∈ N ,

• A→ a, A ∈ N, a ∈ T ,

• S → ε, jestliže S nenı́ na pravé straně žádného pravidla.

�
Věta 6.6 Ke každé bezkontextové gramatice G existuje gramatika G′ v CNF taková, že

L(G) = L(G′).
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Důkaz:

�
1. Převedeme gramatiku do tvaru vlastnı́ gramatiky (nezkracujı́cı́, odstranı́me

jednoduchá pravidla).

2. ∀A → α, kde |α| ≥ 2, nahradı́me každý výskyt jakéhokoliv terminálu a

neterminálem Na ⇒ v pravidlech s pravou stranou delšı́ než 1 se vyskytujı́

pouze neterminály.

3. Přidáme pravidla Na → a.

4. pro každé pravidlo A→ Y1Y2 . . . Yn, n ≥ 3, A, Yi ∈ N :

A→ Y1Z1, Z1 → Y2Z2, . . . Zn−3 → Yn−2Zn−2, Zn−2 → Yn−1Yn

(rozkouskujeme dlouhá pravidla)

2

Přı́klad 6.11

Původnı́ gramatika

G = ({S,A,B}, {0, 1}, P, S)

S → A | 0SA | ε

A→ 1A | 1 | B1

B → 0B | 0 | 0SBA

Úprava 1: Nezkracujı́cı́ gramatika

G′ = ({S ′, S, A,B}, {0, 1}, P ′, S ′)

S → A | 0SA | 0A

A→ 1A | 1 | B1

B → 0B | 0 | 0SBA | 0BA

S ′ → S | ε

Úprava 2: Odstraněnı́ jednoduchých pravidel

G′′ = ({S ′, S, A,B}, {0, 1}, P ′′, S ′)

S → 1A | 1 | B1 | 0SA | 0A

A→ 1A | 1 | B1

B → 0B | 0 | 0SBA | 0BA

S ′ → 1A | 1 | B1 | 0SA | 0A | ε
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Úprava 3: Terminály v pravidlech s pravou stranou delšı́ než 1

G′′′ = ({S ′, S, A,B,N0, N1}, {0, 1}, P
′′′, S ′)

S → N1A | 1 | BN1 | N0SA | N0A

A→ N1A | 1 | BN1

B → N0B | 0 | N0SBA | N0BA

S ′ → N1A | 1 | BN1 | N0SA | N0A | ε

N0 → 0

N1 → 1

Úprava 4: Rozkouskovánı́ pravidel

G′′′′ = ({S ′, S, A,B,N0, N1, Z1, Z2, Z3}, {0, 1}, P
′′′′, S ′)

S → N1A | 1 | BN1 | N0Z1 | N0A

Z1 → SA

A→ N1A | 1 | BN1

B → N0B | 0 | N0Z2 | N0Z3

Z2 → SZ3

Z3 → BA

S ′ → N1A | 1 | BN1 | N0Z1 | N0A | ε

N0 → 0

N1 → 1

6.3.2 Greibachova normálnı́ forma

✍
Definice 6.13 (Greibachova normálnı́ forma) Bezkontextová gramatika je v Greiba-

chového normálnı́ formě (GNF), jestliže každé pravidlo z množiny P je v některém z těchto

tvarů:

• A→ aB1B2 . . . Bn, n ≥ 0, A,B1, B2, . . . Bn ∈ N , a ∈ T ,

• S → ε, jestliže S nenı́ na pravé straně žádného pravidla.

�
Věta 6.7 Ke každé bezkontextové gramatice G existuje gramatika G′ v GNF taková, že

L(G) = L(G′).
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Důkaz:

�
1. Převedeme gramatiku do tvaru vlastnı́ gramatiky (nezkracujı́cı́, odstranı́me

jednoduchá pravidla), odstranı́me levou rekurzi.

2. V každém pravidle za nejlevějšı́ neterminál dosazujeme všechna jeho pravidla

rekurzı́vně tak dlouho, dokud řetězec nezačı́ná terminálem.

3. Terminály a, které nejsou na začátku některého pravidla, nahradı́me pomoc-

nými neterminály Na.

4. Přidáme pravidla Na → a.

2

Přı́klad 6.12

Původnı́ gramatika

G = ({E,F}, {(, ),+, i}, P, E)

E → E + F | F

F → (E) | i

Úprava 1: Odstraněnı́ levé rekurze

G′ = ({E,E ′, F}, {(, ),+, i}, P ′, E)

E → FE ′ | F

E ′ → +FE ′ | + F

F → (E) | i

Úprava 2: Odstraněnı́ jednoduchých pravidel

G′′ = ({E,E ′, F}, {(, ),+, i}, P ′′, E)

E → FE ′ | (E) | i

E ′ → +FE ′ | + F

F → (E) | i

Úprava 3: Rekurzivnı́ nahrazovánı́

G′′′ = ({E,E ′, F}, {(, ),+, i}, P ′′′, E)

E → (E)E ′ | iE ′| (E) | i

E ′ → +FE ′ | + F

F → (E) | i
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Úprava 4: Terminály

G′′′′ = ({E,E ′, F,N)}, {(, ),+, i}, P ′′′′, E)

E → (EN)E
′ | iE ′| (EN) | i

E ′ → +FE ′ | + F

F → (EN) | i

N) →)
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