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Kapitola 1

Teoreticka informatika

Tato kapitola je predevsim motivacni—dovime se zde, jaky md teoretickd informatika vijznam,
jak vznikla a také jaké jsou moznosti jejiho praktického pouZiti.

1.1 Vznik a vyvoj teoretické informatiky
Vznik teoretické informatiky — tii kofeny:

1. matematika,
2. jazykovéda,
3. biologie.

1.1.1 Matematika

Pocatek 20. stoleti: rozvoj logiky.

Roku 1936 - zjisténi: , Nelze cokoliv jednoznaéné urcit a vypo-
citat.”

Otéazka: ,Co lze vypocitat?”

— Turingtiv stroj a dalsi vypocetni modely

Alan Turing (1912-1954)
Vytvofil Turingliv stroj jako matematicky model

,Na tomto stroji 1ze vypocitat pravé to, co je vypocitatelné.”
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ulslol1(1]X A$| Ul <

(jednostranné) nekonecna paska

¢teci a zapisova hlava, pohyb obéma sméry

Konecna fidici jednotka
stay (proménna,
L} Vniteni pamét)

Obrazek 1.1: Turingtv stroj

Vlastnosti Turingova stroje:

e fidici jednotka se vZdy nachéazi v nékterém z pfedem urcenych stavi,
e (teci a zapisova hlava je vzdy na nékterém policku pasky,
¢ v kazdém kroku se stroj ¥idi podle stavu jednotky a podle obsahu policka, na

které ukazuje hlava,

* podle téchto dvou tdajti se rozhodne o akci, ktera spociva

- ve zméné stavu jednotky (napfiklad ze stavu ,nacitdni“ do stavu ,na-
¢teno” nebo ze stavu ,pracuji” do stavu ,vypinam®),

— prepsani obsahu policka na pasce nécim jinym (nebo mtZe policko zistat
beze zmény), a

— posun na pasce vpravo, vlevo, a nebo mtize hlava ztstat na stejném

policku.

Vysledkem ¢innosti stroje obvykle byvéa obsah pasky, dtlezitou informaci mtize
byt stav, ve kterém stroj skoncil vypocet (je mnoZina koncovych stavii).

Dalsi modely: Turingliv stroj byl moc sloZity pro nékteré jednodussi vypocty,
proto vznikly jednodussi modely — kone¢ny automat a zasobnikovy automat.
Vlastnosti kone¢ného automatu:

e fidici jednotka se vZdy nachéazi v nékterém z pfedem urcenych stavi,

e (teci hlava je vZdy na nékterém policku pésky,
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blal0|1]1]a|8|3] flw] (

jednostranné nekonecna péska

¢teci hlava, pohyb doprava

Konecna fidici jednotka
stav (proménna,
L) Vnitini pamét)

Obrazek 1.2: Kone¢ny automat

* v kazdém kroku se stroj ¥idi podle stavu jednotky a podle obsahu policka, na
které ukazuje hlava,

¢ podle téchto dvou tidajli se rozhodne o akci, kterd spociva

- ve zméneé stavu jednotky (napiiklad ze stavu ,nacitdni” do stavu ,na-
¢teno” nebo ze stavu ,pracuji” do stavu ,, vypinam”),

— posunem na pasce o policko vpravo.

Narozdil od Turingova stroje se ¢teci hlava posouvé v kazdém kroku o policko
doprava a nema moznost zapisovat. Vysledkem ¢innosti automatu je pouze infor-
mace o tom, ve kterém stavu stroj skoncil, a zda precetl cely obsah péasky (kdyz
nepfecetl a ,zasekl se” — pro dany obsah pole na pasce a momentalni stav tfeba

neni definovana zadna akce).

blalo|1]1]al8]3]flw] (

jednostranné nekonecna paska

¢teci hlava, pohyb doprava

Kone¢na fidici jednotka :

L]

stay (proménna,
vnitini pamét) | Z

zasobnik

Obrazek 1.3: Zasobnikovy automat
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Vlastnosti zadsobnikového automatu:

* fidici jednotka se vZdy nachéazi v nékterém z pfedem urcenych stavii,
e (teci hlava je vzdy na nékterém policku pasky,
* automat ma k dispozici zasobnik, kde pfidava shora a také shora vybira,

¢ v kazdém kroku automat vyjme jeden prvek ze zasobniku, a fidi se podle
tohoto vyjmutého symbolu, stavu jednotky a také se mtze (nemusi) fidit
podle obsahu poli¢ka, na které ukazuje hlava,

¢ podle téchto tfi (nebo dvou) tdajt se rozhodne o akci, kterd spociva

z 4

- ve zméneé stavu jednotky (napiiklad ze stavu ,nacitdni” do stavu ,na-

¢teno” nebo ze stavu ,pracuji” do stavu ,, vypindm”),

— posunem na pasce o policko vpravo, pokud v tomto kroku ¢etl symbol
ze vstupni pésky (4. kdyz ¢te ze vstupu, zérover se posune dél),

— muze ulozit do zasobniku jakykoliv pocet prvkii (i zadny), a to postupné
po jednom, ten, ktery vloZil jako posledni, bude hned v dalsim kroku
vyjmut.

Narozdil od kone¢ného automatu ¢teci hlava nemusi pracovat v kazdém kroku
(bud’ ¢te a zéroveri se posune, nebo nepracuje viibec), neméa moznost zapisovat
a pohybuje se jen smérem doprava. Vysledkem ¢innosti je informace o stavu, ve
kterém stroj skoncil, zda precetl cely obsah pésky, a pfipadné mtize byt dulezité,
zda do konce vypoctu stacil vyprazdnit cely zasobnik.

1.1.2 Jazykovéda

Formalni gramatika fesi, jak se slova utvareji (u matematickych kofent byl feSen
problém rozpoznéavani jiz utvotfenych slov ¢i sekvenci signalt).
Noam Chomskij Zkoumal syntaxi jazyka a schopnost lidi mluvit.

, Vechny jazyky jsou utvoreny ptiblizné stejnym zpiisobem, maji stejny zd-
klad.”

Definice 1.1 (Formalni gramatika) Formdlni gramatika je soubor obecnych pravidel,
generujeme vétu na zdkladé jeji struktury (syntaxe).
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Piiklad 1.1
S — [begin] Alend)]
A— P;

A— P;A

P — [vypis|T
T — [pismenko]

T — [pismenko|T

S = [begin|Alend] = [begin|P; [end] = [begin] P; P; [end] =
= [begin|[vypis|T; P;[end] =

= [begin|[vypis][pismenko|T; P;end] = ...

= [begin|[vypis|[pismenkol[pismenkol[pismenkol;

[vypis][pismenkol[pismenko|[pismenko|[pismenkol; [end]

Zakladni princip: Véta se sklada ze slov, pfi skladani ¢asti potfebujeme také po-
mocné slova (,,obecné terminy”), za ktera mtizeme dosadit posloupnost sklddajici
se ze slov a pomocnych slov — rekurze.

Pomocna slova = netermindlni symboly, skute¢na slova = termindlni symboly

Typy formdlnich gramatik:

* Gramatika odpovidajici Turingovu stroji: pravidla o —
* Bezkontextova gramatika: pravidla A — 3

e atd.

1.1.3 Biologie

Aristid Lindenmayer. Lindenmayerovy systémy (L-Systémy) — zjistil, Ze kdyZz
upravi formalni gramatiku a pozméni jeji chovani, dokaZe napiiklad simulovat
rlist a vyvoj rostliny nebo déleni bunék.

Pravidlo: b — bb

Vypocet: b = bb = b* = bV* = ...
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Napiiklad obrézek 1.4c na strané 7 vznikl z fetézce F+F+F+F+F+F tak, Ze jsme
rekurzivné vSechny symboly F (i ty nové pfiddvané) zpracovali pravidlem
F — F[ +F+F] F.

1.2 MozZnosti pouziti teoretické informatiky

* stavové programovani, pfekladace
¢ modelovani matematickych vypocti
* analyza pfirozeného jazyka (kontrola pravopisu, pieklady, atd.)

e L-Systémy: biologie, fraktaly (malifstvi, filmy, apod.), fyzika (teorie chaosu,
modelovani turbulence, studium tornad, atd.)

* porovnavani sloZitosti riznych algoritm délajicich totéz
* DNA-vypocty

e fyzika — kvantové pocitace



Kapitola 2

Konecné automaty

Vs

Nejditv se budeme zabyjvat nejjednodussim typem modelii, které byly zminény v kapitole
1.1.1 o matematickych kotenech teoretické informatiky, konecnymi automaty, a také se
podivdme na zdklady price s jednoduchymi gramatikami, se kterymi jsme se uz trochu
sezndmili v kapitole 1.1.2.

2.1 Konec¢ny automat

Konec¢ny automat je vZdy v nékterém (vnitfnim) stavu, ktery si mizeme piedstavit
jako proménnou nabyvajici pfedem stanovenych hodnot. Pracuje jednoduse tak, Ze
na zakladé informace o svém momentalnim stavu a dale podle signélu, ktery dostal
(symbolu na vstupu) se piesune do nékterého jiného stavu a zaroverti se posune na
vstupu, tedy ocekédvé dalsi signél (je pfipraven nacist dalsi symbol z pasky).

Na obrazcich 2.1, 2.2 a 2.3 vidime nékolik jednoduchych diagramii (orientova-
nych grafii) kone¢nych automatt. Diagram pfehledné (u jednodussich automatit)
zobrazuje prechody mezi stavy (Sipky) a signdly (symboly), které jsou pfi tomto pfe-
chodu nacitdny a zpracovavany (ohodnoceni Sipek).

S oupni 4
e @ Voo vypnuto
v _zapni__ V4 zapnuto

Obrazek 2.1: Elektricky spotfebic jako kone¢ny automat
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Popis:
Voo vypnuto
CZ......... Cervena, zelena

Obrazek 2.2: Semafor jako kone¢ny automat

)
Zobrazena, : ;

2Zrusit
Pripraven

Obréazek 2.3: Automat na jizdenky

vzit listek

Definice 2.1 (Koneény automat) Konecniy automat je usporiadand pétice
A=(Q,X%,0,q,F), kde je

Q. . . neprazdnd konecnd mnoZina stavii

Y. .. neprazdnd konecnd abeceda (mnoZina signalii)
J. .. prechodovd funkce, definovand niZe

qo. - . pocitecni stav, qo € Q)

F...mnoZina koncovyjch stavit, F C Q, F # ()

OC....oranZzova od Cervené
oz..... oranzova od zelené

Definice 2.2 (Pfechodova funkce) Prechodovd funkce 6 konecného automatu (dile KA)

A=(Q,%,0,q, F) jezobrazeni § : Q x ¥ — @
d(stav, signil) = stav

Napftiklad: 6 (vypnuto, zapni) = zapnuto
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Pottebujeme védét:

¢ ve kterém jsme stavu,

* co jesté zbyva precist (zpracovat).
Tyto informace jsou uloZeny v konfiguraci automatu, ktera se postupné méni.

Definice 2.3 (Konfigurace kone¢ného automatu) Oznacme ¥* mnoZinu vsech slov,
kterd Ize utvorit ze symbolii abecedy ¥. Konfigurace KA je usporddand dvojice (q,w), kde
q € Q, w € ¥* (nepfectend cist vstupni pdsky).

* Pocatecni konfigurace: (qo, wo)
(jsme v pocitecnim stavu a wy je celé zpracovdvané slovo)

* Koncova konfigurace: (¢r,¢), q¢r € F
(¢ je prazdné slovo, tj. Tetézec s délkou 0, neboli celé slovo jiz bylo zpracovino)

Definice 2.4 (Pfechod mezi konfiguracemi) Relace prechodu mezi konfiguracemi je
definovdna jako -: (Q,X*) x (Q, X*), kde plati:

(qia CLUJ) - (qja w) = 5((]“ Cl) = QJ

(relace prechodu mezi konfiguracemi je tedy zdvisld na funkci prechodu 6).

Definice 2.5 (Vypocet slova v kone¢ném automatu) Vijpocet slova v konecném auto-
matu je posloupnost konfiguraci spojenyjch relaci prechodu, zacinajici pocitecni konfiguract
s danym slovem a koncici nékterou koncovou konfiguraci.

Piiklad 2.1
Vypocet slova v kone¢ném automatu — semaforu na obrdzku 2.2 na strané 10 mtize

byt naptiklad takovy:
(V, zttttttv) = (C, ttttttv) & (itshape OC, tttttv) = (Z, ttttv) F (OZ, tttv) = (C, ttv) -
(OC,tv) - (Z,v) F (V,¢)
Jiny kone¢ny automat:
(qo, abed) F (g3, bed) F (g, ed) F (g3, d) F (g3, €)

kde v8echny pfechody mezi konfiguracemi jsou urceny funkci ¢ : §(qo, a) = g3, atd.,
a g3 patii do mnoziny koncovych stavii.
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Definice 2.6 (Rozpoznani (p¥ijimani) slova koneénym automatem) Konecny auto-
mat A = (Q, %, 9, qo, F') rozpozndvd (ptijimd) slovo w, pokud existuje posloupnost vijpoctu
tohoto slova v automatu, tedy pokud se Ize z pocitecni konfigurace (qo,wo) postupnym
uplatriovdnim relaci prechodu dostat do nékteré koncové konfigurace.

Definice 2.7 (Jazyk) Jazyk L je mnoZina slov nad danou abecedou 33 (nékterd podmnozina
mnoZiny vsech slov utvorenijch z pismen abecedy ¥), tedy L C ¥*.
Jazyk miiZe obsahovat také prazdné slovo e.

Definice 2.8 (Jazyk kone¢ného automatu) Jazyk konecného automatu A je mnoZina
vsech slov, kterd automat prijima, znacime L(A).

Definice 2.9 (Rozpoznani jazyka automatem) Automat A rozpozndvd jazyk L;, po-
kud prijimd pravé slova jazyka L; (tj. pfijimd vSechna slova jazyka, ale nepfijimi Zidné
slovo do jazyka nepatvici).

Znacime L; = L(A) (jazyk L; je rozpozndvin automatem A, je jeho jazykem,).

Priklad 2.2
A= ({0 a}; {a,0}, 9, g0, {a1})
Diagram: 4 funkce: Tabulka:
ma T 5(g0, @) = qo stav\vstup H a ‘ b
4 d(qo,b) = ¢ —qo || 9o | ¢
~ b ~ (q1,0) = qo —aq| - |
Jeden z moznych vypocth v automatu:
(90, aab) = (qo, ab) - (qo, b) - (q1,¢€)
Jazyk automatu:
L(A) = {a*b} - {(ba*b)" | i > 0} = {(a*bb)*a*b} = {a*(bba*)*b}

2.2 Nedeterminismus

V zakladni definici kone¢ného automatu existuje pro kazdé slovo pfijimané auto-
matem praveéjedna cesta v diagramu automatu, a tedy vypocetje vzdy jednoznacny.
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Vyhodou tohoto postupu je, Ze takto vytvoreny kone¢ny automat se snadnéji pro-
gramuje, protoze v klasickém programovani je jednoznac¢nost nutnou podminkou.

Nékdy je vSak jednodussi vytvofit automat, ktery tuto vlastnost nema, tedy pro
néktera pfijimana slova miize existovat vice riznych cest v diagramu. Zde si takovy

automat definujeme a ukaZeme si také zptisob pfevedeni na ptivodni formu.

Definice 2.10 (Nedeterministicky kone¢ny automat) Nedeterministicky konecny au-
tomat (NKA) je takovy konecny automat A = (Q, %, 6, qo, F'), kde § : Q x ¥ — P(Q).

Poznidmka: P((Q) je potenéni mnozina mnoziny (), je to mnozina vsech jejich
podmnozin (véetné prazdné mnoziny a také samotné mnoziny @)).

V nékterych stavech na urcity signal miize existovat vice nez jedna moznost jak
reagovat, dokonce pro nékterd slova miize v grafu automatu existovat vice rtiznych
cest od pocatec¢niho stavu do nékterého koncového.

V deterministickém automatu (DKA) pro jedno slovo existuje pravé jedna cesta

v grafu (je automatem rozpoznavano) nebo Zadna cesta.

Definice 2.11 (Jazyk rozpoznavany NKA) Jazyk rozpozndvany NKA je
L(A) = {w € X" | (q0,w) F* (a5,€),95 € F}.

Poznamka: Jazyk rozpoznavany nedeterministiskym kone¢nym automatem je
tedy mnoZina vSech slov nad abecedou %, pro ktera existuje alespori jeden vypocet
(cesta v grafu automatu) od pocatecniho do nékterého (kteréhokoliv) koncového

stavu.

Véta 2.1 Necht' A je nedeterministicky KA. Potom existuje deterministickyy KA A’ takovy,
Ze L(A) = L(A) (tj. rozpozndvaji stejnyj jazyk).

Dikaz: A= (Q,X,0,q, F) nedeterministicky (ten mame)
A = (Q, 3,0, q, F') deterministicky (ten chceme vytvorit)

Stavy nového automatu budou odpovidat mnozindm stavi ptivodniho. Pro
kazdou rovnost 6(g;,a) = {¢;,q} stavy (mnoziny) {¢:},{¢;, qx} budou patfit ke

stavim nového automatu.

Postup:

e ) ={M | M C Q} = P(Q) - nova mnozina stavii bude mnozinou vsech

podmnozin ptivodni mnozZiny stavt,
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* ¢, = {qo} — pocate¢ni stav je jednoprvkova mnozina obsahujici ptivodni po-
c¢atecni stav,

* M € F' < MnNF # 0-koncové stavy jsou vSechny, které (coby mnoziny)
obsahuji alespori jeden ptivodni koncovy stav,

e y(M,a) = {q | q € d(p,a),p € M} — vSechny prvky mnoziny zpracujeme
podle ptivodniho automatu, pak shrneme vysledky do mnoziny.

O

Pokud pracujeme s reprezentaci -funkce ve tvaru tabulky, mtiZeme jednoduse
postupovat tak, Ze v tabulce ptivodniho automatu , uzavorkujeme” ohodnoceni
radka a buriky do mnoZzinovych zdvorek a pak pro kaZdou mnoZzinu z bunék,
kterou neni ohodnocen Zadny fadek, pfidame fadek tabulky a doplnime obsah
bunék na daném fadku.

Jak ur¢it obsah nové buriky: pokud je fadek ohodnocen mnozinou {¢;, q;, ...},
pak do buriky sepiSeme obsah bunék na fadcich {¢;}, {¢;}, ... v daném sloupdi,
tedy vlastné sjednocujeme fadky jednotlivych prvka mnoziny.

Piiklad 2.3
L ={a,b}*bb = {{a,b}"bb|n > 0} Nedeterministicky:
A: {QO7Q17Q2}7{a>b}757 qO?{QZ}) 'A H a ‘ b
A/ = (Q,7E75,7Q(I)7F/) — qo qo do, 41
q1 - q2
—q | - -
Deterministicky: Odstranime nepotiebné stavy:
A a | b Al a | b
—{a} | {2} {90, 1} — {0} | {2} {00, a1}
{a} | 0 {a2} {g0, a1} | {0} | {90, 01,92}
— {2} 0 0 —{q. 01,0} | {0} | {90, 01,0}
{QOaQI} {QO} {QO>Q1aCI2}
— {610, q1, Qz} {(Io} {Qm qi1, 612}
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2.3 Totalni automat

Obvykle neni nutné, aby automat dokazal v kazdém stavu reagovat na jakykoliv
signal, ale za urcitych okolnosti se tato vlastnost mtize hodit. Mizeme si predstavit
tfeba situaci, kdy programétor chce napsat program dostatecné robustni, ktery by
dokézal reagovat na jakykoliv vstup, v pfipadé chybného vstupu tfeba chybovym
hlaSenim (tedy pfechodem do chybového stavu s patficnym oSetfenim).

Definice 2.12 (Totalni automat) Totdlni (1iplny) konecny automat je deterministickij ko-
necny automat, ve kterém lze ve vsech stavech reagovat na kterykoliv symbol abecedy, tj.
prechodovd funkce § je totdlni:

Vge Q,VaeX3dpe@:d(qa)=p (kekaZdému stavu a symbolu abecedy existuje
stav, do kterého prejdeme z daného stavu na danyj symbol).

Véta 2.2 Ke kadému (deterministickému) konecnému automatu A existuje totdlni automat
A takovy, Ze L(A) = L(A').
Niznak diikazu — konstrukce:

* pfevedeme automat na deterministicky,

e vytvofime novy stav (), ktery bude fungovat jako ,odpadkovy kos”,

¢ do tohoto stavu nasmérujeme chybéjici pfechody,

e ptidame smycku (pfechod zacinajici a konéici ve stejném stavu) u stavu () pro
kazdy symbol abecedy.

Ptiklad 2.4

1
Deterministicky: _>AB é ]_3 @
~C| - |C @ .
Aol OO
A||A|B . 1,
Zuplnéni: = Bl clo @ )
~C|0|C C ‘o/
o) 00 0.1 (o)
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2.4 Odstranéni nepotfebnych stavii automatu

Definice 2.13 (Nedosazitelny stav) NedosaZitelny stav je stav g; takovy, Ze neexistuje
posloupnost prechodii

<QO7 U}) = (QH w/>
tedy nelze se do tohoto stavu dostat z pocitecniho stavu.
Definice 2.14 (Nadbyteény stav) Nadbytecny stav je stav q; takovy), Ze neexistuje Zadnd
posloupnost prechodii

(g ') =" gy €)
kde q; € F (koncovy stav), tedy z tohoto stavu se nelze dostat do Zidného koncového stavu.

2.4.1 Nedosazitelné stavy

Vytvofime mnoZinu stav(i, ke kterym se da dostat z pocatecniho stavu — postupu-
jeme od startovaciho symbolu.

Priklad 2.5
| a]b )
—q || 91| - . @
o ; q1 || 92 | 1
Ptvodni automat:
—q| - -
q3 || 494 | Q1
—dqs | G| -

So = {qo}, hleddme prvky S;_; na oznacenich fadkd, ptiddme obsah bunék fadku
St ={q0, 1} (z qo se da dostat do ¢1)

So = {q0, 01,92} (z qo a ¢1 se da dostat taky do ¢»)

Ss = {q, q1,q2} = S5 ...nova mnoZzina stavii

| o]0

b
Po tprave: B (I “ Oa
| Q| ¢ 4 ’

—q@|- |-
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Postup:

e vytvofime mnozinu Sy, do ni ddme pocéatecni stav automatu, So = {qo},

* vytvofime mnoZinu S, tak, Ze do ni ddme prvky mnoziny S a déle vSechny

stavy, do kterych vede pfechod ze stavii mnoZiny S (j. zde pfidame vSechny

stavy, do kterych se da dostat p¥imo z ¢),

Z N7

* postupné vytvafime mnoziny S; tak, Ze do S; zatfadime nejd¥iv obsah mnoZziny

Si—1 a pak pfidame vSechny stavy, do kterych vede pfechod z nékterého stavu

z mnoziny S;_1,

¢ konc¢ime, kdyz uz se do mnoZiny nic neda ptidat, tedy S; = S;_1, vysledkem

je nova mnoZina stavu.

Vzorec:
So = {qo}

S;=8;1U{q|d(p,a) > ¢,p€ Si-1,a € ¥}

2.4.2 Nadbytecné stavy

Ptiklad 2.6

Predpokladame zde, Ze nedosazitelné stavy jsou jiZ odstranény.

|a| b
—qo || 1| 43 a ¢ a
— a1 | 94 | 92,95 b a b
Pavodni automat: —q2 || ¢ -
qs || 44 - L’Lj
qq || 45 44 b U
qs || g5 -

Eo = {q1, ¢}, hleddme prvky E;_; v bunikdch fadka, pfiddme oznaceni fadkt

Ey = {q1. ¢, @} (z qo se da dostat do ¢;)

E2 = {(]1, q2, qO} = E1 ...Nnova mnozina stavu

o @)
q2

| a|0b
Po tprave: — | N
—q
—q2 || 92 | -
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Postup:

odstranime nedosaZitelné stavy,

vytvofime mnoZinu Ey, do které zafadime vSechny koncové stavy automatu,
. By = F,

vytvofime mnozinu E; tak, Ze do ni ddme prvky mnoziny Ej a dale vSechny
stavy, ze kterych vede pfechod do stavii mnoziny £,

z N7

postupné vytvarime mnoziny FE; tak, Ze do E; zafadime nejdfiv obsah mno-
ziny F;_, a pak pfidame vSechny stavy, ze kterych vede pfechod do nékterého
stavu z mnoziny £;_4,

kon¢ime, kdyZ uz se do mnoZiny nic nedé pfidat, tedy E; = E;_;, vysledkem

je nova mnozZina stav.

Vzorec:

Ly =

F

Ei=FE; 1U{q|d(q,a) >p,p € Ei_1,a € X}




Kapitola 3

Regularni jazyky

Definice 3.1 (Regularni jazyk) Regquldrnimi jazyky oznacujeme vsechny jazyky, které
jsou rozpozndvané konecnymi automaty.

Jazyk je tedy regquldrni, pokud Ize sestrojit konecnyj automat, ktery tento jazyk rozpo-
Znavd.

Ve vSech dosud uvedenych piikladech byly pouzity jazyky nekonec¢né, ale k re-
gularnim jazyktim patii také konecné jazyky. Déle se stru¢né podivame na moZnosti
kone¢nych jazykti a potom na nekonec¢né jazyky a jednu z mozZnosti, jak zjistit, zda

nekonecény jazyk je ¢i neni reguldrni.

3.1 Konecné jazyky

Definice 3.2 (Koneény jazyk) Konecny jazyk je jazyk, ktery obsahuje konecné mnoho
slov.

Véta 3.1 Vsechny konecné jazyky jsou reguldrni.

Dikaz: Pro kone¢ny jazyk sestrojime konec¢ny automat jednoduse tak, ze pro
kazdé slovojazyka vytvoiime jednu ,vétev” vypoctu (nedeterministicky automat).
Délka vétvi automatu bude odpovidat délce jednotlivych slov jazyka. O

Poznamka: MiiZeme mit bud’ jeden koncovy stav spole¢ny pro vSechna rozpo-
zndvand slova, a nebo kazdé slovo bude mit sv{ij vlastni koncovy stav. Toho se
vyuziva napfiklad u pfekladact, kdy pfi rozpoznavani koneéného mnozstvi slov

19
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(klicovych slov) pro kazdé slovo mame zvlastni koncovy stav, a podle toho, ve
kterém skond¢i vypocet, uré¢ime, o jaké slovo slo.

Pf¥iklad 3.1
L ={if,then,this}
Nedeterministicky (,,otrocky” postup): Deterministicky:

@@ iGDL*ib
1 7
MO O OOl O B OO OR (Ol O
t i
Ol OR O @, @ ® @

Reprezentace prechodové funkce tabulkou (chceme, aby byl automat determi-

nisticky):

A

— S || A As
Ay K
As As
Az || As Ay
Ay K,
As K3
— K,
— K,
— K3

3.2 Pumping Lemma pro reguldrnijazyky a nekonecné
jazyky

Motivace. Pumping lemma (pumpovaci véta) urcuje, Ze nekonecné regularni
jazyky maji jednu konkrétni vlastnost. Proto pokud dokaZeme, Ze dany jazyk tuto

vlastnost nemd, mtizeme o ném fici, Ze neni regularni.
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Abeceda je vZdy kone¢nd mnoZina a pocet stavii automatu je vzdy konecny
= abychom mohli pracovat s dostatecné dlouhymi slovy (nekone¢ného jazyka)
s délkou vétsi nez pocet stavii automatu, musi byt nékde smycka, ktera zptisobi, Ze
se ¢ast slova opakuje.

Obrazek 3.1: Ukazky grafti kone¢nych automatti nekonecnych jazyki

Véta 3.2 Necht' L je requldrni jazyk. Pak existuje celé ¢islo p, p > 0 tak, Ze kazdé slovo

w € L, |w| > p, Ize rozdeélit na t¥i dsti w = xyz tak, Ze y # € (|y| > 0) a kaZdé slovo ve
toaru xy*z, Yk € N je také slovem tohoto jazyka, tedy xy*z € L.

Poznamka: Za ¢islo p miZeme dosadit pocet stavli automatu, pokud mame
sestrojeny kone¢ny automat.

Piiklad 3.2
L=1{a*"|n>0}
Zvolime p = 2. Pro n&jaké i > p mtize byt tieba a* = (a?) - (a®(~Y) . ¢

(tedy z = a? y = a®"V 2 =a’ =¢)

Pouzijeme &islo £ > 0:

E=0:22 = a® €L OK
E=1:aylz = a® € L., OK
N2 :
k=2:xy%2 = a? (a%_l)) =a?®D e L. OK

k=p:ayz = a®> +px2(i—1) = a®PPY) c [, OK

Poznidmka: Pumping lemma se obvykle nepouziva v zdkladnim tvaru, ale spise
pro diikaz, zZe dany jazyk neni regularni — vétu obratime:

Pavodni: KdyzZ je jazyk regularni, pak existuje p . ..

Obratime: Kdyz neexistuje p ..., pak jazyka nent regularni.
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Postup: Hledame dostate¢né dlouhé slovo daného jazyka, pro které neexistuje
7adné rozdéleni w = xyz takové, ze vy*z € L.

. zvolime w € L dostatecné dlouhé,
. zvolime rozdéleni na w = xyz,

. zvolime k,

. pokud w; € L = navrat k bodu 3, pokud to jesté jde,

1
2
3
4. vyrobime wy = zy*z,
5
6. kdyZ toneni mozné (pro viechna k slovo zy"z patti dojazyka), navratk bodu 2,
7

. kdyz to neni mozné (vSechna rozdéleni jsme otestovali a funguji), navrat
kbodu 1,

8. jinak: nasli jsme slovo w, pro které neexistuje zddné rozdéleni xyz spliujici
uvedené podminky, a tedy jsme dokézali, Ze L neni regularni jazyk.

Predposlednibod se uregularniho jazyka a také nékterych jazyki neregularnich
provadi do nekonecna, coz vyplyva z faktu, Ze Pumping Lemma je pouze implikace,
ne ekvivalence. Tedy véta fikd, Ze kazdy regularni jazyk ma danou vlastnost, ale
nefika, Ze tuto vlastnost neméa Zadny neregularni jazyk.

Pozndmka: Pumping lemma lze ve skutecnosti pouZit i v pfipadé, Ze jazyk je
kone¢ny —ve vété stoji . . . kazdéslovow € L, |w| > p,lze...”, oviem kdyZ zvolime
p opravdu dostatecné dlouhé (delsi neZ kterékoliv slovo jazyka), pak vlastné neni
co testovat a vlastnosti jazyka vété odpovidaji.

3.3 Uzavérové vlastnosti tfidy regularnich jazyka

Definice 3.3 (Uzavienost ttidy jazykt vzhledem k operaci ) Dand tiida jazykii je
uzaviend vzhledem k operaci ¢, pokud po uplatnéni této operace na jazyky z dané tridy
vysledny jazyk patii opét do této tridy.

Poznamka: Mozné operace, které z tohoto hlediska zkouméame, jsou sjednoceni,
zfetézeni, iterace, pozitivni iterace, prunik, doplnék, zrcadlovy obraz (reverze),

homomorfismus, substituce.




KAPITOLA 3 REGULARNI JAZYKY 23

3.3.1 Sjednoceni

Véta 3.3 Trida requldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci sjednocent.

Dikaz: Budeme pfedpokladat, ze nékteré dva regularni jazyky L, a L, jsou
rozpoznavany automaty

Ay = (Q1,E1,51,qé,F1), Ly = L(A),

Ay = (Q2, %2, 0,5, F2), Ly = L(Az), Q1NQy=0.

Vytvaiime jazyk L = L, U Ly a automat A = (Q, X, 0, o, F'), L = L(A):

* Stav ¢ je novy, tedy musi platit g0 ¢ Q1, qo ¢ Q2,
* Q=0Q1UQ2U{q},

o FF=FLUF,,

o Y =23 U2,

d-funkce simuluje cesty v ptivodnich automatech (pfejima ptfedpisy 6, a d2), pii-
davame pouze ,inicializaci” — prechod z pocate¢niho stavu ¢y, dalsi prechody jiz
pfejimame. Ze stavu ¢ prechazime do téch stavii, do kterych se pfechazi z ptivod-
nich ¢f a ¢2.
61(p,a) [ p € Q,
0(p,a) = { b2(p,a) | p € Qo O
01(40, @) U 02(45, @) [ P = o

P¥iklad 3.3
Ll - {albj | 1> 07] Z 0} -/41 - ({p07p1)p2}7 {aa b}7 517])07 {pl;p2})
L2 - {a'icj | 1> Oa] Z 0} AQ = ({QmQLQQ}a {CL, C}) 527(]0’ {qlqu})

L:L1UL2:{(IzbJ|Z>0,]ZO}U{CLij’Z>O,j20}
A: ({807p07p17p27q07QI7q2}7 {a’7b7 C}, 57 50, {p1;p27Q1,Q2})

Pavodni: Po sjednocenti:
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S EREAL Al o |v]e
meuHEL — S0 || P1, 1
D1 || P1| D2 o o
o P — D1 P y2)
D TG
ma (N —q1 q1 q2
—q1 || ¢1 q2 — 0 "
42 q2

3.3.2 Zretézeni

Véta 3.4 Trida requldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci zietézend.

Dikaz: Budeme pfedpokladat, Ze nékteré dva regularni jazyky L, a L, jsou roz-
poznavany automaty

Ay = (Q1,31,01, 45, F1), L1 = L(A;) a

Ay = (Q2, %, 02, ¢3, F2), Ly = L(Az), Q1 N Q2 = 0.

Vytvafime jazyk L = L; - Ly a automat A = (Q, X, 9, ¢, I'), L = L(A).

® QOZQ(l)/
.Q:QIUQ2/
.2221U22,

e pokud ¢ ¢ Lo, pak F' = F, jinak F' = F; U F}

o1(p,a) |p e @ — Fi,
6(p7 (1) = 52(]77 CL) ‘ p € Q27 t
o1(p,a) Uda(qg,a) | p € Fy

Ptiklad 3.4

Ll = {aZb ‘ i Z 0} Al = ({p()?pl}a {a’u b}7 (517p07 {pl})
L2 - {(aba)ic{o,l} | [ Z O} AQ — ({q07 ce 7Q3}7 {a7b7 C}J 527Q07 {q07QI})

A: ({pOaplaq07Q17q27q3}> {G, ba C}a 5ap03 {p17QO7Q1})
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Ptvodni: Po zfetézeni:

S 0782
&V \/

3.3.3 Iterace

Véta 3.5 Trida requldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci iterace.

Dikaz: Budeme pfedpokladat, ze néktery regularnijazyk L, je rozpoznavén au-
tomatem
A = (Q1, 21,01, 65, F1), L1 = L(Ay).

Vytvafime jazyk L = L} a automat A = (Q, X, 0, qo, '), L = L(A).

® do = qo/
® Q = Ql/
* XY= 21,

* F'=FU{q},
5(p7a>:{51(p7a)‘p¢F17

(51(]97 CL) U 61(Qé7a) ‘ p S Fl

Piiklad 3.5

= {a’bd | i >0} Ar = ({po, p1,p2}, {a,b}, d1,po, {p2})
A= ({po, p1,p2}, {a,b}, 9,0, {Po,pa})
Ptivodni: Po iteraci:

Q.
() e ) o)
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3.3.4 Pozitivni iterace

Véta 3.6 Trida requldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci pozitivni iterace.

Dtkaz: Budeme pfedpokladat, Ze néktery regularnijazyk L, je rozpozndvén au-
tomatem A; = (Q1, 51,01, 5, F1), L1 = L(Ay).

Vytvéatime jazyk L = L{ a automat A = (Q, 3,6, g, F), L = L(A).

* G = qp
* Q=@Q1
* X =2,
e ['=1,

5(p.a) = { 01(p,a); p ¢ F1,

d1(p,a) U 51(@5761)5 p € F

Piiklad 3.6

Ly ={a’bb|i =0} Ar = ({po, p1. p2}, {a. b}, 61,p0, {p2})
A= ({po, p1,p2}, {a,b}, 6, po, {p2})

Ptvodni: Po pozitivni iteraci:

() @,
() —)" ) ()=
—> —>

3.3.5 Zrcadlovy obraz

Véta 3.7 Trida regquldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci zrcadlového obrazu
(reverze).

Diikaz: Budeme pfedpokladat, Ze néktery regularni jazyk L, je rozpoznavan au-
tomatem A; = (Q1, X1, 01,45, F1), L1 = L(Ay).

Vytvaiime jazyk L = L1 a automat A = (Q, X, 0, qo, F), L = L(A).
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* Princip: obratime vSechny ,cesty” tak, aby zac¢inaly tam, kde ptivodné kon¢ily
a naopak.

* ¢o je nové pfidan (nelze vSechny ptivodni koncové stavy prohlasit za po-
¢ate¢ni), nasmérujeme ho tam, odkud ptvodné vedly Sipky ke koncovym

stavim,
* Q=01Uq,
o X =13,
o I'={q}

5(p. ) = { {p1o(p.a)>p} | p# 0
’ {p|6u(p,a) =p}U{p|01(p,0) =p 3 ap, ar € Fi} | p=qo

Ptiklad 3.7
L, = {abia{l’Q} | i > O} U {abc|i >0} ={ab"|i>0}0{a,aa,c}

Al = ({QO>Q1aQZ;QS}7 {a7 b7 C}7 517Q07 {q27q3})
A: ({QO7q17qQ7q3780}7 {a7b7 C}J 57 50, {QO})
L= LE={a,aa,c}o{bal|i>0}

Ptvodni: Po zrcadleni:
Y N
() : ‘ ‘
— — -« -« «— <«
c \/

3.3.6 Pranik

Prinikem dvou jazykd je jazyk obsahujici pravé ta slova, kterd jsou v obou zpraco-
vavanych jazycich.

Véta 3.8 Trida regulirnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci priiniku.

Dtkaz: Budeme predpokladat, ze nékteré dva regulérni jazyky L; a L, jsou roz-
poznavany automaty
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Ay = (Q1,%1,01,¢5, F1), Ly = L(Ay) a
A = (Q2, 2,02, ¢3, ), Ly = L(Az), Q1 N Q2 = 0.

Vytvafime jazyk L = L; N Ly a automat A = (Q, 2,9, qo, F'), L = L(A).

Do priniku dvou mnoZin (jazyk neni nic jiného nez mnoZina slov) fadime pravé
ty prvky (slova), které jsou v obou mnozinach zaroven. Kdyz pouZijeme kone¢né
automaty, spustime vypocet daného slova na obou automatech zarover.

Protoze podle definice musi automat v kazdém kroku zpracovat jeden sym-
bol slova, v obou automatech musi byt vypocet téhoz slova stejné dlouhy (na cesté
v grafu je stejny pocet stavil), a tyto stavy si tedy mohou vzdjemné odpovidat. Proto
ve vysledném — simulujicim — automatu budou stavy reprezentovany usporada-
nymi dvojicemi, kde prvni prvek dvojice je stav prvniho automatu, druhy prvek je
stav druhého automatu.

* Q={la ]l @€ Qg €Qa},

* 9 = [do, %),

F={lag,q] | @€ Fi.q; € F>},

Y =3%; U3, (nebo ¥ = ¥, N 3y, vyjde to nastejno),
0([a:, 5], a) = [01(q, @), 02(gj, a)], a € 2

Ptiklad 3.8
Ly ={a"bb|n >0}

Ly = {ab™ | n > 0}

Dva ptivodni automaty: Pracujeme zéroveri v obou automatech:

aO a/}
S biee

Vysledny automat:

.
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3.3.7 Homomorfismus

Definice 3.4 (Homomorfismus) pouZity na fetézce znakil s operaci zietézent je jedno-
znacné zobrazeni, které zachovdvd neutrilni proek (v nasem pripadé prizdny Tetézec €)
a také samotnou operaci zietézent, tedy:

h(e) =¢

h(aow) = h(a) o h(w)

Zde si pouze ukadZeme postup na piikladu, dtikaz bude proveden pozdéji v jiné
kapitole.

Véta 3.9 Trida requldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci homomorfismu.

Naznaceni postupu ditkazu:
Budeme pfedpokladat, Ze néktery reguldrni jazyk L, je rozpoznavan automatem
Ay = (Q1,%1,01,4, F1), Ly = L(A;), a déle Ze existuje homomorfismus % defino-
vany pro vSechny symboly jazyka ;.

Vytvafime jazyk L = h(L,) a automat A = (Q, X, 0, qo, '), L = L(.A). Postup si
ukazeme na piikladu.

Ptiklad 3.9
= {ab" | i > 0}

h(a) = cce,

h(b) = ed

h(Ly) = {c3(cd)* | i > 0}

Pavodni automat: Po aplikaci homomorfismu

AL 4. < >

C




Kapitola I

Regularni vyrazy

4.1 Moznosti vyuZziti regularnich vyraza

Reguléarni vyrazy se v riznych podobach vyuzivajiv praxi, zejména pii vyhledavani
(na internetu nebo tfeba hleddni souboru v pocitaci), a nebo tehdy, kdyz chceme
néco provést s mnozinou objekttl (souborti, textu v souborech, v databézich, apod.)
a potfebujeme tuto mnoZinu néjak specifikovat.

Vyhleddvini na internetu (napviklad Google):

(faktorial pascal OR C++|
— chceme program pro vypocet faktoridlu v Pascalu nebo C++

nT avenec - Ferda]
— chceme stranky o mravencich, ale ne s Ferdou mravencem

Vyhleddvini na pocitaci (Windows, DOS, Unixy):

— v8echny soubory s pfiponou .txt

?psa*. *

— znamena tfeba opsane. doc, upsanec. exe, xpsa. x| s, atd.

Vyhleddvini na pocitaci (Unixy):
[a-2]*[0-9] |
— v8echny fetézce zacinajici malym pismenem a koncici ¢islici

30
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la[!0-9]*. 7]
— v8e, co za¢ind malym a, pfimo za nim muZe byt jakykoliv fetézec, ktery

nezacina dislici, pak je tecka a za ni jeSté jeden znak
Moznosti pouZiti:
¢ vyhledavani na internetu,

¢ vyhledavani soubort nebo ¢ehokoliv dalsiho textového na pocitaci,

¢ prohledavani soubort na pocitaci (hledame fetézec) — ve Windows naptiklad
findstr, v Unixech naptiklad gr ep,

e databaze,
¢ elektronické slovniky (cizojazy¢né i vykladové),
* podpora v programovacich jazycich,

e atd.

4.2 Definice

Definice 4.1 (Regularni vyraz) Definujeme pomocnou mnozZinu ® = {(),e,+,0,x*, (,)}.
Mnozina RV (X) vsech reguldrnich vijrazii nad abecedou ¥ je nejmensi mnoZina slov
takovd, Ze

* slova se sklddaji ze symbolii abecedy ¥ U ®, ¥ a ® jsou disjunktni,
e ) e RV(X),e€ RV(X),a € RV(X) prokazdé a € %,

* jestlize o, 3 € RV (X), pak taky
(a+p) € RV (X),
(a-fB) € RV(Y),

(a)* € RV (%).

Symbol pro zfetézeni se obvykle nemusi psat.
Regularni vyraz oznacuje mnoZinu fetézct s danou vlastnosti, jazyk je také
mnoZina fetézch (slov) s danou vlastnosti = kazdy reguldrni vyraz uréuje néktery

jazyk.
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Operace nad jazyky:
0 ... prazdny jazyk
5 ... {e} (jazyk obsahujici jen slovo s nulovou délkou)
a,a€¥ ... {a} (jazyk obsahujicijen slovo a s délkou 1)
a+ [ ... {a}U{pB} (sjednoceni)
a-f ... {a} o {B} (zFetézeni)
(a)* ... {a}* (iterace)

Sjednoceni, zfetézeni a iteraci oznac¢ujeme jako regulirni operace.

Priklad 4.1
UkéZzeme si nékolik regularnich jazykt a ekvivalentnich regularnich vyrazi.
Ly = {a'c(ab)’ | i,5 > 0}

Ry = a*c(ab)*

Ly ={1*w|i>0,w e {0,1}*}

Ry = (ID(11)*(0 + 1)*

Ly={ab|i>0}U{bali>0}

Rs = aa*b+ b*a

Ly={e}U ({aba’|i >0} U{b?a® ' |i>0})o{ca’|i>0}
R4 = € + (abbbba* + bba(aa)*)ca*

4.3 Vztah ke koneénym automatam

Véta 4.1 Jazyky urcené requldrnimi vyrazy jsou pravé requldrni jazyky, tedy prdavé jazyky
rozpozndvané konecnymi automaty.

Dukaz: ,=" (podle reg. vyrazu sestrojime kone¢ny automat)
Regulérni jazyk je konstruovan z mnozin pomoci operétoru sjednoceni, zfeté-
zeni a iterace. VSechny tyto operatory maji sviij ekvivalent u regularnich vyrazi.
Ditikaz lze provést matematickou indukci:

* bize: pro regularni vyrazy 0, {¢}, {a},a € ¥ dokdZeme jednoduse zkonstruo-
vat kone¢ny automat,
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~(® MORNMO)

e indukcni krok: predpokladejme, Ze pro regularni vyrazy o a # dokdZeme se-
strojit kone¢né automaty (vcéetné téch v bizi),

* jiz dfive jsme dokézali (pomoci automatti), Ze tfida regularnich jazyka je
uzaviena vzhledem k operacim sjednoceni, zfetézeni a iterace, tedy pouzi-
jeme postupy popsané v dlikazech téchto operaci pro sestrojeni kone¢nych
automatt reprezentujicich reg. vyrazy o+ 5, a - f a (a)*.

Dutkaz: , <" (podle automatu sestrojime reg. vyraz)
Musime popsat regularnim vyrazem vsechny cesty vedouci z poc¢atecniho stavu
do nékterého koncového stavu automatu.
Definujeme:
Rij ={we X" | (i,w)Fy (j,e)}

Je to mnoZina v8ech slov takovych, ktera 1ze v automatu zpracovat tak, Ze poc¢atecni
stav je i a skon¢ime ve stavu j.
JestliZze je mnozZina stavi {1,2,...,n}, pak jazykem automatu je mnozina

U Ru
kel

(sjednotime vSechny cesty zacinajici v poc¢ate¢nim stavu a kon¢ici v nékterém z kon-
covych stavii). O

Pro postupnou konstrukci mnozin R;; pouZijeme:

Rl ={w € Ry; | pokud existuje m : (i,w) b4 (m,u) F4 (j,¢), (4.1)
w #u#¢e, pakm < k} 4.2)

Je to podmnoZina mnoziny R;; takov4, Ze na cesté v automatu, kterd je zpracovanim
slova z této mnoZiny, se nachazeji pouze stavy s indexem mensim nebo rovnym ¢islu

Vv

k (neplati pro , krajni stavy” i a j, ty mohou byt i vyssinez k).
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Postupujeme dle ndsledujiciho vzorce:
Rffl - Rfj + (Rﬁk—kl ) (R’lz+1,k+1)* ’ RZ—i—l,j)

Toje rekurzivni vzorec pro vypocet mnozin Rfj —nejdiiv

“ k
vezmeme vSechna slova, ktera 1ze rozpoznat cestou pres \ B
stavy < k,a pak pfiddme slova, kterd jsou zpracovavana o Rk
s ey 1 k41 AV
cestou obsahujici nejméné jednou stav k+1 (tedy nejdiiv ' o
v

cesta z i do stavu k + 1, pak pfipadné smycka pres tento @ _ RE '@
stav a stavy < k, a potom zpatky ze stavu k£ + 1 do j). o

Bézi rekurze jsou jednoduché automaty, kde zachycujeme p¥imy pfechod ze
stavu i do j:

RO (" Ja(+e)

0 (o
Ohn O

e prvni pfipad pouZijeme, kdyZz ve stavu i existuje smycka pfes tento stav:
R\ =a+e¢

¢ druhy pfipad pouzijeme pro stav, ve kterém neexistuje smycka (mame pouze
,prazdny pfechod”): RY, = ¢

* tfeti pfipad pouZijeme pro dva rtizné stavy 7 a j, mezi kterymi vede pfimy
piechod: RY; = a

e pokud mezi stavy i a j nevede pifmy pfechod, bude R;; = 0.
Postup:

e vytvotime R; pomoci definice automatu (z tabulky nebo diagramu),
* podle rekurzivniho vzorce vypocteme dalsi mnoziny R}; aZz ke k = n,

* plati R}, = R;;, dostaneme pro i = 1 a j € F vSechny cesty v automatu
vedouci od pocate¢niho stavu (i = 1) do koncovych stav,

* vysledny regularni vyraz pro cely automat je U;cp R1;.

Ptiklad 4.2
Uvedeny postup si ukdZeme na automatu se tfemi stavy. Upozorniujeme, Ze sloZitost

postupu nartistd s mnoZstvim stavi geometrickou fadou.
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jalb]e

—1{2]1]3

—212|3 |-

—3|1]|—-]|-
gzlil”g Rly=(0+e)+((b+e)(b+e)(b+e)) =0b*
. - Riy=a+ ((b+¢e)(b+e)*a) =b*a
szc RY = ct ((b+e)(b+e)e) = be
oy Ry =0+0=0
R§2:Z+5 Ry, =(a+e)+0=a+c¢

2 = Rl =b+0=b
};gli; Ry =a+ (a(b+e)*(b+¢e)) = ab*
?)2 N R, =0+ (a(b+¢e)*a) = ab*a
Ity =< Riy=c+ (a(b+¢e)c) =+ abc

R%, =0b* + (b*a(a +€)*0) = b

R}, =b*a+ (b*a(a +&)*(a+¢) = b*aa*

R, =bc+ (b*a(a +£)*b) = b*c + b*aa*b

R3 =0+ ((a+e)(a+e)0) =

Ry =(a+e)+ ((a+e)(a+e)* (a—l—s)) a*

Ry =b+((a+e)(ate)d) =

R%, = ab* + (ab*a(a + €)*0) = ab*

R3, = ab*a + (ab*a(a +€)*(a + €)) = ab*aa*

R, = (e 4 ab*c) + (ab*a(a + €)*b) = € + ab*c + ab*aa*b

R3, = b*aa* + ((b*c + b*aa*b)(e + ab*c + ab*aa*b)*ab*aa*) =
= b*aa* + ((b*c + b*aa*b)(ab*c + ab*aa*b)*ab*aa*)

R}y = (b*c+b*aa*b) + ((b*c+ b*aa*b) (e + ab*c + ab*aa*b)* (¢ + ab*c + ab*aa*b)) =

= (b*c+ b*aa*d) + ((b*c + b*aa*b)(+ab*c + ab*aa*b)*(e + ab*c + ab*aa*b))
Riy = Ry, Riz = R
R(A) = Riz + Ry3
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4.4 Vyuziti vztahu regularnich vyraza k reg. jazyktim

4.4.1 Ddukazy uzavérovych vlastnosti regularnich jazyka

DokaZeme uzavienost tfidy regularnich jazykt vzhledem k substituci, a protoZe
homomorfismus je vlastné specidlnim pfipadem substituce, tak i uzavienost tiidy
regularnich jazykt vzhledem k homomorfismu (zatim jsme si tuto operaci ukéazali
jen na ptikladu).

Definice 4.2 (Substituce) pouZiti na fetézce znakii s operaci zietézeni je zobrazent, které
zachovdvd neutrdlni proek (v nasem pripadé prazdny tetézec €) a také samotnou operaci
ztetézenti, tedy:

s(e) =«

s(aow) = s(a) o s(w)
Rozdil oproti homomorfismu:
* homomorfismus pfifazuje kazdému znaku ptivodni abecedy pravé jeden fe-

tézec,

e substituce pfifazuje kazdému znaku ptivodni abecedy mnoZinu fetétcti, v pfi-
padé regularni substituce jde o mnoZinu, ktera je reprezentovana regularnim

jazykem,

* homomorfismus je tedy specidlni pfipad substituce.

Véta 4.2 Trida requldrnich jazykil je uzaviena vzhledem k operaci substituce.

Dikaz: Mame jazyk L, nad abecedou ¥; reprezentovany regularnim vyrazem.

Substituce o je urcena tak, Ze pro kazdy prvek abecedy ¥;, a € ¥;, mame
reguldrni vyraz o(a) nad abecedou A,.

Po uplatnéni substituce vznikne jazyk o(L;) nad abecedou

U A,

a€EXy

tak, Ze v regularnim vyrazu ptivodniho jazyka nahradime vSechny symboly abe-
cedy X; pfislusnymi reguldrnimi vyrazy o(a). O
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Piiklad 4.3
L=a"b+ (b*a)*

o1(a) =m*, o1(b) = p*q+p

= o(L) =m*(pqg+p) + ((p'q + p)m*)*
oo(a) = ¢, o9(b) = ¢*

=  o0y(L) =c"c* + (cfe) = ¢*

0'3(61) = d*, Ug(b) =d

=  o3(L)=d"d+ (d*d*)* = d*

o4(a) = e*, o4(b) = f*

= O'4(L):G*f*‘l-(@*f*)*:(e*f*)*:<€+f>*

4.4.2 Normovany automat

Definice 4.3 (Normovany automat) Normovany automat je deterministicky automat
bez nedosaZitelnijch stavii, jehoZ stavy jsou oznaceny jednoznacné (jednoznacnym postu-

pem).

Ucel:

O dvou ekvivalentnich automatech, které nejsou normované, mtizeme fici, Ze jsou
stejné aZ na oznaceni stavil. Normovanim si zjednoduSime porovnavani automatt,
protoze dva ekvivalentni normované automaty jsou shodné i véetné oznaceni stavii
(nemusime provérovat rizné kombinace uspofddanych dvojic stavit).

Postup: Stavy:automatu uspofddame podle nejkratsich slov zjazykt L; (budeme
indexovat sestupné, ,,nejvétsi” slovo dostane nejmensi index). Porovnavame podle
délky, stejné dlouhé slova podle abecedy.

* u kazdého stavu i automatu zjistime nejkratsi slovo piislusného jazyka L;, je
mozné, Ze budeme potiebovat vice takovych slov,
* sefadime podle délky sestupné,

¢ pokud vyjdou dvé stejné dlouhd slova u vice stavii, porovndme je podle
abecedy,
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¢ pokud vyjdou stejna slova u vice stavti, pouZijeme u kazdého druhé nejkratsi
slovo (atd. dokud nenajdeme rozdil, ten najdeme urcité —jsou to rtizné jazyky),

* sefazené stavy oindexujeme (pojmenujeme) od 1.

P¥iklad 4.4
Znormujeme automat A = ({qo, 1,2}, {a, b}, 0, qo, {:1})

|alb
—
Pvodni automat: do || G2 | @1
@ q
q2 q2 | q1

L(qo) = ba* + aa*b, nejmensi slova jsou b, ab, ba, aab, . . .
L(q1) = a*, nejmensi slova jsou ¢, a, aq, . . .

L(g2) = a*b, nejmensi slova jsou b, ab, aab, . . .

Jak vidime, nejkratsi slovo obsahuje jazyk L(q; ), proto tomuto jazyku pfifadime
nejvyssi index (3).
Zbyvajici dva jazyky maji prvni dvé nejmensi slova stejnd, az v tfetim slové se

V2

lis1 — ba < aab a proto jazyku L(qp) pfitadime druhy nejvyssi index (2).

b a
aL ~(O)——()
p o — 2113 X b
O Znormovani:
— 313 @
211

3 S

Jak si mizeme vSimnout na piikladu 4.4 a jak mtzeme také zjistit ivahou,
koncové stavy vétSinou mivaji pfifazeny nejvyssi indexy a proti sméru vypoctu
(tedy smérem od koncovych k pocate¢nimu stavu) se indexy obvykle snizuji. To
vSak neni tak tplné pravidlem — tfeba v pfikladu 4.4 neméa pocatecni stav nejnizsi

index.

4.4.3 Minimalizace koneéného automatu

Minimalizaci budeme rozumét pfedevsim sniZeni poctu stavii automatu. Tento

postup miize byt uZite¢ny pfi porovnavani jazykti rozpozndvanych dvéma (napo-
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hled) riznymi automaty, ale také pfi optimalizaci programt vytvofenych stavovym
programovanim podle kone¢ného automatu.

Definice 4.4 (Ekvivalentni automaty) Dva konecné automaty A, a A, jsou ekviva-
lentni, pokud rozpozndvaji tentyz jazyk, tj. L(A;) = L(As). L]

Definice 4.5 (Minimalni automat) Konecny automat je minimdlni, jestlize neexistuje
Zddny s nim ekvivalentni automat, kteryj ma mensi pocet stavil. L]

Véta 4.3 Ke kaZdému konecnému automatu lze sestrojit ekvivalentni minimdlni konecny

automat. Jj
Postup:
¢ vytvofime ekvivalentni deterministicky automat, ;

¢ odstranime nedosaZitelné stavy,
* vytvorime ekvivalentni redukovany automat,

* vhodné pfeznac¢ime stavy — znormujeme automat.

Vyuzijeme konstrukci podilového automatu (viz podilova grupa apod.).

Redukce stavt automatu

Redukce stavii automatu A = (Q, %, 0, qo, F):

24/

* pro vSechny stavy ¢ automatu vytvoiime ,pomocné” automaty A, tak, ze
vezmeme plivodni automat A a stav ¢ pouZijeme jako pocétecni, tedy

quQ Aq:(Qaza(S)CLF)a

oznacime L, = L(A,),

¢ zavedeme relaci ekvivalence ~ na mnoziné stavii automatu (), definujeme ji
takto: projakékoliv dvastavyp,q € Q plati:p ~ ¢ <= L, = L, (dvastavyjsou
ekvivalentni, pokud se rovnaji jazyky pfislusnych pomocnych automatt),

* kdyzZ pfi postupu ze dvou rtiznych stavii dostdvdme totéz, pak jsou tyto stavy
zaménitelné = muZeme je ,shrnout” do jediného stavu, tedy vSechny cesty

vz 2

mifici do ¢ pfesmérujeme do p a stav ¢ odstranime,
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e toto odstrariovani provadime tak dlouho, dokud v automatu existuji ekviva-
lentni stavy:.

Definice 4.6 (Podilovy automat) Necht' A = (Q,%, 9, qo, F) je konecnyy automat bez
nedosaZitelnijch stavii.

Vytvorime t¥idy ekvivalence ~ obsahujici néktery stav q € Q:

g ={plpeQ,p~q}

Podilovyy automat A.., podle ekvivalence ~ je A = {Q~, %, 0~, [qo], F~), kde

* Q.={ldqeQ}
° 5N([q],a) = [5((],@)],
o .=A{[fl| feF}

Konstrukci podilového automatu pouZijeme pro redukci stavti ptivodniho auto-
matu, proto o takto vytvofeném automatu budeme hovoftit také jako o redukovaném.

Je pomérné snadné dokazat, Ze podilovy automat je ekvivalentni s ptivodnim
automatem (,,shrnujeme” cesty, které jsou shodné). Na ptikladu si ukdzeme vytvo-
feni podilového automatu véetné hledani ekvivalentnich stavii.

Postup: Vytvofime automaty A; = (Q, %, 6,1, F') (jako pocateni stav pouzijeme
i € Q), zajimaji nas jazyky L, = L(A;). Ty pak porovndme a zpracujeme ekviva-
lentni.

Budeme postupovat nasledovné:

0
157

* vytvofime mnoziny R, rekurzivné vypocteme dalsi mnoziny R} azke k = 8,
¢ zjistime jazyky

L(l) = U R?f

feF
a porovname je, pokud nékteré dva stavy rozpoznévaji stejny jazyk, jeden
z nich odstranime s pfesmérovanim vsech piimych cest vedoucich do tohoto
stavu,

* automat pfevedeme do normalniho tvaru (znormujeme).
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Piiklad 4.5
=(Q,%,0,1,F)=({1,2,...,8},{a,b},d,1,{8}) deterministicky bez nedosazitel-
nych stavi

%

RO X[ J| WO |||

l

RN |G| = W[IN| =
SN OV = O W =N

R CR o

)

Jazyky L; vytvofime postupem popsanym vyse:
Ly = RY; = bba*bb* + aba*bb* + baba*bb*
Ly = RS = ba*bb*
Ly = R§s = a*bb*
Ly = RY = ba*bb* + aba*bb*
Ls = R% = ba*bb* = L
Le = Ry = a*bb* = L
L; = R% = a*bb* = L

Lg = RS = b* = zpracujeme stavy 5, 6, 7.

Ptvodni automat:

alb

G /@%@\
B 0. O
hr el

S [CGe
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Po odstranéni stavu 5:

D

—1|2]4 /@
2106

3138 -
41213

668

7178

—810]8

Po odstranéni stavu 6:

al|b
~12]4
0|3
31318 -
4213
71718
—81(0]|8

Po odstranéni stavu 7:

alb

—1(21|4 “@ba

0|3 . b
31318 ab@ b
4123 b

—81(0]|8 @

Takto vytvofeny automatje uz sice redukovany, ale jesté ne minimalni. Abychom
mohli splnit podminku snadného porovnavani automatti, musime nd$ automat
jesté normovat.

Vyuzijeme jazyky dil¢ich automatti, které jsme zjistili dfive:

Ly = RYg = bba*bb* + aba*bb* + baba*bb*
Ly = RSg = ba*bb*
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Ly = RSy = a*bb*
Ly = RYs = ba*bb* + aba*bb*
Lg = RS = b"
Z téchto jazyki vybereme nejkratsi slova a ta porovname:

Stav i | Nejkratsi slovo jazyka L; | Nové oznaceni stavu

1 abb 1
2 bb, bab, . .. 2
3 b 4
4 bb, abb, . .. 3
8 € 5

Vysledny automat po znormovani:

O
hS
)
.
3

[6)
S |IN =S|
Q1| U1 | = | x| W
S¥




Kapitola 5

Formalni gramatiky

Az dosud jsme se zabyvali moZnostmi zjistovini, zda zadané slovo nebo posloupnost signilii
vyhovuje danym podminkdm, tedy zda patvi do urcitého jazyka. V této kapitole se budeme
zabyjvat moZnostmi generovini slov vyhovujicich danym podminkdm, tedy patvicich do
urcitého jazyka.

5.1 Generovani slov jazyka

Definice 5.1 (Zakladni pojmy formdlnich gramatik)
* Abeceda je neprizdni konecnd mnoZina, jejiz proky nazyvime znaky, symboly,
signdly.
* Slovo nad abecedou X je konecnd posloupnost symbolii abecedy %, tj. w € ¥*.
¢ Jazyk na abecedou X je mnozina slov L nad abecedou 3, tj. L C ¥*.

e Automat rozpoznéva slovo, tj. dostane jiZ existujici slovo na vstup a rozhodne, zda
patti do daného jazyka.

* Gramatika vytvafi (generuje) slova daného jazyka, popisuje strukturu jazyka.

Pouziti gramatik pii generovani slov si nejdiiv ukazeme na piikladu.

44
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Piiklad 5.1
L = a*(bc + cb*c)
S —aS
S — bA
S —cB
A—c

B — bB

CNGECHECHECHC)

B —c

Generujeme slovo cbbe: S= cB=> cbB=> cbbB= cbbc Neni co prepisovat = konec
Uspornéjsi a piehlednéjsi zptisob zapisu (shrneme pravidla se stejnou levou

stranou na jeden fadek):

S —aS|bA|cB OFORE)

A—c @

B—bB|ec ®,0

Definice 5.2 (Formadlni gramatika) Formdlni gramatika je uspotidand ctvetice (posloup- 0
nost) G = (N, T, P, S), kde

* N je neprazdnd konecnd mnoZina netermindlnich symbolii (netermindlni abeceda),

o T je neprizdnd konecnd mnoZina termindlnich symbolii (termindlni abeceda), plati
NNT =40,

* P je neprizdnd konecnd mnoZina pravidel, P C (N UT)*N(NUT)*) x (NUT)*
jinak: «AB — vy, kdeAe N, a,3,y€ (NUT)*

* § je startovaci symbol gramatiky, S € N.

G = (N,T,P,S).
Slovo wy Ize pFimo (v jednom kroku) odvodit ze slova w, (piseme w; = wq, obvykle

Definice 5.3 (Relace kroku odvozeni =) Necht’ wy,w, € (N U T)* pro gramatiku E

staci =), jestlize existuje pravidlo (o — (3) € P, wy = x10x9, wy = 115 (podietézec o
nahradime tetézcem (3).

Symbol =" je reflexivnim tranzitivnim uzavérem relace =, tj. naptiklad zapis

W, = We = W3 = Wy = Ws lze zkratit na w; =* ws.
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Definice 5.4 (Jazyk) Jazyk generovany gramatikou G' = (N, T, P, S) je mnoZina
LG)={weT"|S=¢w}

Definice 5.5 (Vétna forma, véta) Vétna forma gramatiky G = (N, T, P, S) je kterékoliv
slovo « takové, Ze S =7, «, tedy je to kterékoliv slovo, které Ize odvodit ze startovactho
symbolu pomoci pravidel gramatiky.

Véta gramatiky G = (N,T,P,S) je takovd vétnd forma w, kterd se sklidd pouze
z termindlnich symbolil, tedy S =¢ w, w € T*. MiiZeme f¥ici, Ze jazyk generovany
gramatikou je mnoZina vsech vét této gramatiky.

Definice 5.6 (Ekvivalence gramatik) Gramatiky G, a G jsou ekvivalentni, pokud
generuji tentyZ jazyk, tedy L(G1) = L(Gs).

Definice 5.7 (Derivace) Derivace slova o délky n v gramatice G = (N, T, P, S) je po-
sloupnost slov ay, s, ... «, takovd, Ze

.&1:‘9/
® o, =,

hd Oéi:>(;04i+1VZ'Z 1<i<n—1.

5.2 Reguldrni gramatiky

Definice 5.8 (Regularni gramatika) Regquldirni gramatika je takovd formdlni gramatika
G = (N,T,P,S), kde P je mnoZina pravidel ve tvaru

A—anebo A — aB, kde A, Be N,acT,

pokud se S nevyskytuje na pravé strané Ziadného pravidla, miiZe existovat i pravidlo S — «.

Véta 5.1 Jazyky generované reguldrnimi gramatikami jsou pravé requldrni jazyky.

Postup a princip ditikazu si nejdiiv ukdZeme na prikladech.

Piiklad 5.2
G = ({5, A}, {a,b,c,d}, P, S),kde v P jsou pravidla
S—aS|aA|c

A= bA|cS|d
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Vytvoreny kone¢ny automat:

) Qe O

a | b|c a
~S|s A X *@ ”
A Al S| X Wd
C
—X ®

L = a*(ab*ca*)*(c + ab*d) = a*ab*(ca*ab*)*d + a*(ab*ca*)*c

Ptiklad 5.3

G=({S,A,B}, {a,b}, P, S),kde v P jsou pravidla
S—aAl|b|e

A — DA |bB

B—aAl|b

Vytvofeny konecny automat:
a b

mb
—~S|A| X a
A t@ﬁ}
b b a
Bl Al X b
— X @

L=c¢c+b+ ab*b(ab*b)*b

Dikaz: ,=“(G=(N,T,P,S) — A=(Q,%,6,q,F))
* abeceda ¥ = T, pocatecni stav ¢qp = 5,
e stavy Q = NU{X}, musibyt X ¢ N (X je nové pfidany),
¢ koncové stavy:
- pokud (S — ¢) € P,pak F ={X, S},
- jinak ' = {X},
¢ ¢ funkce:

— pro kazdé pravidlo (U — aV) € Pjed(U,a) >V,
— pro kazdé pravidlo (U — a) € Pjed(U,a) > X.
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Piiklad 5.4
A = ({QO7 q1, 42, q3}7 {a7 b}? (57 qo0, {Q27 q3})

H a ‘ b — a m a m
— o || q1 4
qi do, 42 b
42 | 92 q3
(g3 || g3

Automat upravime, abychom mohli pouZit postup pfesné opacny postupu pre-
vodu gramatiky na automat:

| o |

— 4o 41 o b am b am
¢ o, q2, X 40/4»4»
@ || g X | g X b iab a

q3 || g3, X

— X

Vysledna gramatika ajeji iprava (jen nahradime neterminély velkymi pismeny):

qo — aq S — aA

g1 — bqo | bga |b A—bS|bB|b
g2 — aqa | bgs | a|b B —aB|bC|alb
g3 — ags | a C—aCla

L = (ab)*aba* + (ab)*aba*ba* = (ab)*aba* (¢ + ba*)

P¥iklad 5.5
A = ({QO7 q1, 42, ql?)}v {CL, b7 C}J 57 qo, {QO7 q3}>

|al b |e
~dqo || G bm am
q1 || 92 | 90,41 i $
q2 || 92 qs
ALK}
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Upravime automat, tentokrat musime feSit i pocatecni stav:

|a] ¥ e

qo || 91

Q| G2 | 9o, q1, X Xbﬂa amc
Q2 || G2 X HH
C
b

q3

=

=S| a

a
—
w b

Stav g3 se stava nadbytecnym, neexistuje Zadna cesta vedouci od ného do kon-
cového stavu.

Vysledna gramatika a pfevedeni neterminélti na velka pismena:

S —aq |e S —aB|e

qo — aqi A —aB

g1 — aqs | bgo | bgr |b B —aC|bA|bB|b
G2 — aga | c C—aClc

L = ¢+ (ab*b)*ab*(b + aa*c)

Drikaz: II<:” ("4: (Q72757 QOaF) - G = (N7T7 P7 S))
e upravime automat — upraveny je A’ = (@', X, ', ¢;, F")
- P ={x),

— duplikujeme pfimé pfechody vedouci do ptivodnich koncovych stavii,
vytvorené pfesmérujeme do X,

- pokud ¢y € F, vytvofime novy pocate¢ni stav S, F’' = {X,S}, ¢, = S,
Va € ¥:8(5,a) = (qo,a),
e I'=%, N=@ —{X}, startovaci symbol je ¢,
* pravidla P:
— pro vsechny pfechody §(¢;,a) > ¢; (¢; — aq;) € P, pokud ¢; ¢ F’,
- jinak (¢; — a) € P,
— jestlize S € F', pak (S — ¢) € P.




KAPITOLA 5 FORMALNI GRAMATIKY 50

5.3 Chomského hierarchie gramatik

Po jazykovédci Noamu Chomském je pojmenovana hierarchie zdkladnich typt
formélnich gramatik. Gramatiky v této hierarchii maji jedno spole¢né — sekvencni
zptisob generovani slova. To znamend, Ze v kazdém kroku odvozeni je pouZzito
pravé jedno pravidlo na pravé jednom misté v pfepisovaném slové.

V hierarchii najdeme ¢tyfi typy gramatik oznacenych ¢isly 0, 1, 2, 3. T7idy (tedy
mnoziny) jazykii generované témito gramatikami oznacujeme £(0), £(1), £(2), £(3).
Mimo hierarchii, ale v tésné vazbé na ni, existuji dalsi typy gramatik, na které se
také podivame.

5.3.1 Gramatiky v Chomského hierarchii

Chomského hierarchie zahrnuje tedy ¢tyfi typy gramatik. U kazdého typu si uve-
deme pfipadny slovni ndzev a déle oznaceni, které se kromé L(¢7slo) pouziva pro
oznaceni souvisejici tfidy jazykd, tvar pravidel a ekvivalentni stroj, ktery rozpo-
znava stejnou tfidu jazykd.

Definice 5.9 (Gramatiky Chomského hierarchie)
1. Gramatiky typu O (rekurzivné vycislitelné, RE — Recursively Enumerable)

 Zidné zvldstni podminky na tvar pravidel (jen na levé strané musi bijt alespori
jeden netermindl):

(NUT)*N(NUT)" x (NUT)*

jiny zdpis: «Af — v, A€ N,o,3,v€ (NUT)*

e ckvivalentni stroj: Turingiiv stroj (TS)
2. Gramatiky typu 1 (nezkracujici, monoténni)

* pro pravidla must navic kromé podminek gramatik typu 0 platit:
a— 0, lof <[Bl, opfe(NUT)

* muiZe existovat pravidlo S — €, pokud se S nenachdzi na pravé strané Zidného
pravidla
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e gramatiky se nazyvaji nezkracujici, protoZe generované slovo se po jednotliviyjch
krocich bud' prodluzuje, nebo se jeho délka neméni, ale nezkracuje se

* ekvivalentni stroj: linedrné ohraniceny automat (LOA, LBA — Linearly Bounded
Automaton)

3. Gramatiky typu 2 (bezkontextové, C'F' — Context-free)

* pravidla ve tvaru
A—a, AeNae(NUT)

* ekvivalentni stroj: zdsobnikovy automat (ZA)
4. Gramatiky typu 3 (requlirni, REG — Regular)
* pravidla ve tvaru

A—aB, A—a, A B€eN,aceT

* miiZe existovat pravidlo S — ¢, pokud se S nenachdizi na pravé strané Zadného
pravidla

e ekvivalentni stroj: kone¢nyy automat (KA)

Véta 5.2 Mezi tiidami jazykii generovanyjch gramatikami v Chomského hierarchii jsou tyto
vztahy: B

L(3) C £(2) C L£(1) € £(0)

Pro korektni diikaz tohoto tvrzeni jesté nemame dostatek znalosti, proto si jen
uvedeme jazyky, které Ize pouZit v diikazu prvnich dvou inkluzi:

Lor = {a™® [n>1} € (L£(2) — £(3))
LMON = {CLnann ’ n Z 1} c (E(l) - £(2>>

5.3.2 Souvisejici typy gramatik

Dale v textu budeme také pracovat s témito typy gramatik:

1. Kontextové gramatiky (C'S — Context Sensitive) []

* pravidla ve tvaru

aAf —ayB, y#e,AeN,a,f,ve(NUT)



KAPITOLA 5 FORMALNI GRAMATIKY 52

* muZe existovat pravidlo S — ¢, pokud se S nenachazi na pravé strané
zadného pravidla

e tato tfida jazyki je ekvivalentni tfidé jazykd typu 1 (nezkracujicim) —
CS = L(1)

2. Linedrni gramatiky (LIN — Linear)

pravidla ve tvaru
A—aBpf, A—«a, A BeN,a,pfeT”

¢ specidlni pfipady linedrnich gramatik:
- pravolinedrni (RLIN) A — (BB, A — [3, stejné definované jako

regularni
— levolinearni (LLIN) A — B3, A — f3
* LIN je specialni pfipad C'F' (bezkontextovych) gramatik, da se dokazat,
ze LIN C LIN
L={a""|n>1}" € (CF—LIN)
* RLIN = LLIN = REG, da se dokazat, ze REG C LIN
L={a"b"|n>1} € (LIN — REQG)

3. Gramatiky generujici kone¢né jazyky (F'IN — Finite languages)

¢ konec¢né jazyky lze generovat regularnimi gramatikami:
S — prvni slovo | druhé slovo | tfetislovo | ...

e plati FIN C REG
L=a" € (REG—FIN)

5.4 Operace nad slovy a jazyky

Nésledujici definice se budou tykat jazykt L; a L, nad abecedou ¥, pfipadné slov
w, a wy, nad touto abecedou.

Definice 5.10 (Operace zfetézeni) Operace ztetézeni slov je definovina ndsledovné:
necht' wy = ajas . .. an, Wy = bybs . . . by,. Jejich zietézenim je slovo

W= Wy Wy = a10Q3 . ..0a,010y...b,, 0délce n + m.
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Operace zietézeni jazykt je definovina ndsledovné: Zietézenim jazykii Ly a Ly je
jazyk
L:Ll-ng{wl-wg|w1€L1,wQEL2}

Definice 5.11 (Operace sjednoceni jazyk®) Sjednocenim jazykii Ly a L, je jazyk
L=LiUL,={weX |we L VwéeE Ly}

Definice 5.12 (Operace priniku jazykt) Prinikem jazykii Ly a L, je jazyk
L=0LiNLy={weX¥X|we Li&we Ly}

Definice 5.13 (Operace komplementu (dopliiku) jazyka) Komplementem jazyka L,
v abecedé ¥ je jazyk
L=Li={weX|w¢ L}

Definice 5.14 (Operace uzavéru jazyka) (iterace, nekonecné sjednoceni) uzdavérem ja-
zyka L, je jazyk
L=Li=|JL}, kde Ly =Ly Ly-...- Ly
i=0

celkem ix

Definice 5.15 (Operace bez e-nového uzavéru jazyka) Je definovina podobné:

L=L{=JL}, kde Li =Ly -Ly-...- L

i=1

celkem ix

(rozdil je v indexu pod sumou, zde je i > 0)

Definice 5.16 (Operace zrcadlového obrazu) Operace zrcadlového obrazu slova je
definovina ndsledovné: necht’ wy = ajas . ..a,. Jeho zrcadlovym obrazem je slovo w =
wfb = apQp_1...0a207.
Operace zrcadlového obrazu jazyka je definovina ndsledovné: Zrcadlovym obrazem
jazyka Ly je jazyk
L=LF={wflwe L}




Kapitola 6

Bezkontextové jazyky

V této kapitole se budeme zabyvat jazyky odpovidajicimi t¥idé jazykii L(2) (resp. C'F)
v Chomského hierarchii, tedy bezkontextovym gramatikdm.

6.1 Bezkontextové gramatiky

Definice 6.1 (Bezkontextova gramatika) Bezkontextovd gramatika je gramatika, jejiz
pravidla jsou ve tvaru A — «, kde A€ N,a € (NUT)*

Pfiklad 6.1

Ly = {wwf | w € {a,b}*}

Gy = ({5}, {a, b}, P, S), kde mnozina P obsahuje pravidla S — aSa | bSb | ¢
Derivace:

S = aSa = abSba = abbSbba = abbbba

Piiklad 6.2
Ly = (a™0™c" | m,n > 0}
Gy = ({5, A},{a,b,c}, P, S), kde mnozina P obsahuje pravidla
S — aSc | aAc
A—DA|D

Derivace:
S = aSc = aaAcc = aabAcc = aabbAcc = aabbbcc

54
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Piiklad 6.3
Ly ={0"1"|1<n<m}
Gs = ({A},{0,1}, P, A), kde mnozina P obsahuje pravidla
A — 0A1| A1]01

Derivace:
A= 0A1 = 0A11 = 00111

Ptiklad 6.4
L, =jazyk matematickych vyrazt obsahujicich

* cela cisla
* operétory +, * (bez ohledu na prioritu)
* zavorky
Gy = ({E},{n,+,%,),(}, P, E), kde mnozina P obsahuje pravidla
Derivace:

E=FExE=FE+ExE=n+ExE=n+(E)«xE=
=n+ (E)xn=n+(n)*n

Definice 6.2 (Derivaéni strom) Derivacni strom nékteré derivace v bezkontextové gra-
matice G = (N, T, P, S) je usporddany kotenovy strom (tj. souvisly acyklicky graf), jehoz
uzly jsou ohodnoceny symboly z mnoziny N UT U {c} a plati:

* vsechny uzly kromé kotene maji jednoho ptedchiidce, koven nemd Zidného,

* pokud je néktery uzel ohodnocen symbolem A, jeho ndslednici po fadé symboly a,, as,
.y, pak v mnoZiné pravidel P gramatiky existuje pravidlo A — ajasy . . . a,,

e jestliZe uzel ohodnoceny symbolem A md jediného ndslednika ohodnoceného symbolem
g, pak v P existuje pravidlo A — ¢,

* koten stromu je ohodnocen S, listy jsou ohodnoceny symboly € T U {c}, ostatni
symboly € N.

V kazZdém kroku vytvdreni derivacniho stromu tvori listy vétnou formu v gramatice.
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Piiklad 6.5
Pravidla:
E—-E+E|ExE|(E)|n

Derivace:
F=FE«EFE=F+FE+«xE=n+ExE=n+n*xE=n+n*n

Budeme postupné vytvaret deriva¢ni strom této derivace:

E E E E E
Iy ey ey ey £
RN RN RN |
E + E E + E E 4+ E E 4+ E n

| [

Obrazek 6.1: Postupné vytvoreni deriva¢niho stromu

6.2 Vlastnosti bezkontextovych gramatik

Zde se podivame predevsim na nékteré specidlni tvary bezkontextovych gramatik
(u kazdého tvaru si uvedeme i vztah k obecné definici).

Tyto specidlni tvary maji smysl pfedevsim tehdy, kdyZ navrhneme gramatiku
pro urcity tcel a potfebujeme, aby méla urcité vlastnosti — pfevedeme do nékte-
rého specialniho tvaru, ktery tyto vlastnosti ma (napiiklad z déivodu snadné;jsi
programovatelnosti, tfeba u syntaktické analyzy prekladace).

6.2.1 Bezkontextovad gramatika nezkracujici

Definice 6.3 (Nezkracujici bezkontextova gramatika) Nezkracujici bezkontextovou

gramatikou (nevypoustéjici) nazyvime takovou gramatiku, kde mnozina pravidel P bud’

neobsahuje Zadné e-pravidlo, a nebo existuje jediné e-pravidlo S — ¢ a zdroveri S neni na
pravé strané Zadného pravidla.

Véta 6.1 Necht' G je bezkontextovd gramatika. Pak existuje gramatika G' bez -pravidel
takovd, Ze L(G') = L(G) — {¢}.
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Dukaz: Pro kazdy symbol A € N, ktery lze pfepsat na e:

* pro kazdé pravidlo B — [fyAB1A... AB,, kde je A na pravé strané pravidla,
simulujeme pouziti pravidla A — ¢ na riznych mistech — pfiddme pravidla

B — By BiABs...Bn1AB,
B — ByABi Ba...Bn1AB,

B — ByABIABs. . Bt DB
B— By Bi Ba..Bu1ABy

B — ﬁO ﬂl 52-'-671—1 ﬂn

* odstranime pravidlo A — ¢

Véta 6.2 Necht’ G je bezkontextovi gramatika. Pak existuje gramatika G' bez e-pravidel
nezkracujici takovd, Ze L(G') = L(G).

Dukaz: Postup zavisina tom, zda ¢ ¢ L(G).

e Pokud ¢ ¢ L(G), postupujeme dle pfedchoziho dtikazu.

e Pokud ¢ € L(G), postupujeme dle nasledujiciho schématu (v G’ bude jediné
e-ové pravidlo S" — ¢):

G=(N,T,P,S)
¢
G, = (N,T, P, S)
(vytvofime podle postupu v pfedchozim diikazu)

I3
G'=(NU{SY,T, P, 8 kde P = P,U{S" — | S}

|

Pfevod obecné bezkontextové gramatiky na nezkracujici si ukaZeme na grama-
tice v pfikladu 6.6.
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Piiklad 6.6
Zadini: G = ({S, A, B}, {a,b,c}, P, 5)
S — AaB | e

A — AbbA | aBc | ¢

B — bAB | aS

Po pronim kroku:

S — AaB | aB

A — AbbA | bbA | Abb | bb | aBc
B — bAB |bB |aS |a

Vysledek: G' = ({97, S, A, B}, {a,b,c}, P, 5
S'— S|e

S — AaB | aB

A — ADbA | DDA | Abb | bb | aBc

B —bAB|bB |aS|a

6.2.2 Redukovana gramatika

Definice 6.4 (Nadbyteény netermindl) (zbytecny)X je nadbytecny netermindl, pokud
neexistuje Zadné termindlni slovo, které Ize z tohoto symbolu vygenerovat, tj. neexistuje
derivace X =* w, w € T*.

Definice 6.5 (Nedostupny symbol) Symbol X € (N UT) je nedostupny, jestliZe se
nemiiZe objevit v Zadné vétné formé, tj. neexistuje derivace S =* a X, o, € (N UT)*

Definice 6.6 (Redukovana gramatika) Bezkontextovd gramatika je redukovand, pokud
neobsahuje Zadné nadbytecné a nedostupné symboly.

Postup:

* odstranime nadbytecné symboly,

* potom odstranime nedostupné symboly.

Véta 6.3 Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje redukovand gramatika G' takovd, Ze
L(G) = L(G").
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Algoritmus odstranéni nadbytecnyjch symbolii

1. Ng=T

2. Nj=N,1U{AeN|(A—a)e Paec N}

3. N;# N,y = inc(i), pfechod na bod 2

4. N;=N,.; = konecalgoritmu, N' = N;N N

Priklad 6.7
Odstranéni nadbyte¢nych symboli:
S — aAbC | ¢

A—aA|Cc

B — ¢B|dD

C—cBl|aA|b

D — Bd

No=T

N ={S,C}uT

Ny ={S,C,A\UT

Ny =Ny = N =N3NN={S,A,C}P ={S - adAbC|c, A— aA|Cc, C —
aA | b}

Algoritmus odstranéni nedosaZitelnych symbolii
1. Vo = {5}
2. Vi=ViU{X e(NUT)|(A—aXB)e P AcV )}
3. Vi# V.1 = inc(i), pfechod na bod 2
4. V;=V,.4, = konec algoritmu,
N =V,NN,
T7=v,NnT

Ptiklad 6.8
P:S—aA|bB|c
A—cS|aA
B — bB | cAB
C—aAlb




KAPITOLA 6 BEZKONTEXTOVE JAZYKY 60

P:S —aA|bB|c

A—cS|aA
B — bB | cAB
C—aAlbS —aA|bB|c
A—cS|aA
B — bB | cAB
C—aAlb
P":No=T Vo ={S}
N ={S,C}uT Vi={S A a,c}
Ny =1{8,C, A UT Vo=W
Ny = N — N"=Van N’ = {5, A}
— N =N;NN={S,AC} = T"'=VonT ={a,c}

GREDUK - (N//’T”,P”’ S)

Dukaz:

1. sestrojime mnoziny N. = {A € N | A="¢}

(podle postupu pro nadbytecné symboly, Ny = {¢})

2. sestrojime novou mnozinu pravidel P’
(a) pro kazdé pravidlo ve tvaru
A — ayBioy By ... Byay, € P, k>0, B € N.Vi,1 <i<kVa; €;:a; ¢ N,

do P’ pfidame vSechna pravidla ve tvaru A — ao X101 X5 ... Xpay, kde
X; € {B, ¢}, pokud vznikne A — ¢, nepfiddme ho,

by SeN. = (8" —¢e|S)eP, N=NU{S}

(¢ S¢N. = N =N,5=S5

3. G'=(N',T, P, 5
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6.2.3 Gramatika bez jednoduchych pravidel

Definice 6.7 (Jednoducha pravidla) Jednoducha pravidla jsou pravidla ve tvaru A —
B, A, B € N (tedy na pravé i levé strané je jediny netermindl).

Véta 6.4 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit gramatiku bez jednoduchych
pravidel G' takovou, Ze L(G) = L(G").

Dukaz:

1. VA =€ N sestrojime mnozinu N 4:

(@) Nao={4},
(b) NAJ‘ = NA,i—l U {X & N | (B — X) € P,B c NA7Z'_1}
(c) Na; # Nai—1 = inc(i), pfesun nab),

Na; = Na,;—1 = konec algoritmu, Ny = Ny,

2. sestrojime P’

V(B — a) € P, které neni jednoduché, VA € N takové, ze B € N4, ddme do
P’ pravidlo A — «

Piiklad 6.9
E—-E+T|T
T -T+F|F

Ngo={L} Npo=A{T}
Ng,={E,T} Npy={T,F} = Nr
Npo={E,T,F} = Ng

Npo = {F} = Ny
E—E+T|T«F|(E)|i

T—TxF|(E)|i
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6.2.4 Dalsi typy bezkontextovych gramatik

Definice 6.8 (Gramatika bez cyklu) Gramatika bez cyklu je takovd gramatika, ve které
neexistuje derivace A =% A pro Zidné A € N.

Poznamka: Nezkracujici gramatika bezjednoduchych pravidel je vZdy bez cyklu
(pozor, pouze implikace, protoZe mohou existovat gramatiky bez cyklu, které
nejsou nezkracujici nebo které nejsou bez jednoduchych pravidel).

Definice 6.9 (Vlastni gramatika) Vliastni gramatika je gramatika bez cyklu, nezkracu-
jict, bez nadbytecnych symbolii.

Definice 6.10 (Gramatika bez levé rekurze) Gramatika bez levé rekurze je gramatika,
ve které pro Zadny netermindl A € N neexistuje derivace A =+ Aa.

Ptima levd rekurze znamend existenci pravidla A — Ac«, neptimd existenci pravidla
A — [Aa, kde § =" .

Definice 6.11 (Gramatika bez pravé rekurze) Obdobné jako u levé rekurze, vymeénime
slovo ,levd” za ,,pravd”.

Véta 6.5 Kekazdé bezkontextové gramatice G existuje gramatika bez levé rekurze G' takovd,
Ze L(G) = L(G).
Dikaz: (Odstranéni levé rekurze)

1. pfevedeme gramatiku na vlastni (bez cyklu, nezkracujici, bez nadbyte¢nych
symboli),

2. kazdou sadu pravidel s levou rekurzi

A—>AC(1’AC(2’ ‘Aan‘ﬁl‘ﬂg‘ ’Bm
nahradime sadou pravidel

Ao BA | BA | | BuA | Bi] ol oo | B
A - ag A A | e A g o | ol | ay

Pro¢: ptivodni sada pravidel generuje sekvenci fetézcti a;, rekurze je ukoncena
tak, Ze pred vSechny fetézce «; je vygenerovan jeden z fetézct f3;, tedy vlastné
vygenerujeme totéZ, jen jinymi pravidly.

A= Aoz = Aajaz = Aaraias = Baaraqag O
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Ptiklad 6.10

Odstranéni levé rekurze:
A— BC|a

B — BaC'| Ab | ba
C—CC|b|CbA— BC|a
B — BaC'| Ab| ba
C—CClb|Cb

A— BC|a

B — AbB' | baB' | ab | ba
B — aCB'| aC
C—=bC"|b
C'=CC | C b

6.3 Normalni formy pro bezkontextové gramatiky

Pro bezkontextové gramatiky mitZzeme pouZit tyto normalni formy:

1. Chomského normélni forma

2. Greibachova normaélni forma

Jejich ticel je podobny jako tcel dfive uvedenych specialnich typt bezkontexto-

vych gramatik —jejich vlastnosti se ndm za urcitych okolnosti mohou hodit.

6.3.1 Chomského normdlni forma

Definice 6.12 (Chomského normalni forma) Bezkontextovd gramatika jev Chomského

normdlni formé (CNF), jestliZe kazdé pravidlo z mnoZiny P je v nékterém z téchto tvarii:

° A—)BC,A,B,CEN,
e A—a AeN,acT,

* S — ¢, jestliZze S neni na pravé strané Zadného pravidla.

Véta 6.6 Ke kaZdé bezkontextové gramatice G existuje gramatika G' v CNF takovd, Ze

L(G) = L(G").
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Dukaz:

1. Pfevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky (nezkracujici, odstranime

jednoducha pravidla).

2. VA — a, kde |o| > 2, nahradime kazdy vyskyt jakéhokoliv terminalu a

neterminalem N, = v pravidlech s pravou stranou del$i neZ 1 se vyskytuji

pouze netermindly.

3. Pfidame pravidla N, — a.

4. pro kazdé pravidlo A — Y1Y5...Y,, n>3, A Y, e N:

A—=NZy, Zy = Yolo, ... Zyn-g— Yy 9Zn 9, Zno— Y, 1Y,

(rozkouskujeme dlouha pravidla)

Ptiklad 6.11

Piivodni gramatika
G =({S,A, B},{0,1}, P,S5)

S — A|0SA|e
A—1A|1|B1
B —0B|0|0SBA

Uprava 1: Nezkracujici gramatika
G'=({5,5,A B}, {0,1}, P, 5"

S — A|0SA|0A
A—1A4|1|B1
B—0B|0|0SBA|0BA
S'— Se

Uprava 2: Odstranéni jednoduchyjch pravidel
G" = ({95 4,B},{0,1}, P, 5")

S—1A|1|B1|0SA|0A
A—1A|1|B1

B —0B|0|0SBA|0BA
S"—1A|1|B1|0SA|0A ¢
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Uprava 3: Termindly v pravidlech s pravou stranou delsi nez 1
G" = ({5.5,A, B, Ny, N, },{0,1}, P, S")

S — N1A| 1| BNy | NgSA | NoA
A— NA|1| BN

B — NyB| 0| NgSBA| NgBA
S"— N1A|1| BNy | NoSA| NogA | e
Ng— 0

Ny — 1

Uprava 4: Rozkouskovini pravidel
G" = ({5/7 S) A7 Ba N07 N1> Zl7 Z?) Z3}a {07 1}7 P////7 Sl)

S — NiA| 1| BNy | NoZy | NoA
Z1 — SA

A— NA|1| BN

B — NoB | 0| NoZy | NoZs
Ly — SZs

Zs — BA

S"— N1A|1| BNy | NoZy | NoA | €
Nog — 0

Ny —1

6.3.2 Greibachova normdlni forma

Definice 6.13 (Greibachova normalni forma) Bezkontextovd gramatika je v Greiba-
chového normdlni formé (GNF), jestliZe kaZdé pravidlo z mnoZiny P je v nékterém z téchto
toarii:

d A%aBlBQ...Bn,TLZO,A,Bl,BQ,...BnEN,QGT,

Y vz

* § — ¢, jestliZze S neni na pravé strané Zidného pravidla.

Véta 6.7 Ke kazdé bezkontextové gramatice G existuje gramatika G' v GNF takovd, Ze
L(G) = L(G").
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Dukaz:

1. Pfevedeme gramatiku do tvaru vlastni gramatiky (nezkracujici, odstranime

jednoducha pravidla), odstranime levou rekurzi.

2. Vkazdém pravidle za nejlevéjsi netermindl dosazujeme vSechna jeho pravidla

rekurzivné tak dlouho, dokud fetézec nezac¢ina terminalem.

3. Terminély a, které nejsou na zac¢atku nékterého pravidla, nahradime pomoc-

nymi netermindly NV,,.

4. Pridame pravidla N, — a.

Piiklad 6.12

Piivodni gramatika
G= ({E7 F}v {(7 )7 _'_’ Z}’ P’ E)

E—-E+F|F

Uprava 1: Odstranéni levé rekurze
G/ = ({E’ El7 F}? {(7 )’ +7 Z}? Pl’ E)

E—FE'|F
E' —+FE | +F

Uprava 2: Odstranéni jednoduchyjch pravidel
G"=({E E F}{(,), + i}, P" E)

E— FE'|(B)|i

E' —+FE' | +F

Uprava 3: Rekurzioni nahrazovini
G/// - ({E7 El7 F}7 {(7 )7 +’ Z}? PI/I7 E)
E— (E)E'|iF'|(E) i

EF' —+FE' | +F
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Uprava 4: Termindly
G//// — ({E‘7 El7 }7‘7 N)}’ {(7 )) +7 2}7 P////’ El)

E — (EN\E'|iE'| (ENy | i
E' — +FE' | +F

F — (EN) |i

Ny =)
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