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Kapitola 1

Uvod do matematického
modelovani a jeho clenéni

Matematické modelovani proniklo do réiznych obord pfirodnich, technickych, ekonomic-
kych i socidlnich véd a stalo se dilezitym néastrojem pfi modelovani a simulacich systémii,
analyzach a predvidani riznych procest, jevi, chovani druhi a stavi spolecenstev apod.
V dalsim textu se zaméfime na matematické modelovani systémi, kde systémy budeme
chapat jako urcité abstrakce redlného svéta (objektivni reality), které si lidé vytvéreji
v procesu jeho poznani. Jako systém budeme zjednodusené uvazovat (nésledujici vycet je
neuplny) napft.:

a)

Proces, komplex procesi, (napt. pohyb kyvadla, tok elektrického proudu v obvodu,
rozmnozovani bunék a organismi, apod.), jimz rozumime zakonité, na sebe navazu-
jici a vnit¥né propojené zmény néjakého objektu. Proces lze Casto Ciselné vyjadrit
¢asovym prubéhem néjaké hodnoty, resp. skupin hodnot. Mtzeme déavat prednost
obecnéjsimu vyjadreni, kde misto ¢isel vystupuji prvky néjaké mnoziny. Pak sys-
témem nazyvame kazdy objekt (konkrétni nebo abstraktni), jenz vstupnimu pro-
cesu urcitého typu prirazuje vystupni proces téhoz nebo jiného typu. Toto pfifazeni,
které popisuje reakce vystupid na vstupy, se nazyva chovdanim systému, a proto se tato
definice nazyvéa behavioristickd (behaviour - angl. chovani). Misto slova ,pfitazeni®
casto pouzivame i slovo ,transformace”, jenz je mnohdy z praktického hlediska vy-

tj. pretvari je.
Takovy objekt (pfirozeny ¢i umély), ktery v kazdém ¢asovém okamziku mé na vstupu
néjaky vstupni prvek, na vystupu néjaky vystupni prvek a kromé toho je vidy v né-
jakém vnitinim stavu, pficemz jsou dany jednoznacné zavislosti

e stavajiciho vystupniho prvku na stavajicim stavu a vstupnim prvku,

e niasledujiciho stavu na stavajicim stavu a vstupnim prvku.

Tato definice se nazyva stavovd a je ekvivalentni s prvni definici, tj. kazdy objekt
vyhovujici definici prvni vyhovuje i definici druhé a naopak.

Soubor néjakych prvki a vazeb mezi nimi, napf. souziti dravce a jeho kofisti; vyroba
jefabu s predepsanou nosnosti, minimalizace spotfeby vozidla na danou vzdalenost



apod. S pouzivanim této definice v8ak nastavaji urcité potize. Neni snadné interpre-
tovat slovo ,,vazba“, a ne kazdy objekt, ktery lze intuitivné zcela ziejmé povazovat
za systém, je komponovéan z nékolika jasné odlisitelnych prvki.

d) Soubor informacnich, requlacnich a 7idicich ¢innosti vztahujicich se k a) —c), napt.: in-
formacni systém, Fidici systém, komunikacni systém, regulacni systém.

e) Abstraktni myslenkovou konstrukei, vyrokovou konstrukci, konstrukci matematic-
kych vyrazi apod. zavidéném na a) — d).

f) Abstraktni myslenkovou konstrukei atd. vytvarenou bez ptimého vztahu k a) — d).

Pouziti matematického modelu systému pfinasi fadu vyhod:

e Umoznuje zjistit informace o chovani systému, i kdyz z skuteéného systému je to
nemozné nebo obtizné.

e Urychluje proces poznani objektivni reality. Procesy, které ve skutecném systému
probihaji pozvolna a dlouhodobé, Ize pomoci modelu sledovat zrychlené béhem simu-
lace (vypoctu), kterd zavisi na pouzité informacni a komunikaéni technologii (ICT).

e Usnadnuje a racionalizuje proces poznani. Matematicky model systému dava pie-
hledné, stru¢né zobrazeni objektivni reality a umoznuje postup pfi feSeni problému
podle potieby uzivatele. Modely vnéseji nové poznéni do naseho mysleni.

e Umoznuje variantni feSeni, tj. simulaci a propocet celé fady variant moznych vy-
sledki Teseni.

e Identifikuje vznik chybného poznani objektivni reality (na rozdil od experimentu
v realném systému).

Matematické modelovani ziskava v poslednich letech velky vyznam v praxi, ale také
ve vyuce studentti piirodovédnych a technickych smérd jak v univerzitnim prostiedi, tak
i na vysokych skolach technického zaméreni. Do matematického modelovani, stejné jako i
do jinych odvétvi védy, proniklo jiz od sedesatych let minulého stoleti vyuziti ICT. Nyni
si bez jejich vyuziti neumime matematické modelovani predstavit. Pozadavky na tyto
aplikace — symbolické a numerické vypocty, na jejich vysokou presnost, vizualizaci a
interaktivni komunikaci s feSitelem atd. — vedly k vytvoreni komplexnich aplika¢nich
programt jako jsou napi. komeréni programy: Matlab od firmy Mathworks Inc.!, Maple
od Maplesoft Inc.2, MathCAD od MathSoft Inc.?, Mathematica od Wolfram Reasearch,
Inc.*, MuPAD® vyvijeny universitou Paderhorne a firmou SciFace Software GmbH® atd.
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Z volné pristupnych (open source) programt zminime napf. programy: MAXIMA
pro symbolické vipoéty®, OCTAVE pro numerické vipoéty® a R pro statistické vipoéty'©.
Tyto aplikacni programy lze vyuzit v matematickém modelovani béhem celého vypocet-
niho procesu, tj. identifikace, analyzy, vyvoje, implementace, feSeni a ovérovani, pripadné
modifikace matematického modelu. Volné pfistupné zdroje odborné literatury k této pro-
blematice lze nalézt na webu!l.

V soucasné dobé se pouzivaji nékteré vyse uvedené systémy (napi. Maple, Matlab
a Mathematica) na vysokych Skolach pro demonstraci probirané latky na cvicenich, pfi-
padné jsou vyuzivany studenty pri individualni pfipravé, analyze a feseni problémii, které
jim zadéavaji jejich ucitelé nebo vyplyvajicich z jejich zavérecnych praci.

Charakteristickym rysem inovace vyuky matematického modelovani ve studijnich pro-
gramech vysokych skol v Ceské i Slovenské republice, Evropské unii a v zemich OECD se
v poslednich deseti letech stava pouzivani novych ICT v ramci budovani nového védniho
oboru ,,Computational Science“ a ,Mathematical Modelling*.[4]

Cilem stale vice vysokych skol je ovsem zafadit do vyuky predmét seznamujici studenty
s praci ve vySe uvedenych systémech, na které maji zakoupenu licenci, a vyuzit jejich
moznosti pfi ndvrhu, analyze, feSeni a testovani netrividlnich matematickych modelt. To je
rovnéz cilem tohoto ucebniho textu, kde nejprve popiseme, co je matematicky model,
metodologie matematického modelovani a na praktickych prikladech ukazeme vyuziti ICT
Maple pro jejich feseni.

Matematické modelovani s vyuzitim ICT se casto rozdéluje do tii oblasti: black-boz
(Cerna skiinka), white-box (bild skiinka) a shadow-box (Seda skiinka) FeSeni modelu, podle
toho, jak moc predem jsou k dispozici informace o modelu systému a zptsobu jeho FeSeni.

Black-box modelovani je zptsob, kdy neni znama a priori informace o modelu i jeho
feseni. White-box modelovani je modelovani, kde jsou zndmy vsechny potfebné informace
o matematickém modelu systému i zpisobu jeho feSeni. Prakticky vSechny znamé zpi-
soby matematického modelovani s vyuzitim ICT nalezi mezi black-box a white-box Feseni
modelti. Nedédvno bylo zavedeno tzv. shadow-box modelovani, kdy uzivatel vyuziva jako
zakladni black-box modelovani a muze si zvolit alternativné white-box modelovani pfi fe-
Seni modelu systému. Toto umoziiuje pravé ICT Maple, kterd je v tomto sméru nejvice
rozvinuta.

Obvykle je lepsi pouzivat co nejvice a priori informaci, pokud je to mozné, a vytvorit
mnohem presnéjsi matematicky model systému. Tudiz white-box modely jsou obvykle po-
vazovany za vhodnéjsi, protoze pokud se pouzily informace o systému spravné, pak model
i jeho Teseni se budou chovat spravné. Casto je apriorni informace dana v podobé zna-
losti typu funkci tykajici se jejich raznych proménnych. Naptiklad, kdyz chceme vytvorit
model, jak lék funguje v lidském organismu (systému), vime, ze obvykle mnozstvi 1léku
v krvi v Case je exponencialné klesajici funkce. Vime vSak, zZe jsou zde jesté dalsi neznamé
parametry urcujici, jak rychle se mnozstvi 1éku v krvi vstieba, a jaké je ptuvodni mnozstvi
léku v krvi. Tento piiklad tedy neni typu white-box model. Jeho parametry musi byt od-
hadnuty prostfednictvim néjakych jinych lékafskych metod, a teprve poté je mozné pouzit
model s exponencialné klesajici funkci.

®http://maxima.sourceforge.net/

“http://www.gnu.org/software/octave/index.html
Ohttp://www.r-project.org/
"http://www.symbolicnet.org/lit.html
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1.1 Matematicky model

Matematicky model je abstraktni model'?, ktery vyuzivd matematického jazyka k po-
pisu chovéani systému. Pouziva se prevazné v prirodnich védéach (fyzika, biologie, che-
mie apod.) a technickych disciplindch (strojirenstvi, elektrotechnika, stavebnictvi apod.),
ale také ve spolecenskych védach (ekonomie, sociologie a politické védy). Matematicky
model transformuje systém do matematického zapisu, ktery ma nasledujici vyhody:

e formalizaci zapisu danou historickym vyvojem (v soucasné dobé je vyvinuta uzna-
vand mezindrodni standardizace),

e presné pravidla pro manipulaci s matematickymi symboly a strukturami,

e moznost vyuziti ICT pro zpracovani vytvoreného modelu.

I pres velky potencial matematického zapisu jim neni mozné popsat realné systémy,
objekty ¢i procesy, které jsou velmi komplikované. Proto musime nejdiive identifikovat
nejdulezitéjsi ¢asti zkoumaného systému, jenz budeme modelovat, a ty musi vytvareny
model popisovat. Ostatni prvky systému miZeme bud podstatné zjednodusit, nebo zcela
vyloudit.

1.1.1 Zakladni prvky matematického modelu

Matematicky model obvykle popisuje systém s pomoci mnoziny proménnych a mnoziny
rovnic, které urcuji vztahy mezi proménnymi. Hodnoty proménnych mohou byt napft.
realnd nebo cela ¢isla, booleovské hodnoty nebo textové fetézce. Proménné reprezentuji
néjaké vlastnosti systému, napf. vystupy méfenych systému casto ve tvaru signalti, vzor-
kovanad data, hodnoty pocitadla, vyskyt dané udalosti ¢i jevu (ano/ne) apod. Skuteény
model je mnozina funkci, kterd popisuje vztahy mezi riznymi proménnymi.

V kazdém matematickém modelu miizeme rozlisit t¥i zdkladni skupiny objekti, ze kte-
rych se model sklada. Jsou to:

e proménné a konstanty,
e matematické struktury,

e TeSeni.

Proménné a konstanty v matematickém modelu

V matematickém modelu uvazujeme Sest zakladnich skupin proménnych: rozhodovaci (¥i-
dici) proménné, vstupni proménné, stavové proménné, exogenni promeénné, nahodné pro-
ménné a vystupni (endogenni) proménné. Pokud bude vice proménnych daného typu,
tak je budeme uvazovat jako vektory.

12 Abstraktni model (nebo konceptudlni model) je teoretickd konstrukce, kterd reprezentuje fyzikalni,
biologicky nebo socidlni ¢i ekonomicky proces. Sestdva z mnoziny proménnych a mnoziny logickych nebo
kvantitativnich vztahd mezi proménnymi.



. Rozhodovaci (Fidici) proménné. Jsou obvykle zndmy jako nezavisle proménné.

vvvvvv

tematickém modelovani nazyvaji aktivity nebo entity nebo rozhodovaci proménné.
Priklad: V modelu I = % predstavuji U a R napéti a odpor v pfislusnych jednotkach.
Témito dvéma Fidicimi proménnymi je urcéen proud I;

. Exogenni proménné. Jsou nékdy zndmy jako parametry nebo konstanty. Ovliv-

nuji model systému a jejich hodnoty jsou urcovany mimo modelovany systém. Tyto
proménné nejsou na sobé zavislé jako napft. stavové proménné;

Vstupni proménné. Ovlivituji model daného systému a jejich hodnoty jsou deter-
minovany mimo modelovany systém;

Stavové proménné. Jsou zavislé na ostatnich proménnych (rozhodovacich, vstup-
nich, ndhodnych a exogennich proménnych);

. Nahodné proménné. Jsou obvykle uréeny pravdépodobnostni funkei (diskrétni

proménnd) nebo hustotou pravdépodobnosti (spojitd proménnd) a pfedstavuji neu-
réitost v modelu.

Vystupni (endogenni) proménné. Jejich hodnoty jsou uréeny (generovény) sta-
vem systému ¢i jeho modelu.

Dale mizeme z hlediska ICT proménné a konstanty v modelu uvazovat jako:

Identifikované (pojmenované) proménné a konstanty. Identifikovana pro-
meénnéd nebo konstanta piedstavuje konkrétni vlastnost redlného objektu, pojme-
novanou nazvem a fyzikalni jednotkou, v niz se méri.

Priklady: xi je vyméra psenice ozimé v hektarech, x, produkce pSenice ozimé na
parcele ,,U kiizku“ v tunach, c¢;; vzdalenost dodavatele D; od spotiebitele S, v ki-
lometrech.

Neidentifikované (pomocné) proménné a konstanty. Slouzi pro formalizaci
matematického zapisu, implementaci algoritmi apod. Obvykle se uvazuji v bezroz-
mérnych jednotkéch.

Nekontrolovatelné proménné. Predstavuji procesy v systému, jejichZ miry nelze
zjistit (jedna se o dalsi typ neurcitosti).

Priklady: V modelech kilmatu ,,ad hoc“ jsou charakteristiky pocasi nekontrolovatelné
konstanty nebo proménné, protoze nelze vyuzit poctu pravdépodobnosti pro jejich
popis. Velikost miry inflace v chaotickych a nestandardnich podminkéch nelze popsat
ani pomoci pravdépodobnosti ani pomoci fuzzy funkce.

1.1.2 Matematické struktury (omezujici podminky) v matematickém

modelu

Cile a omezeni matematického modelu systému mohou byt reprezentovany od jeho tvircta
i uzivatelt jako funkce vystupnich nebo stavovych proménnych. Cil modelu bude zéviset
na thlu pohledu jeho uzivatele. V zavislosti na kontextu, mize byt stanovena néjaka cilova



funkce (index vykonnosti modelu), jako je ur¢itd mira zajmu uzivatele. A¢koliv neexistuje
zadny limit na pocet cilovych funkci a omezeni, které model mtze mit, tak pomoci opti-
malizace modelu mohou byt (vypocetné) do ICT modelu vice zahrnuty, aby se na né bral
zietel.

V matematickych modelech se matematické struktury nazyvaji omezujici podminky.
Délime je podle pouzitého matematického aparatu z nékterého odvétvi matematiky na:

e Analytické struktury. Jedna se o objekty z Matematické analyzy, Linearni alge-
bry a dalSich odvétvi matematiky.
Priklad: soustavy rovnic (linedrni, nelinedrni, skalarni, vektorové, diferencialni, inte-
gralni, maticové atd.), soustavy nerovnic (linedrni, nelinedrni, se smiSenymi omeze-
nimi atd.), funkce (elementérni, slozené, holomorfni, stochastické, fuzzy atd.), funk-
cionaly atd.

e Geometrické struktury. Model je popsan grafickymi prostfedky: body, pfimkami,
rovinami, krivkami.
Priklad: Geometricka interpretace a feseni tlloh v modelech linedrniho programovéani.
Grafické interpretace rovnovahy nabidky a poptavky v ekonometrickych modelech
atd.

e Topologické struktury. Modely jsou vytvareny pomoci objektt matematické te-
orie grafii. Topologické modely lze zpravidla ekvivalentné zobrazovat pomoci tzv.
incidenénich matic (tabulek, matic souslednosti apod.).

Priklad: Modely maximalnich tokt v sitich, nejspolehlivéjsi cesty v grafu/siti. Do-
pravni a distribucni systémy zobrazené grafem. Logistické systémy popsané pomoci
grafi a schémat.

e Arteficialni struktury. Modely jsou popsany prvky programovaciho jazyka.
Priklad: Model systému zasob popsany vyvojovym diagramem (simula¢nim jazykem
SIMULA 67, objektové orientovanym jazykem Smalltalk apod.).

e Kvalitativni struktury. Model je popsian pomoci kvalitativnich rovnic, kvalitativ-
nich nerovnosti nebo vagné.
Priklad: kvalitativni matice, kvalitativni graf, jazykovy operator ,velmi“ v teorii
fuzzy mnozin atd.

e Nekteré specialni a pfedevsim jiz standardni struktury matematického modelu maji
specifické nazvy.
Priklady: Cobb-Douglasova funkce. Uéelova funkce. Podminky nezépornosti. Lagre-
angova funkce. Wolfeho podminky.

1.1.3 ReSeni matematického modelu

Reseni matematického modelu délime podle hlediska cili modelovani na:

e Pfipustné (resp. nepfipustné) feSeni — feSeni vyhovuje (resp. nevyhovuje) ome-
zujicim podminkam.



e Maximalni feSeni, minimalni FeSeni — feSeni spliiuje maximaliza¢ni nebo mini-
maliza¢ni cilovou podminku.

e Optimalni feseni — feSeni vyhovuje nejlépe pozadovanému cili podle predstav a
pozadavki FeSitele (tj. nemusi byt nutné maximélni ¢i minimdlni).

e Vychozi feSeni — feSeni zpravidla zadané odhadem nebo sestrojené vhodnym jed-
noduchym algoritmem. Neni optiméalni, pouziva se jako start v algoritmech typu
,step by step®, které jsou zaloZeny na postupném zlepSovani vychoziho reseni az do
jeho optimélniho tvaru.

e Vysledné resSeni — feSeni, které muze byt vybrano jako optimalni. Vyslednych
feSeni muize byt k dispozici kone¢né nebo i nekoneé¢né mnoho. Z mnoziny vyslednych
feSeni (alternativ) vybira Fesitel FeSeni pro praxi nejvhodnéjsi (optimalni).

e Alternativni FeSeni — FeSeni, které je podle pfedem zadanych kriterii rovnocenné
s jinym feSenim.
Priklad: Dvé strategie investic do vybaveni podniku predpokladaji sice ruzné tech-
nologie, ale garantuji dosazeni stejné vyse zisku.

e Aproximativni FeSeni — feSeni vyhovuje omezujicim podminkam piiblizné nebo
se k presnému feseni pouze priblizuje (zpravidla se pozaduje, aby termin , pfiblizné“
byl vhodnym zptisobem determinovan, napi. byla zndma velikost chyby, kdyz feseni
pouZzijeme).

1.2 Klasifikace matematickych modela

Béhem identifikace a analyzy modelovaného systému je vhodné urcit, do jaké katego-
rie matematicky model spada, coz ndm umozni snadnéji rozpoznat zakladni vlastnosti a
strukturu hledaného modelu.

Podle toho, zda zahrnujeme do modelu ndhodné veli¢iny, lze modely rozdélit do dvou
skupin: deterministickych a stochastickych modeli. Déle 1ze tyto skupiny rozdélit dle
vztahu k prabéhu ¢asu (dynamické, statické) nebo spojitosti (spojité, diskrétnt).

Matematické modely obsahuji proménné, jez jsou abstrakci hledanych prvki systému a
operatort nad témito proménnymi. Operatory mohou reprezentovat algebraické operace,
funkce, funkcionaly, diferencidlni operatory atd. Pokud jsou operatory v matematickém
modelu linedrni, hovorime o linedrnich modelech, v opa¢ném pripadé o nelinedrnich mo-
delech.

Mizeme také uvazovat modely se soustfedénymi (u homogennich modeli) a distribu-
ovanymi (u heterogennich model) parametry. Mezi témito skupinami lezi mnoho jinych
typtt modeli, déle tfidénych podle mnoha dalsich kriterii, které lze vyuzit.

Matematické modely se pouzivaji prakticky ve vsech védach a rozvoj jednotlivych véd
je na jejich vyuzivani bezprostfedné zavisly. Stupen ,matematizace” védniho oboru je
uznavanym meéfitkem jeho kvality a zarukou rozvoje. V oblastech pfirodnich a fyzikalnich
véd, technice, ekonomii, managementu, marketingu, socialnich a spolec¢enskych védach se
pouziva velké mnozstvi riiznych typt matematickych modeld, které mizeme klasifikovat
podle raznych hledisek. Nejobecnéjsi klasifikace déli matematické modely do dvou skupin:
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e Modely deskriptivni. Slouzi k zobrazeni prvka a vztahi v systému a k analyze

zakladnich vlastnosti systému. Nezajima nas urcité cilové chovani systému, ale pouze
systém sam o sobé. Pomoci téchto typti modell se odvozuji dalsi vlastnosti systému,
urcuje se jeho rovnovazny stav, stabilni stav, vliv zmén uvnitt i ve vnéjsim okoli
systému na jeho chovani.
Priklady: Rovnice E = mc?, soustava diferencidlnich rovnic modelujici procesy na-
rozeni a amrti, simula¢ni model modelujici vyskyt sktidct porostu, rovnice nabidky
a poptavky v konkurenc¢nim prostiedi, ekonometricky meziodvétvovy model ,, Input-
Output® atd.

e Modely normativni. SlouZi k analyze a fizeni systému tak, aby byl splnén néjaky
cil nebo mnozina cili. Zajima nas cilové chovani systému. Normativni model byva
¢asto doplnén tzv. cilovou (tcelovou) funkei nebo soustavou takovych funkci. Nutnou
sou¢asti normativniho modelu je extremalni (minimalni/maximalni) FeSeni, které
dévéa névod, jak pozadovaného cile (resp. cilil) dosdhnout. Normativni modely, jejichz
cilem je nalezeni optimalniho TeSeni, se nazyvaji optimaliza¢ni modely.

Modely deskriptivni i normativni jsou déale dé€leny podle typu systému, k jehoz mo-
delovani slouzi, nebo podle typu matematickych slozek (proménné, struktury, feseni), jez
obsahuji:

e Modely statické. Model popisuje a analyzuje systém bez zietele k jeho ¢asovému
vyvoji. Zobrazeni se tyka zpravidla uréitého ¢asového intervalu (tyden, mésic, rok
apod.).

e Modely dynamické. Model popisuje a analyzuje systém v prubéhu ¢asu. Zobrazeni
miize byt typu ,,ex post nebo ,ex ante“ a respektovat kratky ¢i delsi casovy horizont.

e Modely dynamizované. Zpravidla se jednd o vyjadieni éasového prvku ve sta-
tickém modelu pomoci specidlnich modelovych technik. Dynamizované modely se
pouzivaji v pripadé, kdy odpovidajici dynamicky model je velmi sloZity nebo jej
nedovedeme soudobymi modelovymi technikami spolehlivé konstruovat.

e Modely deterministické. VSechny proménné, konstanty a funkce v modelu jsou
deterministické (nendhodné) veli¢iny nebo funkce.

e Modely stochastické. Alespon jedna proménné, konstanta nebo funkce v modelu
je ndhodna veli¢ina nebo ndhodnéa funkce.

e Fuzzy modely. Nékteré proménné, konstanty nebo funkce jsou ,fuzzy veli¢iny*,
nebo ,fuzzy funkce“.

Podle povahy problému se modely pouzivaji individudlné nebo v kombinacich. Pro
feSeni znamych problémt lze pouzit tzv. standardni modely. Pro feSeni novych problémi
je tfeba konstruovat nové modely.



1.3

Modelovani neurditosti, nejistoty a rizika

Nejistotou pri transformaci systému pomoci matematického modelu rozumime situaci,
kdy nemame k dispozici vSechny potrebné informace nebo kdy nékteré z informaci jsou
nespolehlivé.

1.3.1 modelovani neurditosti

Pro jednoduchost miiZzeme neurcitosti ovliviiujici model rozdélit na t¥i spolu souvisejici
kategorie [19]:

a)

neurcéitost v matematickém popisu modelu je vysledkem nedostateéné zna-
losti chovani modelovaného systému, netplnych exaktnich dat, ¢i zjednodusSeni, které
bylo nutné provést pro matematicky popis. V literatufe je mozné setkat se s pojmy
strukturdlni (konstrukéni) chyba, konceptualni chyba, neuréitost v konceptualnim
modelu, nebo chyba/neurcitost modelu, které ¢asteéné ¢i zcela odpovidaji tomuto
druhu neurcitosti.

datova neurcitost neboli neurcitost v datech je zptisobena chybami méfeni, nepies-
nosti analytickych metod a omezenym mnozstvim vzorkiu pri sbéru a zachizenim s
daty.Datovou neuréitost nékdy nazyvame odstranitelnou neurditosti, nebot je mozné
ji dal§im studiem (méfenim) minimalizovat. Specidlné pro tento druh neurcitosti po-
uzivame v ¢eStiné termin nejistota.

neurcitost v aplikaci modelu vyjadiuje neuréitost (chybu), kterd vznikne po-
uzitim modelu. V tomto pripadé se jedna zejména o feseni matematickych rovnic
popisujicich model pomoci nastrojia ICT.

Analyza neurcitosti vySetfuje zminéné neurcitosti ve vstupu a jejich vliv na vystup
modelu. Zpravidla se sklada z nasledujicich krokii:

e charakterizace vstupnich neurcitosti -— odhad neurcitosti ve vstupu a parametrech

algoritmu modelu;

sirent neurcitosti -— odhad neurcitosti ve vystupu zptisobené neurcitostmi na vstupu
modelu;

charakterizace neurcitosti modelu -— charakterizace neurcitosti spojena s jinymi struk-
turami algoritmu modelu a formulacemi modelu;

charakterizace neurcitosti v predikcich algoritmu modelu -— vychéazi z neurcitosti ve
vyhodnocenych datech.

Neur¢itost ma (nejméné) dvé vzadjemné komplementarni stranky: vdagnost a nejistotu.
Véagnost lze modelovat napf. pomoci teorie fuzzy mnozin, zatimco nejistotu napf. pomoci
teorie pravdépodobnosti a popt. dalsich teorii, jako je teorie moznosti, rizné miry vérohod-
nosti apod. Miuzeme tedy fici, ze pravdépodobnost nam odpovida na otazku, zda ,néco
nastane®, zatimco teorie fuzzy mmnozin ndm odpovidd na otazku, ,co vlastné nastalo“.
Je ziejmé, Ze pri matematickém modelovani systému byva pritomna jak nejistota, tak
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vagnost. Ze studijnich tucelt vsak lze obé tyto stranky oddélit a zabyvat se pouze jednou
z nich.

Podle [13] muzeme Fici, ze , Predmétem teorie pravdépodobnosti je studium a mode-
lovani nejistoty. Ta nastdva tehdy, jestliZe se setkdvame s néjakym jevem, ktery maiZe,
avsak nemusi nastat. Nemdme tedy jistotu, Ze jev opravdu nastane. Zdkladnim pojmem
v teorit pravdépodobnosti je rozdéleni pravdépodobnosti. To charakterizuje zpusob nastani
jevt vybiranych z néjaké mnozZiny ruznych jevi, o nichZ vime urcité jen to, Ze jeden z
nich nastane. Pravdépodobnost nam pak ddvd informaci o tom, zda nastini nékterého z
uvaZovanych jevii muZeme ocekdvat s vétsi jistotou, neZ nastdni jiného jevu.“

Naproti tomu uvazujme napt. objekty s urcitou vlastnosti a na otazku, jakou maji
yulastnost” odpovime, Ze by ji mohli mit, nez, Ze ji maji ¢i ne. Jde totiz o vymezeni vlast-
nosti a nikoliv toho, zda ji jev ma ¢i ne. Zakladnim pojmem je zde fuzzy mnozina objekti
a stupen prislusnosti objektu do ni. Stupné pfislusnosti, stejné jako pravdépodobnosti,
mohou byt ¢éisla z intervalu [0,1]. To je v8ak jen vnéjskova shoda s teorii pravdépodob-
nosti.

Fuzzy logika umoziuje zahrnout nepfresnost a pomérné jednoduchym zptisobem praco-
vat s vyznamy slov pfirozeného jazyka. Pouziva vagné charakterizované expertni znalosti.
Tedy pravy opak toho, co se vzdy pozadovalo — vétsi presnost. Nardzime na redlny rozpor,
jehoz feseni neexistuje. Jde o vztah mezi relevanci a presnosti informace. Princip, ktery L.
A. Zadeh nazval principem ,,inkompatibility“, lze charakterizovat takto: Chceme-li popsat
realitu, pak musime rozhodnout mezi relevanci informace, kterda bude méné pfesna, nebo
presnosti informace, ktera vSak bude méné relevantni. Pi zvySovani presnosti se dostaneme
k bodu, kdy presnost a relevance se stavaji vzajemné se vylucujicimi charakteristikami.

Priklad: Nap¥. instrukce k zaparkovani auta: ,pooto¢ kola o 19 25.32% a popojed o
368.1256 mm dozadu“ — jednak by se tato informace zdlouhavé a slozité chystala a také
by bylo obtizné ji presné splnit. Staci Fict pooto¢ kola mirné doleva a popojed o maly
kousek dozadu. ,K vyjadfeni relevantni informace je nezbytné pouzit pfirozeny jazyk. Je
to dosud jediny dokonaly prostiedek, ktery nam umoznuje efektivné pracovat s vagnimi
pojmy.* [13]

Ukazuje se, ze presnost matematického modelu je pouze iluze, nebot je principidlné
nedosazitelna. Snaha o absolutni presnost nas vzdy dovede ke sporu. Neni vSak treba
litovat, nebot vagnost, kterou pfirozeny jazyk umi dokonale vyuZit, je jeho hlavni silou,
nikoliv nedostatkem. [13]

Casta namitka, Ze to, co je feSeno pomoci fuzzy logiky, lze Fesit i bez ni, neobstoji.
Rozdil mezi klasickym Tesenim a FeSenim pomoci fuzzy logiky je v Case a s tim souvisejicich
nakladech. Trvalo by to mnohem déle, abychom dosdhly stejného efektu (spravnosti).
Nalezeni matematického popisu miize byt v praxi velmi obtizné. Casto je popis velmi
slozity, a nasledné pouziti modelu neni zrovna snadné. Proto se bud pouzivaji ptiblizné
metody nebo se prijimaji rizna zjednoduseni a vysledek pak nemusi byt uspokojivy.

Pii feSeni pomoci fuzzy logiky je navic vétsi jistota, ze dané FeSeni (model systému)
bude robustnéjsi vzhledem k ndhodnym porucham a nepiedvidanym situacim, které po-
chopitelné lze ocekavat.

K vyjadfeni relevantni informace je nezbytné pouzit pfirozeny jazyk. S pocitacem
neni mozné komunikovat v pfirozeném jazyce, a proto jsou nezbytnd jista zjednoduseni.
Obvykly zptisob je pouziti pravidel typu JESTLIZE-PAK. Tato pravidla jsou zakladem
v8ech tvah a zékladem ¢innosti vSsech algoritmii.
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Priklad: JESTLIZE sklon svahu je velky a srazky jsou intenzivni, PAK se svah velmi
rychle sesune.

Modelovani p¥i riziku predpokladéd, Ze nékteré informace jsou ndhodné veliciny, nebo
ze nékteré procesy jsou popsany ndhodnymi funkcemi. V pripadé modelt s rizikem mtizeme
velikost rizika pri prijeti feSeni popsat pomoci pravdépodobnostnich charakteristik.
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Kapitola 2

Metodologie matematického
modelovani

Na obrazku 2.1 je znazornén proces zkoumani systému, ktery zac¢ind monitoringem a sbé-
rem dat o systému, pokracuje jejich vstupem do matematického modelu a na zakladé
analyzy vysledku feseni modelu (porozuméni, predikce a kontrola jeho chovani), je prove-
dena pripadnd tprava a prizpusobeni sbéru dat. Pokud to nevede k uspokojivému feseni,
provedou se na zkoumaném systému nové experimenty.

sbér dat

__»porozumeni

matematicky

model predikce

~>kontrola

Obrazek 2.1: Proces zkoumani systému s vyuzitim matematického modelovani

2.1 Obecné zasady matematického modelovani

Matematické modelovani je odborna a kvalifikovana ¢innost vyzadujici tymovou spolupraci
odbornikt z riznych oblasti: odbornika z oblasti oboru feSené problematiky, specialistu
v oblasti matematiky, specialistu z oblasti informatiky apod. Pro tspésné matematické
modelovani musi byt splnény nésledujici predpoklady:
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e Znalost metod a prostfedkid matematické a funkcionalni analyzy, algebry a diskrétni
matematiky — dulezité pro volbu spravné metody feseni a modelu.

e Znalost techniky modelovani a zdrojti informaci o modelu. Usili vynalozené na kon-
strukci a vyuziti urc¢itého modelu z literatury musi byt amérné jeho piinosu.

e Tymova spoluprace. Musi existovat dostatecny prostor pro vlastni vyvoj matematic-
kého modelu (iniciativa) a musi byt zainteresovanost (studijni, vyzkumnd) na vyuziti
modelové techniky (motivace).

e Vypocetni zdkladna. VSechny tii slozky ICT (tj. hardware, software a komunikace)
musi byt feSitelskému tymu k dispozici a musi byt v rovnovaze.

e Informacni a datova zakladna. Kazdy model je tfeba ovéfit pomoci vstupnich pa-
rametr a dat, které vychéazeji z konkrétnich hodnovérnych tdaji a zdtvodnénych
odhadt. Udaje musi byt ve vhodné formé pro ovéfovani modelu. Je t¥eba vytvéaret
specifické informacni systémy (banky dat), jez uchovavaji data.

e Experimentalni zakladna. U slozitych matematickym modeli by méla byt k dispozici
i experimentalni zakladna, kde se feSeni modelu ovéii v praxi.

Metodologie matematického modelovani se vyviji jako samostatnd odborna speciali-
zace, ktera se v soucasné dobé zatazuje do Teorie modelovani jako soucast tzv. Systémové
analyzy. Obecné zasady, jez je tfeba pii matematickém modelovani systémt respektovat,
1ze velmi zjednodusSené popsat nésledujicimi kroky:

1. Identifikace systému z hlediska matematického modelovani.
e Rozhodnuti, zda se jednd o standardni systém (problém), jiz feSeny a volba
standardniho modelu.

e Rozhodnuti, zda se jedna o novy, dosud neznamy systém, a zda pouzijeme upra-
veny standardni model nebo vytvorime model novy. K tomu je treba zpravidla
vytvorit tviréi odborny tym.

e Rozhodnuti, zda model bude staticky, dynamicky, dynamizovany, determinis-
ticky, stochasticky. Zda bude deskriptivni, nebo normativni. Zda systém bude
modelovan jednim modelem ¢i vice modely a jak budou vzajemné usporadany

(propojeny).
2. Konstrukce modelu systému.
e Prvky systému: elementarni ¢ast systému pii dané rozliSovaci irovni dale ne-

délitelna

e Vazby: vzdjemné zavislosti mezi prvky (kauzalni vztahy: pfi¢ina-nasledek, zpt-
soby spojeni mezi prvky, souvislosti mezi jevy, informacni vazby, matematicky
formulované vztahy atd.)

e Struktura systému

e Chovéani systému
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) Realny ovb'(’ekt o Proces identifikace Sys_tém definovarjy n'a objektu
Systém nekonecneé slozitosti _ - jeho matematicky model

A

Pozorovani, zkoumani objektu pomoci systému,
matematického modelu

Obrazek 2.2: Identifikace systému

e Okoli systému: mnozina prvkd, které nejsou prvky systému, ale maji k nému
vyznamné vazby

e Organizace dat v systému: jejich struktura, zpusobu uloZeni, vstup a vystup
dat atd.

e Validita modelu systému: Ovéreni matematickych predpokladi, stability, kon-
zistence a konvergence feseni atd.

w

. Vypocet feseni modelu.

e Volba algoritmu feseni.
e Vybér variant feseni.
4. Vybér uzsi skupiny dostatecné dobrych feseni.
e Vybér vhodnych feSeni se provadi v rdmci algoritmu feseni.
e Vybér vhodnych feSeni provadi specialista z oboru fesené problematiky.

e Vybér vhodnych feSeni provadi skupina experti.

ot

. Experimentovani s vybranym feSenim.
o  What-if* analyza! , ,Goal seeking“ problém?.
e Scénare.

6. Vybér optimalniho feseni.

7. Implementace.

e Monitoring implementace.
e Sledovani zpétné vazby.

e Upravy modelu a nova implementace.

! What-if“ analyza, &esky feceno ,,Co se stane, kdyz“ analjza, se pouziva vétsinou pii numerické si-
mulaci, kterd slouzi k tomu, abychom odhalili, jak je model citlivy na odhad vstupnich parametri, jez by
mély lezet v néjakém vhodném intervalu.

2 . « 7 .. ’ v . s . /. ,

,Goal seeking” problém souvisi s tim, ze v praxi se vytvari matematicky model metodou postupnych
krokt 1épe aproximujicich feseny system. Toho se dosahuje lokalnim hledanim dostatecné preného feseni.
Tento problém je v anglické literature nazyvan jako ,satisfying problem®, ,feasibility problem*, nebo také
»goal-seeking“ problém.
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2.2 Matematické modelovani s vyuzitim ICT

Postup pfi matematickém modelovani redlného problému s ICT je uveden na obrazku 2.3
a sestava z nékolika krokt. Jde o permanentni interaktivni proces s Cetnymi zpétnymi
vazbami, ktery se nékolikrat opakuje. [5]

UZivatelske kamunity,
knihyy, konference,
tasopisy, elekironicke
zdroje (problemy a
algoritmy a data)

Symbalicke rovnice

IDENTIFIKACE Specializovane matematicke
ZnovupouFiti pochyrazi B} funkce

syrfmncképm\gﬁy » modelu Maticové farmulace
Technické dokumentace -~ Diferen_ciéln_l' rovnice

Pfipajeni k elektranickym ,+° Optimalizace
zdrojdim / Matemnaticke slovniky
¢ UZivatelske prostfedi

MODIF IKACE VEVOJ
modelu rovnice a
algoritmy
» Regeny
Problém
Y
ANARLYZR IMPLEMENTACE
a publikowvani vypodetniho
vysledkd modelu

Programovaci jazyky

Interaktivii grafika Pfipajeni k el_enktrunick\'rm
Specializované 20 a 3D Zdrojim

grafy, animace Unikatni datowe struktury

HTML, XML, Mathhdl., v . Interaktivii pomacnici

LaTeX, RFT, PDF export RESENT Nastroje pro kontrolu syntaxe
wypodetniho Napoveda
modeln

Analyticke Fedeni
Pfesné numericke fedeni

Fartran, G, Java, M3 Yisual basic

Obrazek 2.3: Matematické modelovani s vyuzitim ICT

Tento postup vychazi z postupt v projektovém Fizeni. Nejprve je nutno vyjasnit si cile,
které chceme dosdhnout. Ty urci smér feSeni ve dvou bodech:

e Na jaké tirovni podrobnosti chceme zkoumat objekt.
Napt.: Pri modelovdni populacniho ristu k napomahdni pro zemédélske poradce. Em-
piricky model obsahujici podminky pro nejdileZitejsi faktory rustu mize byt naprosto
dostatecny. Model muZe byt povaZovan jako souhrn veskerého soucasneho védeéni.
Tento model je jednoznacnym vyzkumnym ndstrojem pro velmi limitované pouZiti
jako napriklad pro ndvrh experimentu ke studiu procesu vyzZivy prezvykavci.

e Za druhé musime vytvorit hranici mezi modelovanym systémem a jeho pfirozenym
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prostiedim. Toto rozdéleni je spravné, pokud prostiedi ovliviiuje chovani systému,
ale modelovany systém neovliviiuje toto prostiedi.

Napr.: Pri modelovani riustu malé kolonie jehlicnani k prognoze vynosu produkce
dreva je vhodné zahrnout pocast jako cdast prostredi. Vliv pocasi na rist muZe byt
zaclenény vyuzitim statistickych klimatickych dat z podobnijch lokalit a nékolika uply-
nulych let. AvSak Zadny ristovy model svétovych lesi nemiZe obsahovat ovlivnéni po-
cast skrze vyvoj tohoto spolecenstvi, prestoze je zndm podstatng viiv lesniho porostu
na obsah COy v atmosfére.

2.2.1 Identifikace modelu

Identifikace (stanoveni) jednotlivych slozek matematického modelu s vyuzitim odborné
literatury (knihy, ¢asopisy, ...), spolupraci s odbornou a védeckou komunitou a dale s vyu-
zitim ICT k vyhledani a sdileni znalosti o feSeném problému je prvnim krokem, ktery mu-
sime udélat pfi vytvareni matematického modelu. Spravna matematicka formulace zkou-
maného problému je velmi dilezitd pro dalsi postup feSeni. Je tfeba vyjit z analyzy sys-
tému, z jeho celkového chovani a stanovenych cili feSeni. Realita je slozita, je tfeba ji
vymezit a pro Gcely modelu zjednodusit. Proto definujeme v ramci objektivni reality sys-
tém, tj. prvky, vazby, vstupy a vystupy, procesy a funkce. Déle provadime zjednoduseni
(simplifikaci) problému, kdy nepodstatné oddélujeme od podstatného.

Tvorba predpoklada

Kdyz jsme rozhodli o modelovaném systému, musime vytvorit zdkladni strukturu modelu,
kterd musi reflektovat nase predpoklady a domnénky o tom, jak systém funguje. Tyto do-
mnénky mohou byt uvedeny do formy zakladnich pfedpokladti. Budouci analyzy systému
vzdy zachéazi s témito predpoklady jako s pravdivymi, ale vysledky téchto analyz budou
validni, pouze pokud tyto pfedpoklady jsou platné.

Newton predpokladal, ze hmotnost je obecné konstantni, kdezto Einstein uvazoval
hmotnost jako proménlivou. To je jeden z elementarnich rozdilti mezi klasickou mechanikou
a teorii relativity. Aplikaci vysledki klasické mechaniky na objekt pohybujici se rychlosti
blizkou rychlosti svétla vede k nesrovnalostem mezi teorii a pozorovanim. Pokud jsou
predpoklady dostateéné precizni, mohou okamzité vést pfimo k matematickym rovnicim
popisujicim modelovany systém.

2.2.2 Sestaveni modelu

Sestaveni modelu (vyvoj matematickych rovnic a formuli) véetné matematické analyzy
(korektnost, konzistence, stabilita a konvergence FeSeni) je dalsim dilezitym krokem v
matematickém modelovani. Pro konstrukci modelu je rozhodujici tucel, ktery sledujeme.
Ten rozhoduje o tom, co budeme ve skute¢nosti poklddat za vyznamné (co zahrneme do
modelu) a co jako podruzné ponechdme mimo model a mimo nase uvahy. Dulezita je zde
analyza citlivosti jednotlivych parametrti modelu a minimalizace jeho neurcitosti. Tvorba
modeld patii k tvircéi ¢innosti a vyjadiuje kromé dobré znalosti modelové techniky také
dobrou znalost vécné problematiky. Kazdy model musi vychazet z konkrétni hypotézy
odvozené z objektivni reality (skutec¢nosti).
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Vybér matematickych rovnic

Poté, co bylo rozhodnuto o struktufe modelu, musi byt vybrany matematické rovnice k
popsani modelovaného systému. Je velmi rozumné vybrat tyto rovnice peclivé, protoze
mohou nepredvidatelné ovlivnit chovani matematického modelu.

Matematické rovnice z literatury

Mize se stat, ze nékdo dalsi publikoval matematické rovnice tykajici se problému, o néjz
se zajimame. To poskytuje dobry vychozi bod, ale je nezbytné postupovat s témito infor-
macemi obezietné. Problémy, s nimiz se mizeme setkat, jsou nasledujici:

e Rovnice jsou odvozené z dat v oblasti vysvétlujicich proménnych, ktera neobsahuje
oblast nutnou pro aplikaci modelu.

e Experimentalni podminky (prostfedi) se podstatné lisi od podminek vyskytujicich
se v nasem modelovaném problému.

e Rovnice popisuji chovani vétsiny dat, aniz by uvazovaly zndmé odchylky na koncich
oblasti dat, nebo jejich variabilitu (proménlivost).

Neékteré oblasti védy jsou dostatecné dobie prostudované, a tak odpovidajici formulace
analyz se staly standardem. Proto je relativné bezpecéné uvazovat podobné analyzy (a proto
i struktury rovnic) za FeSeni podobnych problémti.

Casto nejsou rovnice v literatuie vyjadfeny v presné formulaci pro hledany model. Po-
jmenované a pomocné proménné mohou byt presunuty béhem regrese. Rovnice také muize
popisovat zménu vahy zvifat vzhledem k ¢asu, pfestoze model potfebuje znat zménu poctu
jedinct v case. V jiném pfipadé mlzeme piijmout parametr pouze odhadujici pfibliznou

vvvvvv

2.2.3 Implementace modelu

Implementace modelu s vyuzitim ICT (naprogramovani v pfislusném programovacim
jazyce, jeho odladéni a verifikace, analyza jeho vypocetni slozitosti, vyuziti prislusného
hardware atd.). Zde se vyplati vyuzit modernich ladicich technik, pfipadné i pouzit jiz
vyvinuté a dostupné (open source) knihovny, sluzby i moduly z Internetu.

2.2.4 Reseni modelu

Reseni implementovaného modelu s vyuzitim ICT nastroji (analytické, numerické atd.).
Naplnéni modelu konkrétnimi parametry a daty. Je tieba dbat na jejich hodnovérnost.
Existuji dva zpisoby odvozeni feseni z modelu:

a) Analytické (explicitni) FeSeni spoéiva v nalezeni presného feseni pomoci analytickych
matematickych metod (FeSeni soustav rovnic, feSeni tlohy na vazany extrém apod.).

b) Numerické (pfiblizné) feSeni se pouziva pfi feSeni modeli, u kterych neumime pro-
blém fesit analyticky, nebo v pfipadech, kdy je analytické feseni obtizné a slozité
(metody Monte Carlo, simulace na poé¢itaci apod.). Pfi numerickém feSeni musime
uvazovat jeho numerickou stabilitu, konvergenci a chybu, kterda ndm vznikne.
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2.2.5 Analyza feseni modelu

Verifikace feseni (kontrola, zda vysledky souhlasi s chovanim objektu), jeho vizualizace
atd. a publikace vysledkt. Model je jen pfibliznym obrazem objektivni reality. Je dobry,
jestlize umozni presné sledovat disledky zmén ve vstupech do systému na vyslednou efek-
tivnost systému. Cilem testovani modelu je provéreni jeho spravné struktury, vypovidaci
schopnosti, formalnich kvantitativnich vlastnosti véetné odstranéni formalnich chyb. Tes-
tovani modelu provadime tak, ze modely naplnime empirickymi ¢iselnymi tidaji, dosazené
vysledky analyzujeme a porovnavame s realitou. Ovéfovani lze promitat i do minulosti
(,ex post“) i do budoucnosti (,ex ante*). Interpreta¢ni analyza predstavuje prevod vy-
sledkit do redlného systému. Je to aktivni proces, pii kterém je tfeba provadét neustale
logickou kontrolu smyslu feseni, vyhnout se nebezpec¢i mechanického pouzivani modelové
techniky. Vyznamnym prvkem interpretace je promitnuti vychozich hypotéz a predpo-
kladt do vysledku feSeni. Shrnuti ziskanych poznatkd véetné vsech aspekti, které nebyly
do matematického modelu zahrnuty.

2.2.6 Modifikace modelu

Modifikace modelu a jeho vylepseni. V pfipadé, Ze dosazené feseni neni v dostateéném
souladu s objektivni realitou, je nutno zacit znovu postupovat od kroku 1 a opakovat cely
predesly postup matematického modelovani do té doby, dokud nedosdhneme uspokojivého
feseni zkoumaného problému.

Metody prezentace modelu jeho potencidlnim uzivateliim zavisi na znalostech uzivatele
modelu a matematického modelovani obecné. Pokud chce uzivatel védét radéji méné o
detailech modelu, je vhodné ukazat mu vSechny relevantni informace o vystupech modelu.
To umozni uzivateli (ktery neni programatorem) vytvofit si objektivnéjsi pohled na Feseni
modelu a jeho interpretaci. Je dobré zkontrolovat, zda predikce feSeni zahrnuji skryté
extrapolace. Tyto extrapolace mohou hrat tlohu bud vzhledem k pouZitym dattim pii
vytvafeni modelu, nebo vzhledem k dattim pouzitym pfi testovani modelu.
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Kapitola 3

Popula¢ni modely

Teorii matematického modelovani popsanou v tivodnich kapitoldch nyni aplikujeme na kon-
krétnim pripadé tzv. popula¢nich modelt. Budeme vytvaret modely populaci Zivych orga-
nismt, které ziji v daném case a prostiedi. Nasim cilem bude vytvorit model odpovidajici
na otazku, kolik jedinct bude mit populace v daném c¢ase t > 0, jestlize zname tento pocet
na pocatku (v éase t = 0).

Modely ristu populace patii k nejrozsirenéjsim a nejznaméjsim, tudiz bychom mohli
nyni prevzit néjaky jiz vytvoreny model z odborné literatury (napf. [8]) nebo ze zdroji
na Internetu (napt. [11, 15]). Predpokladejme vSak, Ze zadny takovy model jesté vytvoren
nebyl a popiseme podrobné jednotlivé kroky jeho tvorby.

3.1 Raust populace zivych organismu

3.1.1 Identifikace modelu

Nejprve budeme modelovat rist jedné populace. Cil modelu jsme jiz stanovili. Nyni mu-
sime specifikovat jednotlivé prvky modelu a definovat pfedpoklady, za nichz bude model
platit. Modelujeme rtist jedné populace P v Case t, ktera sestava z po¢tu IV jedinct a na po-
¢atku (v ¢ase t = 0) méla NO jedinct. Pfedpoklddejme, Ze zména velikosti N populace
P v case je zpusobena pouze plozenim novych jedincd a umiranim jinych. Pfitom pocet
nové narozenych, respektive zemfelych, jedincti bude pfimo tmérny velikosti populace.
Pro jednoduchost budeme uvazovat, ze na populaci P neptisobi zadné dalsi vlivy.

Hledejme feseni modelu, tj. velikost N populace P v daném case t. Cas t pfitom
budeme uvazovat jednak jako diskrétni veli¢inu nabyvajici celoéiselnych hodnot (mohou
predstavovat naptiklad roky), nebo jako spojitou veli¢inu. Tim ndm vzniknou dva modely,
které srovname.

3.1.2 Sestaveni modelu

Na zékladé vyslovenych predpokladt jsme schopni sestavit rovnici modelu. Oznac¢me:
N(t) ... funkci pfedstavujici pocet jednotlivei populace (velikost populace) v ¢ase t
a ... koeficient porodnosti populace (podil nové narozenych jedinci ke vSem

jedincim za jednotku casu)
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b ... koeficient umrtnosti populace (podil zemfelych jedincti ke vSem jedinciim
za jednotku casu)
h ... kladné reélné ¢islo predstavujici ¢asovy interval

Vzhledem k smysluplnosti modelu predpokladame, ze vSechny vysSe uvedené proménné
mohou nabyvat pouze redlnych nezadpornych hodnot, navic b < 1 (nemize zemfit vice je-
dinct, nez kolik jich je v populaci). Pocet jedincii N(t) vypocitany pro dany ¢as ¢ nemusi
byt celé ¢islo, pri interpretaci vysledku jej proto budeme zaokrouhlovat. Navic predpo-
klddame, ze modelujeme riist populace od ¢asu ¢ = 0, v némz zndme hodnotu velikosti
populace N(0) = NO.

Pocet nové narozenych jedinct za Casovy interval [t,t + h] je pfimo tmérny poctu
jedinct N (t) populace v ¢ase t a délce h tohoto intervalu, tj:

a-N(t)-h,

kde koeficientem primé timérnosti a je koeficient porodnosti. Analogické tvrzeni plati pro
pocet zemfelych jedincd za dany ¢asovy interval, tj:

b-N(t)-h,

kde koeficientem primé timérnosti b je koeficient amrtnosti.
Nyni jiz muZzeme formulovat rovnice modelu.
Diskrétni pripad

Cas t v tomto piipadé nabyva pouze celo¢iselnych hodnot, takze h bude rovnéz celé kladné
¢islo. Pro jednoduchost zvolme h = 1. Rovnice modelu mé pak tvar!:

N(t+1) = N(t) + a-N{#)-1 — b-N@t)-1 = (I1+a—b)-N@¥). (3.1

s pocatecni podminkou

N(0) = NO. (3.2)

Spojity pfipad
Necht h je nyni kladné realné ¢islo. Potom mé rovnice modelu tvar:

N(t+h) = N(t) + a-N({t)-h — b-N(t) - h. (3.3)

!Tomuto typu rovnic ¥ikdme rovnice rekurentni (pfipadné diferenc¢ni, [10]).
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Jelikoz uvazujeme spojity ¢as, tak muzeme predpokladat, Ze ¢asovy interval [t,t + h| je
nekoneéné maly. Proto upravime rovnici (3.3) na tvar:

N(t+h) — N(t)
h

=a-N(t)—b-N(t) = (a—b)- N(t).
A odtud limitnim pfechodem (h — 0) dostaneme:

lim N(t+h) — N(t)
h—0 h

= (a—1b)-N(). (3.4)

Vyraz na levé strané rovnice (3.4) je derivace funkce N (¢) podle proménné ¢, takze vysledna
rovnice modelu mé tvar?:3:

CN(t) = (a—b)-N(t) (3.5)

s pocatecni podminkou

N(0) = No. (3.6)

3.1.3 Implementace modelu a jeho reseni

Reseni vyse uvedeného matematického modelu (rovnic modelu) mfizeme vypocitat sami
na zakladé svych znalosti, vétsinou vsak vyuzivame vhodnych informacnich technologii.
My budeme pouzivat systém poéitacové algebry Maple? (vice o praci v systému v kapitole
5 Maple). Uvedme si tedy, jak implementujeme vytvoreny model a jak ziskdme feSeni.

Diskrétni pripad

V systému Maple zapiSeme rovnici (3.1) s pocateéni podminkou (3.2). Klikneme na ni
pravym tlacitkem mysi a zvolime z nabidky pfikaz na feSeni rekurentnich rovnic: Solve
Recurrence > N(t), viz obrazek 3.1. Ziskdme tak feSeni na obrazku 3.2.

2Tomuto typu rovnic fikdime rovnice diferencialni [9].

®Derivaci funkce podle ¢asu budeme déle znagit apostrofem, tj. 2N (t) = N'(t)

4Konkrétné se jedna o verzi Maple 13. U starsich verzi systému je nutné nékteré kroky FeSeni provést
jinak (zpravidla pouzit piikazy jazyka Maple namisto tlacitka mysi) k ziskéni stejného vysledku.
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Obrézek 3.1: ReSeni rovnice (3.1) v systému Maple

s0lvE TECTENCE
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Nr+1)=(1+a—b)- N(z), N(0) =AD Mo(1ta—b) ‘

Obrazek 3.2: Reseni rovnice (3.1) s poc¢ateéni podminkou (3.2)

Spojity pripad
Zcela analogicky zapiSeme v systému Maple rovnici (3.5) s pocateéni podminkou (3.6).

Poté na ni klikneme pravym tlac¢itkem mysSi a z nabidky vybereme ptikaz na reseni dife-
rencialnich rovnic: Solve DE > N(t), viz obrazek 3.3. Ziskame feSeni na obrazku 3.4.

3.1.4 Analyza reSeni

Nyni muzeme pristoupit k analyze vysledkt feseni modelu. Vyuzijeme k tomu grafické
moznosti systému Maple.

Diskrétni pripad

Abychom mohli vykreslit feseni v diskrétnim pfipadé, je nutné prifadit parametrim mo-
delu NO, a, b konkrétni numerické hodnoty. Uvazujme proto populaci zajice polniho.
Z literatury zjistime, Ze samice zajice polniho vrha 3-4 krat do roka 1-7 mladat a Ze se
zajic polni doziva 10-12 let. [12]

Na zakladé téchto idaji odhadneme hodnoty koeficient porodnosti a tmrtnosti. Pted-
poklddame pritom, Ze samic je v populaci priblizné polovina a plozeni novych jedinct je
prumérné. Samice zajice tedy 3.5krat v roce vrhne 4 mladata. To je celkem 14 nové naroze-
nych jedinci za rok. Jelikoz je v populaci samic polovina, pomér nové narozenych vzhledem
k celkovému poctu jedinci populace bude ,pouze“ 7. Jak zjistime dale, tato hodnota je
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Obrazek 3.3: ReSeni rovnice (3.5) v systému Maple

%N{r) =(a—b) -N(2), N(0) =0 —Z=LE, j(p) =np e~ 1)1

Obrazek 3.4: ReSeni rovnice (3.5) s poc¢atedni podminkou (4.4)

velmi vysoké. Proto pro vétsi prehlednost pfejdeme k délce kroku rovnou jednomu meésici.

Koeficient porodnosti tak bude dvanactina z ptivodné vypocitané hodnoty, tj. a = 1—72
Podobné odvodime koeficient timrtnosti. Zajic polni se doziva prumeérné 11 let, za rok

tedy zemfie 1—11 jeho populace. Opét prejdeme k mési¢nimu kroku a ziskdme b = ﬁ

Necht pocatecni velikost populace NO je 100 jedinct. Pro ¢asovy krok rovny jednomu

mésici celkem mame:

7 1
NO=1 = p= .
0 =100, o=, 11-12

Reseni vykreslime nésledujicim postupem. Vypoéitame hodnoty feseni pro ¢asové body,
které nés zajimaji (napf. t = 1,2, ...,10), a pfikazem plot pro vykreslovéani je zobrazime.
Piikazu plot déle nastavime nékolik nepovinnych parametri (symbol, symbolsize, labels)
pro lepsi vzhled a popis soutadnych os. Ukézku zdrojového kédu s vysledky poskytuje
obrazek 3.5.

Spojity pfipad

Ve spojitém pripadé lze s vyhodou vyuzit pomocnika pro vykreslovani Plot Builder
a zkoumat zavislost feSeni na hodnotach parametrii modelu. V systému Maple zapiseme
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Rovnice modelu a jeji reseni:
solve reCUrrence

Ni+1)=(14+a—b)- N(t), N(0) =hp e rereee vo(14+a—5)

T op=_1

Nastaveni parametri modelu: NJ :=100: 4 :=

R :
12 11-12

Vytvoieni funkce poétu jedinen: MN(t) :=M0- (1 4+ a —b)r
t—AD(1+a—b)

Vytvoreni posloupnosti hodnot Feseni po meésicich:

poslaupnost = seq( [t, evalf (N(t)) ], t=0..10)

[0,100.], [1,157.5757576 |, |2, 248.3011938 |, |3, 391.2624871 |, [ 4, 616.5348282 |, | 5, 971.5094263 |,
[6,1530.863338 |, | 7, 2412.269503 |, [ 8, 3801.151944 |, |9, 5989.693972 |, [10, 9438.305653 |

Vykresleni reseni:
plot( [ posiouprnost |, style =point, symbol = solideircle, symbolsize =20, labels = ", "N ()" ])

L]
o000

3000
onn

G000 .
N 5000

4000 .

3000

.
2000
.
1000 . .
s o *
0 b ] 4 g 10

Obréazek 3.5: Zobrazeni diskrétniho feseni.

ziskané feseni na obrazku 3.4, klikneme na néj pravym tlac¢itkem mysi a z nabidky vy-
bereme zminéného pomocnika pfes Plots > Plot Builder. Na obrazovce se nam objevi
okénko, v némz nastavime, co nas zajima. Zcela nahotfe vybereme z rolovaciho seznamu
moznost Interactive Plot with 3 parameters. Nasledné zvolime v nize umisténém
ramecku 2-D plot (tato moznost by méla byt zvolena standardné, tudiz neni nutné nic
ménit).

Nakonec nastavime rozpéti hodnot parametrim modelu tak, jak chceme. Nejprve pfi-
fadime ose x proménnou ¢ a ostatni pole vyplnime zbylymi parametry s jejich pozadova-
nymi rozsahy. N4 zakladé dfive uvedenych tdaju zvolme: ¢ € [0,10], NO € [50,500], a €
[0,1.17], b € [0.007,0.0083], pfi¢emz piipustime, Ze koeficient porodnosti mize byt i nu-
lovy, abychom mohli pozorovat vyvoj feseni i v pripadé, kdy je koeficient porodnosti nizsi
nez koeficient imrtnosti. Horni mez koeficientu porodnosti odpovida situaci, kdy samice
zajice vrhne 4krat do roka 7 mladat. Analogickou tvahou jako dfive dospéjeme k ,mé-
si¢ni“ hodnoté % = 1.17. Meze koeficientu timrtnosti odpovidaji situacim, kdy se zajic
polni dozije 10 a 12 let. Podobu vyplnéného okénka podle piredchoziho postupu ilustruje
obrazek 3.6.

Néaslednym kliknutim na tlac¢itko Plot pfejdeme na okénko se zobrazenim feSeni pro
nastaveni parametrt a, b, NO. Toto nastaveni je mozné ménit posuvniky po pravé strané
okénka. Pfi zméné libovolného parametru se automaticky prizpusobi vykresleni feseni nové
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E17 Interactive Plot Builder: Select Plot Type x|

—3Select Plok Type and Functions

IInteractive Flok with 3 parameters LI Edit Functions |

~Select Plot

2-0 polar plot

3-D conformal plot of a complex-valued Function
2-D conformal plok of a complex-valued Function
2-D complesx plot

3-D complex plot

—3Select Variable Purposes, Ranges, and Plok Options

[irasss =l to 10
[pispie Faramser 1 la =l o o [ri7
[riats wermerer ¢ b =l [ooor o [o.o0ss
[risie Paracees = o =] [0 (I

Options | Preview |
r

©n 'Plot’ return plot command

el _|

Obrazek 3.6: Nastaveni Plot Builderu pro vykresleni spojitého feSeni.

hodnoté parametru. Okénko s vykreslenim FeSeni poskytuje obrazek 3.7.

Po stisknuti tlac¢itka Done umistime graf z vykreslovaciho okénka do zapisniku systému
Maple a soucasné tim vykreslovaci okénko zavieme.

7 ptedeslého zkoumani zavislosti feSeni na parametrech modelu miZzeme dospét k nasle-
dujicim zavéram. Pokud bude koeficient porodnosti vyssi nez koeficient tiumrtnosti, velikost
populace bude exponencialné rist. Pokud budou hodnoty koeficientti totozné, populace
bude mit stale stejnou velikost. A jestlize bude koeficient imrtnosti vyssi nez koeficient
porodnosti, populace bude vymirat. Poc¢atecni velikost populace nema na zminéné chovani
feSeni zadny vliv (pokud je vyssi nez nula). V diskrétnim pripadé je situace totoZna.

3.1.5 Modifikace modelu

Nyni pfichéazi chvile porovnani vysledktt modelu s pozorovanim a kritické zhodnoceni mo-
delu. Je zfejmé, Ze problém rtstu populace je slozitéjsi, nez jak jsme si jej namodelovali.
Zauvazujme proto nad vylepSenim modelu, které jej vice priblizi realité.

Velikost populace se nemtize exponencialné zvysovat do nekonecna. Prostor, v némz po-
pulace Zije, je omezeny, podobné jako mnozstvi zivin. Dopliime proto predpoklad modelu,
Ze tmrtnost se bude zvysovat se zvétsujici se populaci. Nejjednodussi zpiisob zavislosti
je linearni zavislost. Koeficient imrtnosti tedy nebudeme jiz chapat jako konstantni ¢islo,
ale jako rostouci linearni funkci.
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x
File Help
~ Plat Window ~ Parameters
10000 / - 117 - 0.0083 TS =00

1 { z z z
5000 / : : :
a0 / 5 5 5
7000 / : : :
6000+ / = nsss = 0.00765 = oS
5000+ o= = =
00 : = :
3000+ / g g E
2000 = 0 = o007 IZ— 50
10004

4 o

L— 0,468 0.00736 J1o6
0 2 4 [ ¥ 10
f a b no
~ Plat Command
plot(LO0E. E500000*exp( . 4606425000%¢) , £ =
0 .. 10, labels = [&, ""])
Done |

Obrazek 3.7: Vykresleni spojitého feSeni.

Koeficient tmrtnosti: b+ ¢ N(t), kde b, ¢ jsou redlna nezaporna éisla.
Podobné jako diive ziskdme rovnice modelu.
Diskrétni p¥ipad: N(t+1)=(1+a—b) - N(t) —c-N(t)?, N(0)=NO
Spojity pripad: N'(t) = (a —b)- N(t) —c- N(t)?, N(0) = NO
V diskrétnim piipad€ se nam nepodari ziskat analyticky pfedpis feseni rovnice modelu,
z rekurentniho predpisu vsak muzeme urcit velikost populace v libovolném ¢ase t.
Zaméime se nyni na spojity pripad. Reseni rovnice modelu v systému Maple obdr-

Zime zapsanim rovnice, kliknutim pravého tlac¢itka mysi a zvolenim piikazu pro feSeni
diferencialnich rovnic Solve DE. Vysledek tohoto postupu je znédzornén na obrazku 3.8.

= — (g — B _ . 2 - sobve DE _ NO(a— b)
N(t)=la = B)N({) — - (N(1)S WD) =N0—— N(1) = _NOC+e-la—bliNOC_e-la—blia+e-|a—blib

Obrézek 3.8: Reseni modifikované rovnice modelu — spojity piipad

Analyzu feSeni provedeme znovu za pomoci Plot Builderu. V systému Maple zapi-
seme pied chvili ziskané feSeni (miiZeme zkopirovat) a po kliknuti pravym tlac¢itkem mysi
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~ Plat Window - Parameters
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I
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f a b C n]
~ Plot Command
plot(-95. 66595435/ (- 7541093750 1747261
ES0%exp(-. JEE52PE000%]) , £ = 0 .. 10, Update
labels = [£, ""11

Done |

Obréazek 3.9: Vykresleni feSeni modifikované rovnice modelu — spojity pripad

vybereme z nabidky Plots > Plot Builder. Naprosto totoZznym zptsobem jako drive
nastavime rozsahy parametrti a zkoumame zavislost feSeni na jejich hodnotach.

Rozsahy vsech drive pouzitych parametrti nechame stejné, hodnota parametru ¢ zavisi
na prostfedi, v némz poulace Zije. Necht v nasem pfipadé nabyva tento parametr stejného
rozsahu jako parametr b. Obrazek 3.9 ilustruje vykreslovaci okénko spolu s nastavenim
parametri pomoci posuvniki.

Nastavovanim rtiznych hodnot parametriim pomoci posuvnikil v Plot Builderu zjis-
time, ze velikost populace se po ¢ase ustali na néjaké hodnoté. Tuto hodnotu mizeme urcit
z rovnice modelu poloZenim levé strany rovné nule, tj. derivace (zména) velikosti populace
v Case je nulova. Ustdlend hodnota velikosti populace je rovna “T_b (tj. tlirgo N(t) = “T_b)
Tuto hodnotu nazyvame uzZivnost prostreds.

Chovani feSeni nyni zavisi na poc¢atecni velikosti populace. Velikost populace v Case
klesa, pokud N (0) > “T_b, roste, pokud N(0) < "’T_b, piipadné zlstava konstantni. Zavislost
feSeni na pocatecni velikosti populace dokumentuje obrazek 3.10
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MO e+ e—la—bliNOC_ e—la—blia+ e—la—blfb

Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty N :

for i from 1 to 15 do

N =110

graf [1] == plot(N(t), t=10..10, thickness =3, labels = [ 't", "N ]) :
end do:

Vykresleni grafu:
plota| display |(seg(graf[i],i=1..15))

HE

Nastaveni parametri: ¢ ‘= Z thi= 1 To= 1 :
12 11-12 11-12
Definice funkce Feseni: (1) =~ PR M(a_—ﬁz}—b)r R
-Mlc+te MNle—e .
NO (@ — b)

vvvvv

pocatecni velikost populace N0, ktera je nizsi nez tzivnost prostiedi. V zavislosti na ve-
likosti rozdilu @ — b mohou nastat Ctyfi situace (viz [15]): velikost populace monoténné
roste k hodnoté tzivnosti prostiedi (obrazek 3.11), pfiblizuje se k ni s tlumennymi osci-
lacemi (obrazek 3.12), kolisd kolem této hodnoty pravidelné (obrazek 3.13), nebo kolem

této hodnoty kolisd nepravidelné, chaoticky (obrazek 3.14).

3.2 Populace pod tlakem nespecializovaného predatora

3.2.1 Identifikace a sestaveni modelu

V predeslém prikladu jsme modelovali riist populace, kterd neni ovlivnéna svym okolim.
Nyni piejdeme k situaci, kdy je v prostfedi, v némz se uvazovana populace vyviji, také ne-




Rovnice modelu: 7t + 1)=(1 + e« — &) M) — e (M)
Nastaveni parametri modelu: M0 :=100: q¢:=03: b:=0.1: ¢:= 0.0015:

Vypocet velikosti populace v ¢asovych bodech t=1...., 20:
Velikast| 1] = NQ:
fori from 2 to 20 do Felikast[i] = (1 + @ — &) - Velikost[i — 1]-c- (Velikost[i — 1])2 end do:

Vytvoreni posloupnosti hodnot res
posloupnost = zeg( [t — 1, Peltkost[t]],r=1.20):

Vykresleni Feseni:
plot( [ posloupnost |, style =point, symbol =salideircle, symbolsize =15, labels = [ "', "N ] )

130
120

110

o0

02 4 6 g 10121416 18
t

Obrazek 3.11: Vykresleni feSeni diskrétniho pfipadu modifikovaného modelu ristu popu-
lace pro0 <a—b< 1.

Rovnice modelu: 7t + 1)=(1 + a — &) -N(1) — e (N(2))*:

Nastaveni parametra modelu: N7 :=100: ¢:=1.9: b:=0.1: ¢ :=0.005:

Vypocet velikosti populace v ¢asovych bodech ¢=1...., 20:
Velikast[1] == NO
forifrom 2 to 20 de Velikost[i] == (1 + @ — &) Velikast[i — |]|-c- (Valikost[i — 1])2 end do:

Vytvoreni posloupnosti hodnot Feseni:

pasloupnost = seg( [t — 1, Velikost[t]],:=1.20):

Vykresleni Feseni:

plot( [ posioupnost |, style =potnt, symbol = solideircle, symbolsize =135, labels = [, "N ])

ettt ararers

s, et
300
250
wey 2
150

100
o 2 4 4 2 10 12 14 14 18
t

Obréazek 3.12: Vykresleni feSeni diskrétniho pripadu modifikovaného modelu rustu popu-
lace pro 1 < a—b < 2.
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Rovnice modelw: M(t+ 1)=(1+a— &) Nt —c (M)
Nastaveni parametrit modelu: M7 :=100: ¢:=23: b:=01: ¢:=0.005:

Vypocet velikosti populace v ¢asovych bodech ¢=1,..., 20:
Velikast[1] = NO:
for i from 2 to 20 do VFelikost[i] = (1 + a — b)) Velikosi[i — 1]-c-(Velikost[i — 1])2 end do

Vytvoreni posloupnosti hodnot Feseni:
pasloupnost = seq( [t — 1, Veltkost[t]],t=1..20):

Vykresleni reseni:
plot( [ posloupnost |, style =point, symbol = solideircle, symbolsize =15, labels = [, "N{5"])
T

400
300

Hip)
200

1004
0 2 4 6 & 10 12 14 16 13
t

Obrazek 3.13: Vykresleni feSeni diskrétniho p¥ipadu modifikovaného modelu ristu popu-
lace pro 2 <a —b < 2.8.

Rovnice modelw: M(t+ 1)=(1+a— &) Nt —c (M)
Nastaveni parametrit modelu: MJ:=100: ¢:=3.1: b:=01: ¢:=0.008:

Vypocet velikosti populace v ¢asovych bodech t=1,..., 20:
Velikast[1] = NO:
forifrom 2 to 20 do  Felikost[i] = (1 4+ a — &) Velikast[i — 1]-¢- (Velikost[i — 1])2 end do

Vytvoreni posloupnosti hodnot Feseni:
pasloupnost = seq( [t — 1, Veltkost[t]],t=1..20):

Vykresleni FeSeni:
plot( [ posloupnost |, style =point, symbol = solideircle, symbolsize =15, labels = [, "N{5"])
500 . .

4004

o0 * .
JR[43] *
200 .

1004

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
t

Obrazek 3.14: Vykresleni feSeni diskrétniho p¥ipadu modifikovaného modelu ristu popu-
lace pro a — b > 2.8.
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specializovany predator. Nespecializovany predéator je takovy, ktery neni zavisly na kofisti
z uvazované populace, mé i alternativni zdroje obzivy. Velikost jeho populace tedy mtizeme
povazovat za konstantni a do modelu ji nemusime zahrnovat.

Prvni pfedpoklad pii tvorbé modelu bude prirozeny: predatoii ulovi takové mnozstvi
kotisti, které je imérné dobé lovu, tj. mnozZstvi ulovené kofisti za ¢asovy interval délky h
je rovno p - h. Parametr p se nazyva intenzita predace a vyjadiuje predacni tlak vyvijeny
na uvazovnou populaci, pfesnéji fe¢eno: mnozstvi koristi, které predatori ulovi za jednotku
¢asu. Intenzita predace zavisi na velikosti N populace kofisti, tj. p = p(IN). Abychom tuto
zavislost vyjadrili, pfijmeme dalsi dva prirozené predpoklady:

e pokud neni uvazovand populace pritomné, predatofi nic neulovi a zivi se alternativni
potravou

e pokud je uvazovana populace velika (vétsi nez predéatofi dokazi snist), lovi predatofi
jen omezené mnozstvi jedinct, které predstavuje jakousi hladinu nasyceni.

Tyto predpoklady zapiSeme ve tvaru rovnosti:
p(0) =0, p(N)=S pro N > Nyit,

kde parametr S predstavuje hladinu nasyceni, Ny kritickou hodnotu velikosti populace
(je-li velikost uvazované populace vétsi nez kritickd, predatofi jsou nasyceni). Zvolme za p
nejjednodussi funkci, ktera spliuje uvedené predpoklady, tedy funkci linearni na intervalu
[0, Niit], jinak konstantni:

] -N .. N<Z Nkrit7
p(N) = (3.7)
S . N> Nkrit‘

U predeslého modelu jsme dospéli k rovnici

N(t+1)=1+a—0b) -N(t)—c-N(t)? N(0)=NO (3.8)

v diskrétnim ptipadé a k rovnici

N'(t)=(a—b)-N(t) —c- N(t)%, N(0) = NO (3.9)

ve spojitém pripadé. Ozna¢me v nich

r=a—0>, K:aib.

C

Parametr r, tj. rozdil porodnosti a imrtnosti bez vlivu velikosti populace, se nazyva vnitrni
koeficient rustu populace. Parametr K vyjadruje wdZivnost prostredi, tj. takovou velikost
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populace, pfi niz je populace v dynamické rovnovaze s prostiedim (neroste ani nevymira).
P1i tomto oznaceni mizeme rovnice modelu v diskrétnim pripadé prepsat na tvar

N(t+1) = N(t) + T’-N(t)-( _]\;E't)>’ N(0) = NO (3.10)
a ve spojitém na tvar
N'(t) = r-N(t)-( —]\;({t)>, N(0) = NO. (3.11)

Obé tyto rovnice lze za pouziti casového kroku h vyjadrit ve tvaru

N(E)

N(t+h) = N(t) + r-N(t)- (1_ -

> -h, N(0) = NO. (3.12)

Vyraz

ot (150

Ize interpretovat jako prirozeny prirdstek velikosti populace za casovy interval délky h.
Rovnice (3.10) je rovnici (3.12) pro h = 1, rovnice (3.11) je meznim pfipadem rovnice
(3.12) pro h — 0.

Nyni vyjadfime zménu velikosti populace za c¢asovy interval délky h jako prirozeny
piiristek populace zmenseny o mnozstvi ulovenych jedincti. Rovnici (3.12) tedy dale mo-
difikujeme a dostaneme model ristu populace pod tlakem nespecializovaného predatora
ve tvaru

N(t+h) = N(t) + r-N(t)- (1—]\;(;)> +h — p(N())-h, N(0)=NO, (3.13)

kde funkce p je ddna rovnosti (3.7). Pro h = 1 dostaneme model diskrétni:

N(t)

N(t+1) = N@t) + r-N(t)- <1— 2

> — p(N(t)), N(0) = NO, (3.14)

limitnim pfechodem h — 0 dostaneme model spojity:

N'(t) = r-N(t)- <1— N;{”) — p(N()), N(0) = NO. (3.15)
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3.2.2 Implementace modelu a jeho reseni

S rostouci slozitosti modelu vzristéa i ndrocnost vypoctu feseni. Podobné jako v piedcho-
zim modifikovaném modelu nejsme schopni uréit feseni diskrétniho ptipadu (3.14), z re-
kurentniho pfedpisu vSak mizeme (pii znalosti numerickych hodnot parametrti modelu)
urcit hodnotu velikosti populace v libovolném case t. Ve spojitém piipadé je mozné rov-
nici (3.15) rozlozit na dva piipady (podle (3.7)) a v Maple jiz znAmym postupem (Solve
DE > N(t)) nalézt feSeni pro kazdy ptipad zvlast. Tento postup je vSak mozny jediné
tehdy, kdy je velikost populace stale ,pod hladinou“ Ny, nebo stale nad ni (pfipoustime
i rovnost).

V obecném piipadé je nutné fesit rovnici (3.15) za pomoci numerickych metod, k ¢e-
muz musime znat numerické hodnoty vsSech parametri modelu. MuZeme opét uvazovat
populaci zajice polniho, na jehoz tizemi nyni Zije i liSka obecnd jakozto nespecializovany
predator. Pro jednoduchost zvolme néasledujici nastaveni parametri:

S =300, r=1, K =1000, Ny = 200, NO = 500.

V systému Maple nastavime proménnym prislusné hodnoty a zapiseme rovnici ve tvaru
znézornéném na obrazku 3.15. K zapisu dvou moznych pfipada pro funkei p(N(t)) pfitom
vyuzijeme symbolu tvaru oteviené slozené zavorky v paleté Exression reprezentujici vyraz
definovany po ¢astech.

Nastaveni parametra: 5 := 300 r:= 1. &= 1000: Mkrit = 200: NO = 500

S N(1) > Nkrit
N(0) =N

Rovnice modelu: i}\i(:j =r-W(1)- [1 _ i) ] _ 5

d: F:d - = it
it M(t) N(t) = Nkrit

Obrazek 3.15: Zapis rovnice (3.15).

1
Differential Equations Conditions Parameters
d 1 (D) = 500
S =N [ 1 —— w2
G = (1w )
300 200 < (1)
i3
G IROES
Edit Edit
Solve umericaly | Solve Symbolicaly | classiy | el | qui

Obrézek 3.16: ODE Analyzer Assistant.
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Po kliknuti pravym tlacitkem mysi na rovnici a zvolenim Solve DE Interactively
se nam zobrazi okénko ODE Analyzer Assistant s upravenym tvarem rovnice a poca-
teéni podminkou (obréazek 3.16). V tomto okénku je mozné rovnici dle upravovat, ménit
pocatecni podminky, zavadét a rusit parametry modelu atd. My mame jiz vSe ,nachys-
tané“, a tak klikneme na tlacitko Solve Numerically pro numericky vypocet feSeni.

Prejdeme tak do dalsiho okénka, jez po levé strané nabizi numerické metody, které mi-
zeme pouzit k nalezeni feSeni, a nastaveni absolutni a relativni chyby vypoctu. Vyuzijeme
standardniho nastaveni (tj. nebudeme nic ménit) a klikneme na tlacitko Plot pro vykres-
leni feSeni. Okénko s vykreslenym feSenim poskytuje obrazek 3.17. Po stisknuti tlacitka
Quit se vratime zpét do zapisniku Maple, do néjz bude vlozen graf feSeni.

|1 Solve Numerically x|
- Parameter | Qukput
% Runge-Kutta-Fehlberg 4-5th order Show function values at t = Salve
0.000000
1 Dverk 7-8th order I\nterpo\ant - —
" Gear single step extrapolation |rational 'I
Plot Options
" Rosenbrack stiff 3-4th order
500
" Livermare stiff Iadams iterative = .
.
400 ™
" Boundary Value Problem solver
3no
[trapezcidal~ [[richardsan extrapolation ~ | -
Range of ;|0 ta |10 20
" Taylor series [lazy series + Loo \'\
" Modified Extended BDF Implicit a 7 ] 5 g n
t
" Fixed step methods
Shiow Maple commands [~
I.Se-Z IFurward Euler ;I
Absolute: |1.000000e-07 default
Relative: Il.UUUUUUe-UG default
On Quit, Return [Plat - Clear | Help | Back | Quit |

Obrazek 3.17: Numerické FeSeni rovnice (3.15).

3.2.3 Analyza feSeni

Vime, ze v piipadé, kdy modelovanou populaci neohrozuje zadny predator, se velikost po-
pulace ustali na hodnoté K predstavujici uzivnost prostiedi. Podivejme se, na jaké hodnoté
se ustali velikost populace nyni.
ODbé rovnice (3.14), (3.15) vyjadiuji zménu velikosti populace v ¢ase. Ustalend hodnota
feSeni je pritom takova, kterad se v ¢ase neméni, tj. v diskrétnim ptipadé pro ni plati:
N(t+1)—N(t)=0 (3.16)

a ve spojitém:
N'(t) = 0. (3.17)
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Oboji vede na rovnici

r-N(t)- (1 - A;?) — p(N(t)) =0. (3.18)

Rovnici (3.18) vyfeSime v systému Maple pro oba pripady (viz (3.7)) jejim zapsanim,
kliknutim na pravé tlac¢itko mysi a zvolenim Solve > Solve for Variable > N.? Vysledek
poskytuje obrazek 3.18.

MY g salve for M K (-r Nkrit + 5)
N 1= 2] - N=0 N=D] W= - T
i [ K,| Wit ‘l |" » MErit H
) ive for N &7 — - -
r-N-[l—%|—S=D salve for HN=% Er+ B rF—arsk HE\‘E% Kr—JEr —ar5k H
4 il r

Obrazek 3.18: Reseni rovnice (3.18).

Ziskana nenulova FeSeni jeSté upravime a oznacime:

S
N=K-(1———
! < T'Nkrit>’

&

|

| =

=
~~

—

\

—

\
REES
=

N———

&
|
!
a
—
_l_
T
T
=
~

Rozborem téchto feseni mizeme rozlisit n€kolik situaci chovani modelu ve spojitém pii-
padé v zavislosti na hodnotach jeho parametrt. Pro kazdou z mozZnosti nasleduje obrazek
feseni s vytvorujicim kédem v systému Maple.

Pro nalezeni feSeni modelu je pouzit piikaz dsolve s parametrem numeric, jenz zajisti
numerické feSeni prislusné diferencialni rovnice. Grafy feSeni jsou vytvoreny piikazem
odeplot patticitho do baliku plots a uklddany do pole (s ndzvem graf), které je nasledné
vykresleno najednou prikazem display z baliku plots.

SProménnou N tu chépeme jako konstantu, takze ji nezadavame jako funkci casu N(t).
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1. S>z-r- K

W=

nn

a) ]Vkrﬁ f; ;:

Predéator vyhubi uvazovanou populaci pii jakékoliv pocateéni hodnoté NO > 0

— obrazek 3.19 pro nastaveni parametri:

S =300, r =1, K = 1000, N = 200, NO € {50, 100, ..., 1000}

Nastaveni parametri: 5:=300: r:=1: K= 1000: Akrit = 200

Cyklus vytvoreni grafu pro jednotlivé hodnoty VO :
fori from | to 20 do
MO = {-50:
8 N(t) > MNkrit

res(i] = dsolve %N(z) =r-N(t) [ 1__N§] ]_

_ D
- N(t) N() < Wit

graf|i] = plots|odeplot|(res[i], t = 0..20, thickness = 3, labels = ["", "N{1)"]) :
end do:

Vykresleni grafu:

plots[display(seq(graf[ili=1.20))
1000

600
Nt

400

MN(0) =NO|, numeric |

Obrazek 3.19: Rust populace pod tlakem nespecializovaného predéatora v pripadé 1. a)
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S
b) Nkrit > ;:

Velikost populace se ustali na hodnoté N; pii jakékoliv pocatecni hodnoté
NO > 0, tj. predator zmensi stabilizovanou velikost populace (z hodnoty K)

— obrazek 3.20 pro nastaveni parametrii:
S =300, r=1, K =1000, Ny = 400, NO € {50,100, ...,1000}

= Nj; = 250

Nastaveni parametri: 5= 300: r:= 1. &= 1000 Nkrit = 400

Cyklus vytvoreni grafu pro jednotlivé hodnoty N@ :
for i from 1 to 20 do
N = i-50:
3 M(t) = Nkrit

res[i] = dsolve| | == () =r-N(:)-[1- N(2) J'

1 ~ MN(0) =NO|, numeric |

_ (1) < Miris”
o N(2) N(2) < Mt

graf[i] = plots[adeplot|(res(i], + =0 .20, thickness = 3, labals = ["t", "N{1)"])
end do:

Vykresleni grafu:
plots[display|(seg(graf[i], i=1.20))
10an

200

200 -1\
700 ]
| i
Mt 500 1
400 ]
200 i

200

100

Obrazek 3.20: Rist populace pod tlakem nespecializovaného predétora v pfipadé 1. b)
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2. S<i-r-K

a) Nigig > N2:

Velikost populace se ustali na hodnoté N3 pii jakékoliv pocatecéni hodnoté
NO > 0, tj. predator zmensi stabilizovanou velikost populace (z hodnoty K)
— obrazek 3.21 pro nastaveni parametri:

S =200, r =1, K = 1000, N = 400, NO € {50,100, ..., 1000}

= N; =500, Ng =276, N3=724

Nastaveni parametru: 5:= 200: r:=1: £:= 1000 Aksit = 400:

Cyklus vytvoreni grafui pro jednotlivé hodnoty N :
for i from | to 20 do

NO = 150:
5 Mit) = Nirit
res[i] = dsolve iN(.E) =r-MN(t)- [ l—m]— L(D) =NO |, mrameric |
di E — JF(8) Nit) < Mirit
Mkrit
graf|i] = plots|adeplat|(res[i], t =020, thickness = 3, labels = ["t", "H{)"])
end do:

Vykresleni grafu:
plots|display|(seq(grafi], i=1..20))
1000

M 500
400
300
200

100

Obrazek 3.21: Rust populace pod tlakem nespecializovaného predatora v pfipadé 2. a)
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S
b) — < Nigit < N2:
T

Nastaveni parametru: 5= 200 r:= 1 £ = 1000 Akt = 250"

Cyklus vytvoreni grafu pro jednotlivé hodnoty V0 :
for i from 1 to 20 do

N = 350:
M) = Nkrit

res[i] = dsalve lN(.E] =pr-RM(t) [ l—m]— LM(0) = MO\, mraneric

d2 E — () M(t) < Nt

Mkrit
graf|i] = plats|adaplot|(res[i], + =0 20, thickness = 3, labels = ["t", "N({T)"])
end do:
Vytvoreni grafu pro hodnotu N0 = N,
wowm £ (1- [1- 215,
2 v K
5 Mit) = Nirit
res[21] = dsohe lN(!) =r-Mit)- [ 1—&]— N(0) =NO|, numeric
d¢ £ i W) W) = Nkt "

graf|21] = plots|edeplot|(res[21], + =0 .20, thickness = 3, labels = ["t", "N{)"]) :

Vykresleni grafu:
plots| display|(seq (graflil.i=1 .

Obrézek 3.22: Rust populace pod tlakem nespecializovaného predatora v ptipadé 2. b)

Pokud NO > N, velikost populace se ustali na hodnoté N3. Pokud NO < N,
ustali se na hodnoté N;. Pro NO = Ny zlstane velikost populace stejna. Pre-
dator tedy opét zmensi stabilizovanou velikost populace; nova stabilizovana
velikost populace vSak zavisi na jeji pocatecni velikosti — obrazek 3.22 pro na-
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staveni parametri:
S =200, r=1, K =1000, Ny = 400, NO € {50,100, ...,1000}

= N1=200, N2=276, N3 =724

Tuto moznost lze také interpretovat takto: velikost dynamicky stabilizované
populace zavisi na historii. Pokud populace invadovala do prostiedi obsazeného
populaci predatora, je stabilizované populace mala. Naopak, pokud do prostredi
se stabilizovanou populaci invadovala populace predatora, je stabilizovana po-
pulace velka.

<

N krit <

Pokud NO > Ns, velikost populace se ustali na rovnovazné hodnoté N3. Pokud
NO < No, ustali se na hodnoté 0. Pro NO = N, zustane velikost populace
konstantni. Predator tedy zmensi stabilizovanou velikost populace nebo popu-
laci vyhubi v zévislosti na jeji pocatecni velikosti — obrazek 3.23 pro nastaveni
parametri:

S =200, r=1, K =1000, Ny =400, NO € {50,100, ...,1000}

= Ny =276, N3 =724
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Nastaveni parametru: 5= 200: r:=1: K= 1000 MAkrit = 150:

Cyklus vyivoreni grafu pro jednotlivé hodnoty V0 :
for i from 1 to 20 do
MO =150
] N(t) > Mikrit

res[i] = drolve i}.}(;) =r (1) [ - () ]_

17 s N(0) =NO|, nomearic

it W(E) N(t) = WNirit
graf|i] = plots|edeplot|(res[i], + =0 .20, thickness = 3, labels = ["t", "N{)"]) :
end do:

Vytvoreni grafu pro hodnotu N0 = Nz.
woe= 2o [ 28 ]

2 \.'I K

M(t) = Nkrit

res[21] = dsolve %N(:) =r-N(i) [ - Ng) ]_

N(D) =NO|, numeric

. . e
it M(E) N(2) = Nkrit

graf21] = plots|odeplot|(res|21], + =0 .20, thickress = 3, Jabels = ["t", "N{T)"]) :

Vykresleni grafu:
plots[display|(seg (graf[ili=1.21))
1000

400

200+

Obrazek 3.23: Rust populace pod tlakem nespecializovaného predatora v pfipadé 2. c)
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Pfedeslé moznosti chovani modelu plati pro spojity piipad (3.15). V diskrétnim piipadé
(3.14) je situace slozit&jsi. Obrazek 3.24 ilustruje moznost 2. a) (tj. S < 1-r K, Nigix > No)
v diskrétnim piipadé. V levém grafu jsou vykreslena vSechna feSeni najednou, v pravém je
vytvofena animace v zavislosti na pocatecni velikosti populace. Mtzeme vidét, Ze v tomto
pripadé se velikost populace v ¢ase neustali na jedné hodnoté, ale osciluje kolem ni.

Nastaveni parametri: 5= 300: »:= 32: &:= 1000: Nkrit:= 500 posioupnast = Fector(20): (pfipad 2.a)

Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty V9 :
for i from | to 20 do
M[1][#] = 50-i:

for ¢ from 2 to 30 do
g W[t — 1][3] > Mirit )
MN[t][i] = evall N[:—l][x‘]+r-N[£—1][1‘]-[1— :

W[ — 1][3] W[ — 1][i] = Mirit
4

S
Whrit
end do:
poslouprost[i] = seq( [t — 1, N[t][i]], t=1..30) :
graf|i] = plot( [ poslouprost[ 1] ], style =point, symbal = salidcircle, symbaolsize =13, labels = [ "¢, "N ])

end do:

Vykresleni grafii na jednou: Vykresleni grafii v animaci:
plats [ display|(seq (grafi], i=1.20)) plats [display|(seg (graf[i], i = 1..20), inseguence = irue)
'.l‘i:...!.'.'.:...:......... ] [ ) - L] - L] - L
1000 :..‘ elolesctlonnvainsctsnase 1000 4 . . . . . . .
. i
'yl
s004g°, " 500
.. L] 4
204984 L] 200+
0.3. ]
oo 33;.;u!!o'l:uuuuuu.u L e R I
. i
604eg o°84% % . "4 o 0
'L H . - ]
N 500 888,388 0000200000s000d0nnnne N sod ® . . . . . .
L]
400 400
. i
300 300 4
200 . 200 -
100 100
0 5 10 1}5 20 25 0 5 10 35 20 25

Obrazek 3.24: Rist populace pod tlakem nespecializovaného predatora v diskrétni podobé
pfipadu 2. a)
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P1i uréitém nastaveni parametrd se ndm dokonce miize stat, ze feSeni modelu bude
dosahovat zapornych ¢isel, jak ilustruje obrazek 3.25 pro moznost 1. a) (tj. S > % -r- K,

S
Niqit < —). Pfic¢inou je prilis velky ¢asovy krok pro dané hodnoty parametri modelu.
T

Nastaveni parametri: 5= 500: r:=1: K := 1000: Nkrit == 200: posloupnost = Vectar(20): (pfipad 1.a)

Cyklus vytvofeni grafi pro jednotlivé hodnoty V6 :
for i from 1 to 20 do
MN[1][#] = 50-%:
for  from 2 to 30 do
] N[t — 1][i] > Mhrit )
. . . N[t —1][2] )
N[H[i] = evalf | W[t — 1][i] + N[t = 1] |1l — —————— | —

ray W[t — ][] Mt — 1][F] < Mt |

A

Nkrit
end do:

poslauprost[i] = seg ([t — 1, N[t][i]],t=1.30):

grafli] = plat( [ posiouprost[ 1] ], style =point, symbal = solideircle, symbolsize =13, labele = ["t', "NE"]) -

end do:

Vykresleni grafii na jednou: Vykresleni grafd v animaci:
plois[display](seg(grafil, i=1.20)) plots|display(seg(graf[il, i =1 ..20), insequence = irue)
1000 1000 4
a00 3004
600 600 4
Ht) ! ) 1e
404 400
L]
-
L] l L ]
004e 8 200
-t
L]
-
] i} -—.—.—.—W
e 3 10 15 20 25

Obrazek 3.25: Rust populace pod tlakem nespecializovaného predatora v diskrétni podobé
pripadu 1. a)

3.3 Interagujici populace

Uvazujme rovnici (3.12) z predeslého modelu vyjadiujici rust populace v omezeném pro-
stredi, tj. rovnici

N(t+h) = N@) + r-N()- <1—N¥)> “h, N(0) = NO (3.19)
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a jeji diskrétni

N(t+1) = N(t) + r- N(t)- (1 _ N;{”) . N(0) = NO (3.20)
a spojitou variantu
N'(t) = r-N(t)- <1—Nfi_t)>, N(0) = NO. (3.21)

Rovnici neomezeného (exponencialniho) ristu populace

N(t+h) = N(t) + r-N(t)-h, (3.22)

pripadné jeji diskrétni
N(t+1) = N(t) + r-N(t) (3.23)

nebo spojitou variantu
N'(t) = r-N(t), (3.24)

lze povazovat za specialni pfipad rovnice (3.19), ptipadné (3.20) nebo (3.21), pro K = oo,
nebot

N(t)
lim —~ =
Ko K

pro jakoukoliv hodnotu N (t).

3.3.1 Modely dvou interagujicich populaci

Nyni budeme uvazovat dvé populace na jednom tzemi. Ozna¢me Nj(t), resp. Na(t), veli-
kost prvni, resp. druhé, populace v ¢ase t. Pokud by na sebe populace vzajemné nepiso-
bily, vyvoj velikosti kazdé z nich by bylo mozné modelovat pomoci rovnice (3.19); o kterou
z populaci jde, bychom odli$ili dolnim indexem u vSech parametri, tedy

Ni(t+h) = Ni(t) + ri-Ni(t)- <1— Nl(t)) “h,

No(t+h) = Na(t) + 72 Na(t) - (1 - (t>) - h.

Vliv velikosti jedné populace na rist druhé se muze realizovat bud prostfednictvim
prostiedi, které obé populace obyvaji, nebo pfimo.
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Model, kdy j-ta populace ovliviiuje prostiedi, v némz Zije populace i-ta

Kvalitu prostiedi pro i-tou populaci v nasem modelu vyjadiuje jediny parametr K; — Gziv-
nost (nosné kapacita) prostiedi. Pokud j-ta populace ovliviiuje prosttedi, jeho zivnost jiz
nebude konstanta K;, ale bude zaviset na velikosti j-té populace. Konstantu K; nahradime
funkei k; argumentu N;(t). Vyvoj i-té populace tedy bude popsan rovnici

Ni(t + h) = Nz(t) + 7 Nz(t) . (1 — %) - h. (3.25)

Nyni budeme specifikovat funkci x;. Ta musi spliiovat dva prirozené predpoklady:

e Pokud neni j-t4 populace pritomna, je zivnost prostfedi nezménéna, tedy rovna
puvodni hodnoté K;. Presnéji

e Pokud je j-t4 populace velikd, zméni tzivnost prostfedi na hodnotu Cj;, tedy

Jednoduché funkce, ktera splituje obé podminky, je funkce lomena s linearni funkci v ¢i-

tateli i jmenovateli, tedy
_Ki+Cij-vij -

Ki(x 3.26
) = S (3.26)
) = G
! 1+'\{U-x
i Kz'+ C:.J. '}!U.x
1+'\{¥x
d
evai[akf{x},x—ﬂ]
CU_KI'
C;'ﬂj_Kng'
C:j_K:'
simplifyp (%)
i

Obréazek 3.26: Vyznam parametru v;;.

V piedpisu funkce se objevuje novy parametr v;;. Abychom lépe vidéli jeho vyznam,
urceme derivaci funkce x; v bodé 0 a vysledek vydélme rozdilem Cj; — K;. Obréazek 3.26
ilustruje tento vypocet v systému Maple.
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Vidime, Ze parametr 7;; je roven pravé zminénému vyrazu. Vyjadiuje tedy relativni
zménu Zivnosti prostfedi pro i-tou populaci zpisobenou malou (invazni) populaci j-tou
vzhledem k celkovému moznému rozpéti izivnosti prostiedi.

Je prirozené predpokladat, ze konstanty K;, C;j; jsou nezaporné (v prostiedi nemtize byt
populace zaporné velikosti) a Ze alespon jedna z nich je kladna (prostfedi populaci nékdy
uzivi). Vztah konstant K; a Cj; vyjadfuje ekologickou klasifikaci vztahu j-té populace
k i-té:

L K,L = Cij

j-t&4 populace je k i-té neutrdlni.
o K, > Cij

j-t4 populace je amensdlem populace i-té.
o K, < Cz‘j

j-t&4 populace je komensdlem populace i-té. V této situaci muZzeme dale rozlisit:

— K; = 0 — ¢-t4 populace by bez pritomnosti j-té nepfezila; j-t4 populace je
obligdtnim komensdlem populace i-té.

— K; > 0 — i-t4 populace preziva i bez pritomnosti j-té; j-ta4 populace je fakulta-
tivnim komensdlem populace i-té.

Z rovnosti (3.25) a (3.26) dostavame model vyvoje velikosti dvou interagujicich popu-
laci ve tvaru soustavy rovnic

Ni(t+h) = Ni(t) + r1-Ni(t) - (1 M) - (1 +712-N2(t))> "

K14 Ci2 - 112 - Na(t)
(3.27)

~ Na(t) - (1492 - N1(t))> .

No(t+h) = Nao(t) + ro-Nao(t)- |1
2( ) 2(6) + 72 2()< Ko + Ca1 - 21 - Ni(t)

Tuto soustavu rovnic mizeme pro h — 0 konkrétné zapsat jako soustavu rovnic diferen-

o Ni(t) - (1+ 2 - Na(t))
Ni(t) = r-Ni(t)- (1 K1+ Ciz-mi2 Na(t) > 7

cialnich

(3.28)
Na(t) - (1+ 791 - Ni(t))
Ny(t) = ro- No(t)- |1 — :
2( ) 2 2( ) < K2 +C21 o1 - Nl(t)
nebo pro h = 1 jako soustavu rovnic diferenc¢nich
Ni(#) - (1+ 72 - Na(t))
Ni(t+1) = Ni(t) + r1-N1(2)- |1 — ,
1{E+1) tf) + ) ( K1+ Cia-m2 - Na(t)
(3.29)

Na(t) - (14721 - Ni(t))
Ky 4 Co1 - y21 - Ni(t)

No(t +1) = Na(t) + 72 Na(t) - <1 -
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V piipadé komensalismu mize dojit i k tomu, ze populace komensala pfi rostouci
velikosti zvétSuje Gzivnost prostfedi nade vSechny meze, lim k;(z) = oo. Nejjednodussi
T— 00
funkce, ktera modeluje tento jev, je funkce linearni

ki(x) = Ki +7ij - x.

Zde kladny parametr v;; vyjadiuje absolutni nartst Gzivnosti prostfedi pro i-tou populaci
zplsobeny j-tou populaci o jednotkové velikosti.

Model konkurence (kompetice)

Prvni populace je amensalem druhé, druha je amenséilem prvni. Velikosti obou populaci
se ustali na novych rovnovaznych hodnotadch mensich, nez byly hodnoty pro izolované
(vzdjemné se neovliviiujici) populace.

with(DEtoals) | # pro pFikaz DEplat Vykresleni El'afﬁ:
plats|display|(seq(graf[i], i =1..100), seq(graf2[i] i =1..100))
Rovnice: 3000
M () (1 + w2 Bo(e) )
rovnice, = lNI(:) =r M) — M | 1800
de By + Oy f 2 h(8)
M) (1 + 920, (2) )
rovnice, = iNE(.?) =ryMy(t) |1 — M | 1600
de By o+ Oy 921 M)
1400
Nastaveni parametriu: -
o= 1 ry = 0.6: Kl = 1000 KZ = 1500 :
W2e=05 =103 C‘12 = 600 6'21 = 1000 N¢p 1000
w044
Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty NO, a N0, : ‘
alo
for i from | to 10 do ;;
for; from | to 10 do an
MO, = 1200 NOy = 200
graf[(i—1)-10+j]= DEpfc}([rovnicel, rovniceQ], [NI(I),NE(IJ]J: 0..25 2004 i . . i .
[[Nl (0) =gy, W, (0] =N02]], soang = [i, My (1) ] linecolor = blus, labsls = "', 0 3 10 15 a0 25
" " . t
N(E']) — i Wi
graf2[(i—1)-10+ ;] = DEpIo:([mvmcel, mvmcez], [Nltt),Nz(:)],:: 0.25,
[[Nl (0) =wa,, M, (0] :NOQ]], soene = [t, My (t) ] linecolor = green, labels = ["t",
||N(t)u]) .
end do:
end do

Obrazek 3.27: ReSeni modelu konkurence dvou populaci.

Obréazek 3.27 ukazuje feSeni modelu konkurence v Maple. Ptvodni Gzivnosti prostiedi
jsou rovny 1000, resp. 1500, tj. v pfipadé, Ze by se populace vzidjemné neovliviiovaly
(neovliviiovaly by prostfedi, v nemz ziji), ustélily by se jejich velikosti na zminéngch hod-
notach. Pro model konkurence plati K1 > Cq2 a K9 > (5. V prikladu na obrazku byly
zvoleny hodnoty konstant Cio = 600 a Co; = 1000. Vidime, Ze pro libovolné pocateéni
stavy populaci se velikosti obou ustali na hodnotach Cis a Co;.

K zobrazeni grafi jsme pouzili prikaz DEplot k vykreslovani feseni systému diferen-
cidlnich rovnic z baliku DEtools. Symbol « je v systému Maple obsazeny, parametr -;;
proto zaddvame s indexy za feckym pismenem (¢imZ vytvoiime neobsazeny nazev pro pro-
ménnou). Dvéma do sebe vnorenymi for-cykly vytvarime grafy feseni pro rtizna nastaveni
pocatecnich hodnot.
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Pro zobrazeni jednotlivych feSeni mizeme vytvorit animaci podobné jako u pfedcho-
ziho modelu v diskrétnim piipadé. K programovému kédu z obrazku 3.27 staci pfidat kod
z obrazku 3.28.

for i from | to 100 do
amimace 1] == plats|display|( {graf|i], grafZ[i]})
end do:

plots| display | (seg(animace[i], 1 =1..100), inseguence = frue )
2000

1200
1600
1400 4
1200 4
ey 1000 |
200 -

600

N /
200 i

Obrazek 3.28: Reseni modelu konkurence dvou populaci — animace.

Model mutualismu (symbiézy)

Prvni populace je komensalem druhé, druhé je komensalem prvni. V pfipadé ,,omezeného“
komensalismu modelovaného rovnicemi (3.28) nebo rovnicemi

Ni(t) = r-Nyi(t)- | 1

/ _ N2(t)
Ni(t) = ro- Nao(t) - <1 T Ko T Nl(t)>

M) (14 N2(7f))>

(alespon jedna z konstant Cia2, Ca1 je konecnd) se velikosti obou populaci ustali na no-
vych rovnovaznych hodnotach. V piipadé ,neomezeného“ komensalismu modelovaného
rovnicemi

K1 + 712 - No(t)

Nyt) = 2 Nae): (1= o)

Nj(t) = r1- Ni(t) - <1 Ni(t) )
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zélezi na hodnotach parametri 12, v21. Pokud 712 - 721 < 1, velikosti obou populaci se
ustali na novych rovnovaznych hodnotach. Pokud ~i2 - 721 > 1, velikosti obou populaci
rostou nade vSechny meze. V realité by to znamenalo, Ze populace znici svoje prostiedi.
Tomuto jevu se rika ,orgie vzajemné dobrocinnosti.“

with(DEtoals) | # pro pFikaz DEplat Vykresleni El'afﬁ:
plats|display|(seq(graf[i], i =1..100), seq(graf2[i] i =1..100))
Rovnice: 2500
Ny(e) (14 p@2-My(t)) )
roviice) = lNlm =r N () [1 - M |
de By + Oy f 2 h(8)
My(e) (14928 W (1) )
rovnice, = iNE(:) =ry sz 1— 72( Gl s 1( )) | ZDUD\
de By o+ Oy 921 M) X
)
¥,
Nastaveni parametriu: vsaa y-/ —
o= 1 ry = 0.6: Kl = 1000 K2 = 1500 //
W2=05 §21=03: = 16000 C, = 2000 N /
1000 4
Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty NO, a N0, : |
for i from | to 10 do
for; from | to 10 do 500
Ny = 1200 Ny = 250 /
graf[(i—1)-10+j]= DEpfc}([rovnicel, rovniceQ], [NI(I),NE(IJ]J: 0..25 / i . . i .
[[Nl (0) =gy, W, (0] =N02]], soang = [i, My (1) ] linecolor = blus, labsls = "', 0 3 10 15 a0 25
t
N — i Wi
graf2[(i—1)-10+ ;] = DEpIo:([mvmcel, mvmcez], [Nltt),Nz(:)],:: 0.25,
[[Nl (0) =wa,, M, (0] :NOQ]], soene = [t, My (t) ] linecolor = green, labels = ["t",
||N(t)u]) .
end do:
end do:

Obrazek 3.29: Reseni modelu symbiézy dvou populaci pro Cia < 0o, Ca1 < 00.

with(DEtoals) . # pro pfikaz DEplot Vykresleni g;ra_l'ﬁ:
plots|display](seq(graf[i], i =1..100), seg (gray2[i], i =1..100))
Rownice:
‘ Ny (2) N 2500
roveice; = ——M, (£) =r M (t [ S N —
dt )+ 2 )
d le) A
frmn = — (8] = ML (2 - 2000
rovmice, it 2() s 2() [ B+ 1:23-}\?1(:) T
J

Nastaveni parametrit:
r=1 = D &y = 1000 K, = 1500 100

W2=01: @l =107 )

1000 4

r

Cyklus vytvoreni grafit pro jednotlivé hodnoty Nﬂl a Nﬂ2 :

for i from 1 to 10 do
for; from 1 to 10 do

NDI = {200 : N02 = j-250 7
graf[(i—1)-10+j] = DEpIaI([mvm‘cel, rovm‘cez], [Nl(r),Nz(r) ] 1=0.25
[[Nl (0) =wa,, M, (0] :NOQ]], soene = [t, Ny (t) ] linecolor = blue, labels = "', M 5‘ IIEI 1'5 Z‘EI 2‘5
oy —r6 — 1]
graf2[ (i — 1) 104 ] = DEpIoi([ravmcel, ravmcez], [NIU]:sz]J: 0..25, o 0
[[Nl (0) =gy, W, (0] =N02]], soang = [i, My (1) ] linecolor = green, labels = ["t",
N')
end do:
end do:

Obrézek 3.30: Reseni modelu symbiézy dvou populaci pro Cia = Ca; = 00, Y12 - Y21 < 1.
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Obrazky 3.29 — 3.31 ilustruji rizné podoby chovani feSeni modelu symbidzy. Na prv-
nim z nich je znazornéno feseni ,omezeného* komensalismu, kdy jsou obé konstanty o,
C51 konecné a velikosti populaci se ustali na téchto hodnotach. Obrazek 3.30 ukazuje
y,heomezeny“ komensalismus v pfipadé€ yi2 - 721 < 1, obrazek 3.31 v pfipadé€ yi2 - v21 > 1.

with(DEtools) . # pra pFikaz DEplot Vykl'esleni grafﬁ:

plots|display](seq(grafi], i=1..100), seg(graf2[i],i=1..100))

Rovnice:
i N 1,4 107
ravaice = %NIU):""I AN v |
f B+ 2 ()
d ) ! 1,2 % 107
ravaize, = ﬁsz =ry Aol [1 - m ’
7 T 1
) 1, % 107

Nastaveni parametri:
Pm L = D6 K= 1000 &= 1500 v 5%
W2= 25 @2 =13

6, % 10° 4
Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty N@# a Ni,: 4 % 10 1
for: from 1 to 10 do
for j from | to 10 do 7 %106 4
ROy = 32000 Oy = 250 ’
graf[ (2 — 1) 10 + 7] += DEplot([rovaice,, rovaice, ], [N, (£), Ny(2) | £=0.25, 2
[[Nl (0) =Noy, M, (0) =N02”, seane = [I, My () ] linecolor = blus, labels = ["t', 0 5‘
") [— g — ] W
graf2[(i—1)-10+ ;] = DEp[at([rovmcel, rovmcez], [Nl[t), Nz(t)], t=10.25, ] ]

[[Nl (0) =Noy, M,y(0) :Noz}], scene = [1, My (2) ] kinecalor = green, labels = ["",
"H)

end do

end do:

Obrézek 3.31: Reseni modelu symbiézy dvou populaci pro O = C31 = 00, Y12 - Y21 > 1.

Model predace

Prvni populace (kofist) je komensélem druhé, druha populace (dravec) je amensalem prvni.
Rozlisme dva ptipady:

e predator je specializovany — bez populace kofisti nemtze prezit (K2 = 0),

e predator je nespecializovany — muze prezit i bez populace koristi, ma alternativni
zdroje potravy, ale dostupnost populace kofisti ho ovliviiuje (K2 > 0).

V obou pfipadech se velikosti populaci ustali na néjaké rovnovazné hodnoté. U tohoto
modelu predator nemuze kofist vyhubit ani v pfipadé, ze zmensi kapacitu prostiedi pro
populaci kofisti na nulu, C12 = 0, (na rozdil od modelu, kde byla velikost populace pre-
datora na populaci kofisti nezavisla).

Takto formulovany model predace neni iplné adekvatni. Populace kofisti sice skutecéné
zvétsuje uzivnost prostiedi pro predatora, ale predator neovliviiuje prostiedi pro populaci
kotisti; kotfist hubi, tj. zvétsuje jeji timrtnost.

Obrazek 3.32 ukazuje feSeni modelu predace v pripadé specializovaného predatora.

52



with(DEtoals) | # pro pFikaz DEplat Vykresleni El'afﬁ:
plats|display|(seq(graf[i], i =1..100), seq(graf2[i] i =1..100))
Rovnice: 3500
M () (1 + w2 Bo(e) )
rovnice, = leI(:) =rM(t) [1 - M |
t K+ Sy 2 iyl
M) (1 + 920, (2) )
rovnice, = diNE(!) =ry Ny (1) [1 — M | 2000
¢ By + oy e M)
Nastaveni parametriu: 1500
" =1 ."2==|]ﬁ' Kl = 1000 KZ =0:
W2a=05 §21=03:  Cpy=600: Cy = 2000: N
1000
Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty NO, a N0, :
for i from | to 10 do ;‘
for; from | to 10 do 00
MO, = 12000 NOy = 250
graf[(i—1)-10+j]= DEpfc}([rovnicel, rovniceQ], [NI(I),NE(IJ]J: 0..25 : i . . i .
[[Nl (0) =gy, W, (0] =N02]], soang = [i, My (1) ] linecolor = blus, labsls = "', 0 3 10 15 a0 25
" " . t
N(E']) — i Wi
graf2[(i—1)-10+ ;] = DEpIo:([mvmcel, mvmcez], [Nltt),Nz(:)],:: 0.25,
[[Nl (0) =wa,, M, (0] :NOQ]], soene = [t, My (t) ] linecolor = green, labels = ["t",
||N(t)u]) .
end do:
end do:

Obrézek 3.32: Reseni modelu predace pro Ko = 0.

Modely, kdy j-ta populace ovliviiuje relativni prirustek i-té populace

Vyvoj i-té populace, na niz ptisobi populace j-t4, budeme modelovat rovnici stejného typu,
jako je rovnice (3.19). Vliv j-té populace na i-tou vyjadiime zménou relativniho pfirtistku

i-té populace
N;i(t)
i 1— .
" ( K; )

Budeme predpokladat, Ze j-td4 populace, pokud s populaci i-tou interaguje, k tomuto
piirtstku pfidava (nebo od ného ubird) néjakou hodnotu. A déle, ze tato hodnota je tim
vetsi, ¢im vétsi je velikost j-té populace. Opét zvolime tu nejjednodussi moznost: budeme
predpokladat, ze zména relativniho priristku i-té populace je pfimo tmeérnda velikosti
populace j-té a konstantu tmérnosti oznacime f3;;. Parametr (;; budeme povazovat za
kladny, druh vlivu j-té populace na i-tou rozlisSime znaménkem. Je-li tedy j-t4 populace
komensalem populace i-té, bude vyvoj i-té populace popsan rovnici

Nit+h) = Ni(t) + Ni(t)- <r (1— NK“)> +ﬁ,-j-Nj(t)> ho—

= N;i(t) + Ni(t)- <Ti — I% - N;i(t) + Bij - Nj(t)) - h,

je-li j-ta4 populace amensalem i-té, bude vyvoj i-té populace popsan rovnici

Ni(t+h) = Ni(t) + Ni(t)- (ri - % - Ni(t) — Bij - Nj(t)> - h.

Tento model lze jednotné zapsat ve tvaru

Ni(t-f- h) = Nz(t) + Nl(t) . <Ti - % . Nz(t) + Sij - ﬁij . Nj(f)) . h,
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kde

1, J-t4 populace je komensalem i-té
-
Y —1, j-ta populace je amensalem i-té.

Dynamika dvou populaci tedy bude modelovana soustavou dvou rovnic

!

Nl(t—l—h) = Nl(t) + Nl(t) . (7‘1 — e

“Ni(t) + s12- P12 N2(t)) - h,
(3.30)

Ng(t—l—h) = NQ(t) + NQ(t) . (7"2 — % 'NQ(t) + 891 - (21 'Nl(t)> - h.

Pro h — 0 dostaneme soustavu Lotkovych- Volterrovych obycejnych diferencidlnich rovnic

Ni(t) = Ni(t) - (7"1 - I% “Ni(t) + s12 - P12 - N2(t)> ,
(3.31)

Ny(t) = Na(t) - (7"2 - % - Na(t) + s21 - o1 - Nl(f)> .

Model konkurence (kompetice)

Prvni populace je amensalem druhé, druhé je amensalem prvni:

M) = Nilo)- (= 22 N0 Nalt).

Ni(t) = Na(t) - <r2 - % - Na(t) = Por - Nl(t)> .

Na zakladé vztaht mezi parametry mtizeme rozlisit ¢tyfi riizné kvalitativni vysledky
modelu:

r r . . ; 112 , ” . o
e K < ﬁ—Q, Ky < ﬁ—lz velikosti populaci se ustali na hodnotach mensich nez pi-
21 12

vodni Gzivnosti — koezistence populaci (analogicky vysledek k predchozimu modelu
konkurence), obrazek 3.33.
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with(DEloals) . # pro prikaz DEplot
Rovnice:

d 8 )
roviice) = HNI(:) =N (1) {rl - ?l-Nl(tj [312-]\12@)

d 2 )
rovnice, = HN:’(:) =M, () {rz — ?2 (1) — [321 Nl(t)f :

Nastaveni parametriz
o= 1 7y = 0.é:

By, = 0.0005: f, = 00002

K= 10000 &= 1500:

Cyklus vytvoreni grafit pro jednotlivé hodnoty NO, a N0, :
for i from | to 10 do
for; from 1 to 10 do
NOp = 1200 MOy = 7250
graf[(i—1)-10+j] = DEpfor([mvm‘cel, mvm‘cez], [Nl(r),Nz(rj ] 1=0.40,
[[Nl (0) =d,, M, (0) :NOQ]], scene = [t, Ny () ] linecalor = blue, labels = "',
||N(t)u]) .

Vykresleni grafii:
plots|display|(seq(graf[i], i =1 ..100), seq(graj2[i], i =1..100))
2500

2000
1500
e

1000

500

grafZ[(i— 1) 104;] = DEpIo:([ravmcel, ravmcez], [Nltt),NZ(:)],:: 0..40, NI uEC
[[Nl (0) =Na,, N, (0) =N02]], scens = [i, AG] ] linecolor = green, labels = ["t",
ME'T) -
end do:
end do:
/ S 2 1
Obrazek 3.33: Reseni modelu konkurence pro K7 < —, Ko < —.
ﬁ?l 512
with(DEtocls) . # pro pfikaz DEplot Vykresleni grnfﬁ:
. plots|display | (seg(graf[i], i =1..100), seg(gray2[i], :=1..100))
Rovnice: 2500
4 n )
rovnice, = HNIM =M (1) {rl — ?1 (1) — [312 sz, :
) d 2 ) 2000
rovrice, = ENZM =My (8| — ?2 Ny (2) — [321 Nl[t]f
Nastaveni parametriu:
P = 1 ry = 0.6: Kl = 1000 KZ = 1500 :
[312 = 0.001: le = 0.0002 : e

Cyklus vytvoreni grafit pro jednotlivé hodnoty Nﬂl a Nﬂ2 :
for i from 1 to 10 do
for; from 1 to 10 do
NDI = {200 : NC‘2 = j-250
graf[(i—1)-10+j] = DEpIaI([mvm‘cel, rovm‘cez], [Nl(r),Nz(r) ] 1=0.25
[[Nl (0) =wa,, M, (0] :NOQ]], soene = [t, Ny (t) ] linecolor = blue, labels = "',
||N(t)u]) .
grafz[(i — 1) 10+ ;] = DEpIoi([ravmcel, ravmcez], [NIU]:sz]J: 0.2
[[Nl (0) =gy, W, (0] =N02]], soang = [i, My (1) ] linecolor = green, labels = ["t",
N')
end do:
end do:

5 10 15 0 23
t
W2ty

)

Obrézek 3.34: Reseni modelu konkurence pro K; < Q, K

95

>
Br2

Ba1




o Kj < —/—

, Ko > 1. Selikost druhé populace se ustali na ptvodni Gzivnosti pro-

21 12
stfedi, tj. na hodnoté Ky, velikost prvni populace se ustali na hodnoté 0, tj. prvni
populace vymie (konkurencéni vylouceni proni populace), obrazek 3.34.

e K1 > —

r
, Ko < —1: velikost prvni populace se ustali na ptvodni Uzivnosti pro-

2
stredi, tj. na hodnoté K, velikost druhé populace se ustali na hodnoté 0, tj. druha
populace vymfe (konkurencni vylouceni druhé populace), obrazek 3.35.

with(DEtools) . # pra pFikaz DEplot

Rovnice:
d " )
roviice = WNIU] =M @) | n - KT N4 — B12 My (2)

/
5

d _ "2
ravaice, = ﬁsz =,(2) [’2 — K—Z Ny(d) — ﬁ21 M)
J

Nastaveni parametrii:
= 1: Py = 0.6: Kl = 1000 K2 = 1500

312 = 0.0006 : B21 = 0.003

Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty Nﬂl a Nﬂz :

for i from 1 to 10 do
for j from 1 to 10 do

NOI = i-200 N02 = j-200

graf[(i— 1) 10+ 5] = DEpIor[[mvm‘sel, m‘mz‘seﬂ, [Nl(r) Nz(r)], =025
[[Nl (0) =NOy, I, (0) :N(Jz“, scene = [I, Ny(2) ] linecolor =blue, labels = ["t",
"N(t)"]) :

graf2[(i— 1) 10+ ] = Dﬁ‘p[at([mvmcel, rcvmcez], [Nl[i] . [t]], =025

[[Nl (0) =N0y, My(0) =N02H, soane = [:, My(2) ] linecolor = green, labals = ['1",

WE)

Vykresleni grafii:
plots|display](seq(grafi], i=1..100), seg(graf2[i],i=1..100))
20004

150041

by 1000 |

500+

t
— 1l N2

end do
end do:
Obrazek 3.35: ReSeni modelu konkurence pro K; > — ﬂ , Ko < ﬂ—
12
-
e K1 > —, Ky > ——: jedna populace vymfe, velikost zbyvajici se ustali na pivodni

/321 512

uzivnosti prostredi. Ktera populace vymre, zavisi na poc¢atecnich hodnotéach, jak do-
kumentuje obrazek 3.36. Pro zjisténi, ktera z populaci vymfe a pii jakych pocatecnich
hodnotach jejich velikosti, mizZeme opét vyuzit animace zobrazujici jednotliva feseni,

viz obrazek 3.37 .
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with(DEtoals) | # pro pFikaz DEplat Vykresleni El'afﬁ:
B plats|display|(seq(graf[i], i =1..100), seq(graf2[i] i =1..100))
Rovnice: 2500
d n )
revmizey = Ny (6 =M (8): | = ?l-Nl(tj — By o) ‘
I
d n ) 20}
revize = B (1) =B(1) {rz - ?:;-Nz(tj — By M) ‘ :
J
Nastaveni parametru: 15004
=1 rpm 060 K= 10000 Ky = 1500
By = 0.005: By = 0.002: HE ;
L Y/
Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty NO, a N0, : /{ /1/
for i from | to 10 do 300
for; from | to 10 do p
MO, = 32507 NOy = }-250 2
graf[(i—1)-10+j] = DEpIc:([rovm’cel, rovm'ceE], [NI(I),NE(I) ] 1=0.25 . N —
[ (0) =Wy, My (1) = WG, ||, seeme = [4 Ny (1) ] inecalor = biue, labels = [, i 5 10 15 20 25
o)
graf2[(i—1)-10+ ;] = DEpIo:([mvmcel, mvmcez], [Nl(t) M. (:)],:: 0.25, & ]
[[Nl (0) =Nay, My (0) :NOQ]], soene = [t, (1) ] linecolor = green, labels = ["t",
N -
end do:
end do:
Obrazek 3.36: ReSeni modelu konkurence pro K; > —— ﬁ , Ko > -1
21 12

for i from 1 to 100 do

end do:

2500

2000

1300

Nty

1000

500 4

armimace 1] = plois| display |( {grafli] graf2(i]})

plots|display |(seqantrace[i], i =1 100), insequence = true)

B PS

Obréazek 3.37: Animace feSeni modelu konkurence pro Ky > ——
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Model predace

Prvni populace (kofist) je komensalem druhé, druha populace (dravec) je amensalem prvni:

1

N{(t) = Nl(t) . <’I”1 — E : Nl(t) — B2 - NZ@)) >

r2
Né(t) = N2(t) . <’I“2 — ?2 . Ng(t) + Ba1 - Nl(t)> .
Ponévadz konstanta K je ve jmenovateli, musi byt nenulovéa, tj. Ko > 0. Jedna se tedy
o nespecializovaného predatora, ktery muze piezit i bez uvazované populace kofisti, tj. ma
néjaké alternativni zdroje potravy.

o
Pokud Ky < ﬁ—l, populace koexistuji, jejich velikosti se ustali na néjakych hodnotach
12

o . Cosr s !
— u populace kofisti mensi nez K, u populace dravce vétsi nez Ky. Pokud Ko > ——

Bi2’
dravec kotist vyhubi. Popsané ptipady ilustruji obrazky 3.38 a 3.39.

with( DEtools ) # pra pFikaz DEplot Vykresleni g_rafﬁ:

plots|display](seq(graf(i], i =1..100), seg(graf2[i],i=1.100))
2500+

Rovnice:

ravaice| = %let) = () [r1 - M) - Blz'sz

d 2
ravaice, = WNQM =,(2) [r2 - K—Q-Nz(r) + Py () 2000 H
J

Nastaveni parametri:
r= 1: Py = 0.6: Kl = 1000 KZ = 1500 15DD‘|

By, == 0.00005: [, = 00002 .

. i 10004
Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty No# a NO,: '/
for i from 1 to 10 do
for j from 1 to 10 do
O, = 10250 ¢ Ny == 7250 S0+ 1

graf (i —1)-10+ f] = DEpfoI([mvmcel, rovmcez} [Nl(z),fv‘z(z)], 1=0.125
[[Nl (0) =2y, My (D) =N02H, scene = [.!, () ] knecalor = bius, labels = ["t', : J i r .
"N(H)"), mempotats = 200) - — i T

graf2[(i—1)-10+ ] = DEp[at([mvmcel, mvmceE], [Nl(t), Nz(t)], =025
[[Nl (0) =Noy, M, (0) :Nﬂﬂ], scene = [I, Ny (2) ] hinecalar = green, labels = ["1",
"N, rempoints = ZUU) :

end do

end do:

1

Obrézek 3.38: Reseni modelu predace pro Ko < iy
12
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with(DEtoals) | # pro pFikaz DEplat Vykresleni El'afﬁ:
B plats|display|(seq(graf[i], i =1..100), seq(graf2[i] i =1..100))
Rovnice: . 3500
d 81
roviticey = ——M, (t) =N, (t) {r — =N (t) = B, M) | :
17 M 1 1T M 122 )

SAOES IS AGIE

/

_ 2
£

roviice, = %Nz(:) =My(1) {""2 00

Nastaveni parametru: 1500
=1 ry=0.4: £y = 1000 Ky = 1500
. — 1)
By = 0.001: By = 0.0002:
Ui}

Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty NO, a N0, :
for i from | to 10 do 500
for; from | to 10 do
WO, = 12501 NOy = 250
graf[(i—1)-10+j] = DEpIcI([rovm’cel, rovm'ceE], [NI(I),NE(I) ] 1=0.25
[[Nl (0) =gy, M, (0] =N02]], seans = [i, My (2) ] linecalor = blus, labels = "', ] 5 10 15 20 25
||N(t)u]) . i
J— ) )
graf2[(i—1)-10+ ;] = DEpIo:([mvmcel, mvmcez], [Nl(t),Nz(:)],:: 0.25,
[[Nl (0) =Nay, My (0) :NOQ]], soene = [t, (1) ] linecolor = green, labels = ["t",
||N(t)u]) .
end do:
end do:

Obrézek 3.39: Reseni modelu predace pro Ko > AL
12

3.3.2 Model dravec-kotist Leslieho typu

Budeme predpokladat, ze populace predatora zmensuje relativni prirtistek populace koristi
a ze populace koristi zvétsuje izivnost prostiedi pro populaci predatora. Velikost populace
kotisti vlastné urcuje velikost GZivnosti prostiedi pro populaci predatora. Pokud by tedy
byla populace kofisti neomezend, byla by neomezend i izivnost. Za téchto predpokladi
a pfi oznaceni

Ny (t) ... velikost populace kofisti v ¢ase t,
Na(t) ... velikost populace predatora v ¢ase ¢

dostavame model vyvoje velikosti populaci ve tvaru

Ni(t+h) = Ni(t) + Ni(t) - <r1—;’(11-N1(t)—a1,2.N2(t)> h,
No(t+h) = Na(t) + 72- Na(t) - (1 "5 +];7221(t)N1(t)> - h.

V ptipadé Ko = 0 se jedna o specializovaného predatora, v pripadé Ko > 0 o nespeciali-
zovaného. Pro h — 0 dostaneme soustavu diferencidlnich rovnic

Ni(t)

Il
=
—~
N

N
=

|
=
~
S~—

|

o
iy
o
&
—~

N

N3(t) = r2- Na(t) - (1 - NQ(t.) (t)> '
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with(DEteals) . # pro pFikaz DEplat Vykresleni g.-a_fﬁ
plots| display(seq(graf|i] . 100), seg(graf2[il i=1..100))
Rovnice: 2500
7, 3
1
roviice, = M () =, (1) {r N (1) Mot |
15 g 1 1T R P! )
i d M2 )
rovnice, = HNQU) =ry (1) { — K+ 2l ) 2000
Nastaveni parametri:
rpe=1 rya=1I4: Ay = 1000 Hqy = 1500 1500
oy = 0.001: 24 =103:
Hiy
Cyklus vytvoreni grafi pro jednotlivé hodnoty N6, a No,: 1000
for i from | to 10 do
for ; from | to 10 do
NOI =i 250 N02 = j 250
graf[(i—1)-10 4+ j] = DEpEo:([rovmcel, mvmcez], [Nl(.fj,Nz(r]], =025
[[Nl (0) =y, M, (0) =N02]], scane = [.f, M(t) ] fingcalor = red, labels
= ["t", "N, mampaints = EDD) 2‘5
graf2[(i—1)-10 + j] = DEpIof[[mvmcel, mvm'ceﬂ, [Nl(f),Nz[t)}, =0
.25, [[NI[D] :NOI,N2(D] :NO2”, scene = [t, Nz[t)}, fimecolor = bius,
labels = [, "N{t)" |, rumpaints = ZDD] :
end do:
end do:
/ s PP . 1
Obréazek 3.40: Reseni Leslieho modelu pro Ko < —.
12
with(DEtenls) . # pro pFikaz DEplot Vykresleni grafﬁ
plots| display |(seg (graf[i], i =1..100), seg (graf2[i], i =1..100))
Rowvnice:
7 hY
. 1
raviice, = M, () =M (¢) [r - N (2) — Mo(2)
17 35 1 1T X372 )
d _ (1) )
roviicey = EI\.E(:] =ryMy(2) [1— FATROTE AT
Nastaveni parametri:
o= l: ry = 0.6: Kl = 1000 KZ = 1500:
oy, = 0001 20 =03 M)

Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty Né, a N@, :

for i from 1 to 10 do

for j from | to 10 do

MOy = 1250 MOy = j-250:

graf[(i—1)-10 + 7] = DEpior[[mvmcel, rowsx‘cez}, [Nl (2),
[[NI(I]) =0, i, (0) =N|5'2H, scene = [r, A
= [, ) -

graf2[(i—1)-10 + ] = DEpIo.f( [mwﬁicel, ravnice, ] [Nl(.f

Nz(s)], 1=10..25
() } linecolor = red, labels

L () =0

.25, [[Nl (o) :NOI, N2(D) :NOQ]], scens = [3, N2(3] ] linacoior = bius,
labels = ["", "N(t)"]) :

end do:

end do:

2500
k T i

Obrézek 3.41: Reseni Leslieho modelu pro Ky > LA

12

60




r
Analogicky k predeslému modelu predace populace koexistuji v pfipadé Ky < —1,
012

r

v pripadé Ky > ~L dravec kofist vyhubi (tato moZnost muze nastat jediné v pfipadé
12

nespecializovaného predétora, Ks > 0).

Pri numerickém feseni modelovych rovnic se miize stat, ze grafem feSeni neni hladka
funkce, i kdyz by byt méla. Na viné je nedostatek bodt, v nichz Maple vypocita hodnotu
feSeni. Standardné je feSeni pocitano v 50 bodech, pfi¢emz tuto hodnotu mtizeme zménit
nastavenim parametru numpoints piikazu DEplot. Takové nastaveni bylo provedeno
napiiklad v kédu na obrazku 3.40.

3.3.3 Model dravec-kotist Gauseho typu

Budeme predpokladat, ze velikost populace kofisti, pokud by byla pfitomna populace
predatora o neménné jednotkové velikosti, by se vyvijela podle rovnice

Ny(t)
Ki

Ni(t+h) = Ni(t) + r1- Ni(t) - <1 - ) ~h — p(Ni(t)) - h,
stejné jako populace pod konstantnim tlakem nespecializovaného predatora (viz podkapi-
tola 3.2). Vyraz p(NN7) vyjadfuje mnozstvi kofisti, které za jednotkovy ¢as zni¢i populace
predatora o urcité velikosti, kterou mizeme povazovat za jednotkovou, za predpokladu,
ze populace kofisti mé velikost Nj(t). Funkce p = p(N1) se nazyva trofickd funkce nebo
funkciondlni odezva preddtora na populaci kovisti o velikosti Ny.

Populace predatora o velikosti Na(t) tedy za jednotku ¢asu zni¢i N - p(N7) kofisti.
Vyvoj velikosti populace kofisti tedy bude popsan rovnici

_ M)

Nl(t—i-h) = Nl(t) + 7"1~N1(t)- (1 e

>-h — No(t) - p(Ni(t)) - h.  (3.32)

O predatorovi budeme predpokladat, ze je specializovany a tedy bez pfitomnosti kofisti
nemuze pielit. Vyvoj velikosti jeho izolované populace by tedy bylo moZzno modelovat
rovnici (3.34) se zapornym rustovym koeficientem, tj. rovnici

No(t+h) = Na(t) — §-Nat) - h.

Déle budeme piedpokladat, Ze mnozstvi kofisti Na(t) - p(N1(t)) - h zni¢ené populaci pre-
datora za casovy interval délky h se s néjakou efektivitou ¢ preméni v populaci predatora.
7 tohoto predpokladu dostaneme rovnici popisujici vyvoj velikosti populace predétora,
ktery znicenou kotist transformuje do priristku své velikosti; tato rovnice je tvaru

Na(t+h) = Ny(t) — 6-Na(t)-h + c- Na(t) - p(Ni(t)) - h. (3.33)
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Limitnim pfechodem h — 0 dostaneme z rovnic (3.32) a (3.33) model vyvoje velikosti
populaci koristi a dravce jako soustavu dvou obycejnych diferencidlnich rovnic

Ni(®) = 1 Nu(t) (1— ) (1) p(Ni (1),
Ny(t) = Na(t) - (=6 +c-p(Ni(1))).

Jesté je tfeba specifikovat trofickou funkci p. Muzeme pouzit stejnou funkci jako v
modelu vyvoje populace pod tlakem nespecializovaného predatora, tj.

S
“N1, N1 < Nigit,
p(Nl) _ Nkrit 1, 1 = 4Vkrit

S, Ni > Nigit.

Tato troficka funkce byva v ekologické literature nazyvana Hollingova typu I. Funkce po-
dobného priubéhu, tedy konkavni a takova, ze p(0) = 0 a lim p(z) = S, avsak diferenco-
T—00

vatelnd (bez zlomu) se nazyva Hollingova typu II. Nejjednodussi takové funkce je lomena

N )
N1+O',

p(N1) =S

kladny parametr ¢ ma podobny vyznam jako Nyi. Plati totiz

P'(0)

S S
= pro funkci typu I, p/(0) = = pro funkei typu II.
Nkrit o

Necht funkce p je nejprve trofickd typu I. Obrazky 3.42 a 3.43 ukazuji, ze pro § > c¢- S
vymie populace dravce a pro § < c¢-.S obé populace koexistuji pro libovolné nenulové
pocatecni hodnoty.

V pripadé, Ze funkce p je troficka typu II, populace dravce opét vymie pro d > ¢-S. Pro

Ky —
6 < c¢- S obé populace koexistuji tak, ze se jejich velikosti ustéali, jestlize § > ¢- S - Kl n 07
1+0
Ky —
nebo kolisaji, pokud 6 <c- S - Kl n 7 Zminéné situace ukazuji obrazky 3.44 — 3.46.
1+o0
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with(DEtools) : # pro pHkaz DEplot Vykresleni grafu:

plois| display | (seq(graflil i =1..100), segigraf2[i].i=1.100))
Rovnice: 2500

3 By (8) = Wi

roviice, = —MN (t)=r N, (t)-| 1 —
! L t M) () = ke

Nkrit 3000

5 Ao
roviice, = %Ng(f) =Wt -8+ 5
Ikrit

Ny(8) Wy () < Mt

/

Nastaveni parametrii: NG

r=12 &) = 1000 Se=4: Nkrit=400: =142 c=1:

Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty Nﬂl a N02 H
for i from | to 10 do
for j from 1 to 10 do
NOI = ;- 250: N02 = 7 250
graf[(i—1)-10 + j] = DEpIaf[[mvmcel, mvmcez], [Nl(i),Nz(f)], 1=0.15, [[NI[EI)
=0y, 35 (0) =NC‘2]], scene = [f, y(8) ] linecolor = red, labels = ["t", "N(t)“]]
graf2[(i— 1) 10 +j] = DEpIof([rovnfcel, rovm‘cez], [Nl(fj,Nz(ij],z= 0.15, [[NI(EI)
= N0y, M5 (0) =N02”, scene = [f, y(8) ] linecolor = biue, labels = ['t", "N(t)“]) :
end do:
end do

Obrézek 3.42: Reseni Gauseho modelu v piipadé, Ze p je troficka funkce typu I pro 6 > c-S.

with{ DEtaals) - # pra pfikaz DEplat Vykresleni grafﬁ:

plots|display|(seqigraf[il, i =1 .25), seg(graf2[i] i =1.25))
Rovnice:

3 Iy (8] = Mikrit

— N,y(¢) &
Rkt

g My (1) > rr )

M)
£

rovaice, = iNl[.f) =ryd () {1 -

de Ny(8) M)(8) = Nt

FoVHiCe, = %NZ[I) =Mylt)-| -8+c &
Mkrit

Ny(8) M) < Dkt
4

Nastaveni parametri: Hice)
= 3: Kl = 1000 S=03: Nt = 500 &=2 c= 10:

Cyklus vytvoieni grafii pro jednotlivé hodnoty Nﬂl a Nﬂz H
for i from 1 to 5 do
for j from 1 to 5 do
MOy =200 0 NOy == F-200:
graf[(i—1)35+ 7] = Dﬁ‘pfof[[rovnfcel, rovm‘ceﬂ, [Nl(f),NZ(r)}, +=0.25, [[NI(D)
=0y, My(0) =N02]], soane = [:, Myit) ] kinecolor = red, labels = ["t", "N(1)" |, numpaints
=200, maxfin = D)
graf2[(i—1)5+j] = DEpIot([rovmcgl, rovmc'ég], [Nl[r),Nz(r)], =025 [[NI(DJ
= Jioy, My (0) :NOQ]], scene = [r, My (1) ] kinecalar = blue, labels = ["t", "Nt)" |, numpaints
=200, mazfin = D]
end do
end do

Obrazek 3.43: Reseni Gauseho modelu v piipadé, Ze p je trofickd funkce typu I pro d < c-S.
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with(DEtools) . # pro pfikaz DEplot

Cyklus vytvofeni grafia pro jednotlivé hodnoty N6, a N0, :

for i from 1 to 10 do

for f from | to 10 do

Nﬂl =3 250 N02 = j-250

grafl(i— 1) 10+ 7] = DEplox([mvmcel, mvmcez], [Nl(zj,Nz(z)], =015, [[NI(D)
= Moy, (0] :NOQH, scene = [3, Iy () } linecolor = red, iabels = [t "N(t)"]]

graf2[(i— 1)-10 + j] = DEp[oI([mvmcel, mvmceﬂ, [NI(JJ,NQ(KJ]J 3 HNI(D)
= Moy, (0] :NOQH, scene = [3, Iy () } linecolor = blue, labels = ["t", "N(t)"])

end do

end do:

Rovnice:
d N]U) \ N]U)
rovitice, = ——N, (#) =r N (1 1— — N[t —_—
o= o= [ T | e s
4 m=m) | s+es 1N
rovaice, = —— = bt S —
T 2 W)+ o
7
Nastaveni parametria:
p=1 £y = 1000 =4 =400 Gr=175: co=3:

Vykresleni grafii:
plats | display|(seq (grafli], i=1..100), seg(graf2[]. i =1 .100))
2300

2000
1500

Hit)

1000

00

Obrézek 3.44: Reseni Gauseho modelu v pfipadé, Ze p je troficka funkce typu Il pro § > c-S.

Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty N¢, a N0, :

fori from | to 10 do

for j from 1 to 10 do

Ny = 1350 N0, = j-250

grafl(i— 1) 10+ ;] = DEpIot([rovmcel, ravmceg], [Nl(:),NQ(:)], =040, [[le)
=0, N,y (0) =N02”, scene = [t, () ] hnecolor = red, labels = ["t", "N(t)"]) :

grafz[(i— 1) 10+ 7] = DEpIot([rovm‘cel, mvmcez], [Nl(:),NZ(:)},:= 040, [[NI(DJ
= Moy, W (0) =N02”, scene = [i, y(2) ] hnecalor = bie, labals = ["t", “N(t)"]) :

end do

end do:

with(DBlools) . # pro pfikaz DEplat Vy]ﬂ'esleni grafﬁ:
plois|display |(seq(grafli] i=1..100), seg(graf2[i].i=1..100))

Rovnice: 2500

4 EAGE ()

= () = Ny ()| 1 — — (1) 5 ———

raviice, i (8] =rp () [ 3 5 AR

& =m) | e+ cs M o
mvn1622 & df 2 2 [ NI(I) o

7
Nastaveni parametru: 1500
L K = 1000 =120 =400 §=35: c=1:

Ny

Obrézek 3.45: Reseni Gauseho modelu v piipadé, Ze p je troficks funkce typu II pro 6 < c-S

Kl—O'

6>c- S ——.
. ¢ Ki+o
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with|Dftocls) . # pro pitkaz DEplot Vykresleni grafﬁ:

plats|display](seq (graflil i=1.9), seq(graf2[il.i=1.9))
Rovnice:
) _d _ Nl(f) 3 Nl(fJ
roviice) = dlem =rp (1) {1 £ ) L (8)-5 M+ o
VR VN GRS LI
FOVEICE, = ——. = =Bt
27 42 2 N +o
J
Nastaveni parametrii:
r=1 &£y = 1000 He=1 o = 400 §re=25 ci=73

0]
Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty N#, a N@, :
for i from 1 to 3 do

for j from 1 to 3 do

NOI =i 80: NOZ = 780

graf[(i—1)-3+ ;] = DEpfot([mvmcel, mvmceg], [Nl(r),NQ(r)}, +=0.30, [[Nl(ﬂ)
=gy, e, (0) :NOZH’ scene = [r, My (2) ] finecalor = red, labels = ["t", "N{)"], mumpaints
:400) :

graf2[(i—1)3+j]= DEpIo:([rovmcel, rovmceg], [let),f\f‘z(t)], t=0.30, [[NI(D)
=gy, e, (0) :NOZH’ scene = [r, Iy (2) ] finecalor = blue, labels = [, "N(1)"), numpaints
:400) :

end do

end do:

Obrézek 3.46: Reseni Gauseho modelu v piipadé, Ze p je troficka funkce typu II pro 6 < ¢-S

Kl—O'
0<c- S ——.
a c K1+O'

3.3.4 Spolecenstva n druhti — Lotkav-Volterruv systém

Opét budeme vychazet z modelu neomezeného ristu jedné populace ve tvaru

N({t+h)=N(t)+r-N(t)-h, (3.34)

v jeho spojité
N'(t)=r-N(t) (3.35)

nebo diskrétni
N(t+1)=N(t)+r-N(t) (3.36)

varianté.

Uvazujme spolecenstvo tvofené n populacemi (biologickymi druhy, pfipadné vys$simi
¢i niz§imi taxonomickymi kategoriemi), které se mohou vzdjemné ovliviiovat. Chceme
modelovat vyvoj velikosti jednotlivych populaci v ¢ase. Oznacime

N; = N;(t) ...velikost i-té populace v Case t,
r; ...rustovy koeficient i-té populace.

Vzajemné ovliviiovani populaci budeme modelovat tak, ze ristovy koeficient i-té populace
r; zavisi na velikostech vSech populaci tvoticich spolecenstvo (véetné i-té), tedy

ri =1i(N1, Noy...,Ny), i=1,2,....n.
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Zvolime tu nejjednodussi moznost, tedy zavislost linearni,

n
Ti:ai+zbij'Nj-
j=1

Jednotlivé koeficienty lze interpretovat nasledovné:

a; ... Vnitini koeficient ristu i-té populace. Pokud a; > 0, izolovana i-t4 populace by
v daném prostiedi rostla, pokud a; < 0, izolované i-t4 populace by v daném prostiedi
vymirala.

b;; ... Sila vnitrodruhové konkurence nebo kooperace. Pokud b;; < 0, jedna se o vnitrodru-

hovou konkurenci, pokud b;; > 0, jedna se o vnitrodruhovou kooperaci.

bi; ... Sila vlivu j-té populace na riist i-té.
bi; > 0 ...j-ta populace je komensalem i-té,
bi; <0 ...j-t4 populace je amensilem i-té,
bi; = 0 ... j-t4 populace je k i-té neutralni.

Timto zptsobem dostaneme model vyvoje spolecenstva ve tvaru n rovnic

Ni(t—l-h):Ni(t)—l—Ni(t)' ai“‘zbz’j'Nj(t) -h, i=1,2,...,n.
j=1

Obvykle je pouzivan spojity pfipad

n
Nzl(t)ZNz(t) ai‘f'zbij‘Nj(t) , 1=12,...,n,
j=1

znamy jako Lotkuv- Volterriv systém.
Napriklad model vyvoje dvou konkurujicich si populaci

1

M) =) (n - 72

Ni(t) — 512N2(t)) :

NJ(t) = Na(t) (m - %Ng(t) - 521N1(t)> .

je typu (3.38). V ném je

r1 9
ay =11, b1 = TR0 big = — 12, ag =13, bar = — P21, b = TR
1 2

(3.37)

(3.38)
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Povsimnéme si, Ze za systém typu (3.38) lze povazovat také model ristu jedné populace

N(t
N'(t)=r-N(t)- (1 - ()) ; (3.39)
K
. T
zdejen=1,a1 =7, a;1 = e

Nékdy je vyhodné, aby vSechny parametry modelu byly kladné. V takovém piipadé

polozime®

a; = |ag|, s; =sgn(a;), Bij = |bij|, oij = sgn(bsj)

a systém (3.38) zapiSeme ve tvaru

n
Ni(t) = Ni(t) - [ si-ci+ Y 0w By - Ni(O) |, i=1,2,...,n.
j=1

Nyni predstavime t¥i rtiizné modely souziti t¥i populaci. Situace je jesté komplikovanéjsi
nez diive, modely obsahuji vice parametrii, a je tak vice moznosti, jak mohou vypadat
jejich Teseni. U kazdého modelu si proto ukazeme jen néjaky zajimavy priklad.

Model konkurence t¥i populaci

Model konkurence tii populaci je popsan systémem rovnic

Ni(t) = Ni(t)- (o1 — Bui1- Ni(t) — Prz - Na(t) — Bis - N3(t)),
Na(t) - (g — B21 - Ni(t) — Boz - No(t) — Baz - N3(t)),
Ni(t) = Ns(t)- (as — 831 - Ni(t) — P32 - No(t) — (33 - N3(t)).

S

—~
~

N—
I

Necht koeficienty spliiuji podminky

a1 B

@y %532
"z B

as 331 ag (13
Bi1 " ag fa

as P12 ag (23
Q2 2 e 1 P e
a1 P11 a1 333

oy B2 ag 333

<1 _ a?’ﬁl?’) (1 _ 041521> <1 _ (12*832> > <O‘2ﬁ12 _ 1) <a3523 _ 1> <O‘3531 _ 1)
a7 33 s P11 ag (22 a1 (22 oo 333 a1 B '
Miuzeme naptiklad volit

ap =g =a3 = 1,011 = Pag = (33 = 0.01, B12 = Pz = P31 = 0.015, [21 = P32 = [13 = 0.003.

Ssgn je znaménkova funkce, tj. sgn(z) = 1 pro = > 0, sgn(z) = —1 pro x < 0, sgn(z) = 0 pro = = 0.

>1 <1 <1 <1,
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V pfipadé, ze N1(0) > 0, N2(0) > 0, N3(0) > 0, se velikosti vSech t¥i populaci ustéli
na néjaké nenulové hodnoté. Pokud je alesponi jedna z poc¢atecnich velikosti N1(0), N2(0),
N3(0) nulové, pak pfezije pouze jedna z populaci tvoricich spoleGenstvo.

with(DEtools) . # pro piikaz DEplat

plois|display|(seq (grafi],i=1..27)) plois|display|(seq (graf2[i] i=1.27))
Rovnice: a a

rovnice; = %Nl(t) :Nl(r)-(l — 0.01-2,(¢) — 0.015-7,(¢) — 0.003 N3(:))

50
rovnice, = %Nl[t] :Nztzj-(l — 0.003-0;(¢) — 0.01 My(¢) — 0.015 Nj[t])
rovaices = %NEUJ =M, (1 — 0.015-M;(¢) — 0.003-2y(¢) — 0.01 N3(1)) : o
MG 20 ity 20
Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty Nﬂl, Nl?2 a N03:
for i from 1 to 3 do 0

for j from | to 3 do
for & from 1 to 3 do

NOI =170 N02 =20 .N03 =k o a0 100 150 o a0 100 150

eraf[(i—1)9+ (7 —1)-3+k]= DEplot[[mvmcel, rovice,, rovmcea], [Nl ().
Ny (1), M3(2)] £ = 0150, [[M,(0) =20y, B, (0) = Moy, M3(0) =190; ||, sweme = 1,
(1) ] linecalor = red, labels = ["t", "N(1)"], rmumpoints = ﬁl][l) :

plois[display](seq (graf3[il i=1.27)) plois|display | (graf 6] graf2[6] graf3[6])

604 604
graf2[(i— 1) 9+ (j—1)3+k] = DEpIor([rovmcgl, ravaice,, mw@:‘ceﬂ,
N (8), NS (8), WL ()] 4= 0150, [ [ (D) =MD, M, (0) =M, W, (0) = N,
DAL} = 5 P40y ) |
= [3, My () ] lingcolor = blue, labels = [, "N(O"), numpaints = 600) R
graf3i—1)94+ (j—1)3+k]= DEpIDI([rovmcel, rovaice,, ravmce3], [Nl(z],
Hy(), My(2) | £= 0150, [ [M)(0) = B0y, by (0) = MOy, Ny(0) = WOy ||, sceme = [, a1 @
(1) ] linecolor = green, labels = ["t", "N{)"], numpoints = 6UU) l J‘w&w M —
end do: HB 304
end do Nty 30
end do
204
20
o 0 100 150 o 0 100 150
t t

Obrézek 3.47: Reseni modelu konkurence tii populaci pro kladné po¢ate¢ni hodnoty veli-
kosti kazdé z populaci.

with(DEtools ) © # pro pFikaz DEplot

plots|display|(seq(graf2[il,i=1.9)) plois|display |(seq (graf3[i]i=1.9))
Rovnice: 404 100
rovnice = %Nl(t) = (1) (1~ 001M, (1) — 0.015-My(2) — D003 N5(1)) - 0 1
204
d
rovnics, = WNEU) =Ny(t) (1 — 0.003- W, (1) — 0.01- My(¢) — 0.015 N3(r)] Eil 701
d
rovicey = ——M(1) =D5(0)- (1 = D015 (1) — 0.003-N(e) — D01 B (1)) - Nty 304 60
] N 504
Moy =10 0
2
o : Py 104
Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty N02 a NDS: 307
i 0 204
fﬂffli f;’:ﬂll tlnts 3'1':1“ 3 w15 m 3 w5 @
My = f-20: Ny = k-20: ' t
graf2[(j — 1) 3+ %] = DEpIa:( [mvmsel, rovaica,, rowﬂ'ce3], [Nl(!),Nl(t),]\@(:) ],3

=0.20, [[NI(U) =IOy, Ny (0) =20y, M, (0) =N03]], sceng = [3, My () ] lingcolor
= blue, labels = ["t", "N{1)" |, mumpoints = ZDD) :
grafi[(j—1)3+k]= DEpfot[[rovmcel, rovmice,, rovmcea], [Nl(t),NQ(t),I\;E(I)}t
=0..20 [[NI(D) =0y, M, (0) = Ny, Mo(0) :NOB]], sceng = [t, My (8) ] linecalor
= green, labels = ["t", "N | numpaints = ZEIEI} :
end do
end do

Obrézek 3.48: Reseni modelu konkurence t¥i populaci v piipadé nepiitomnosti jedné z
populaci.
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Obrazek 3.47 ilustruje jednotliva feseni modelu pro nenulové pocatecni velikosti po-
pulaci, pro jedno zvolené nastaveni (kazda populace ma jinou pocate¢ni velikost) jsou
zobrazena vSechna tfi feSeni najednou. Pfipad, kdy jedna z populaci neni pfitomna (tj.
jeji pocatecni velikost je nulova), je zobrazen na obrazku 3.48.

Z4adné dvé z konkurujicich si populaci nemohou koexistovat, viechny tii dohromady
ano. Jedna se o pfiklad, kdy komplexnéjsi spolecenstvo (t¥i konkurujici si populace) je
ekologicky stabilnéjsi (populace dlouhodobé koexistuji), nez spolecenstvo méné komplexni
(dvé konkurujici si populace).

Predator Zivici se dvéma konkurujicimi si populacemi

Tento model popisuje systém rovnic

Ni(t) = Ni(t)- (a1 — Bi1 - Ni(t) — Bra - Na(t) — 13 - Na(t)),
Ny(t) = Na(t)- (ag — Ba1 - N1(t) — Paz - Na(t) — B2s - N3(t)),
Nj(t) = Ns(t)-(—az+ P31 Ni(t) + Bs2 - Na(t)).

V tomto ptipadé N1 = Ni(t) a Na = Na(t) oznacuji velikosti konkurujicich si populaci
kotisti, N3 = N3(t) oznacuje velikost populace predétora.
Zajimava volba parametrti miize byt

051:1, 062:2, a3:1.5,

Bi1 = 0.005, Bi2 = 0.0001, Bi3 = 0.03, B21 = 0.01, B = 0.005, Bog = 0.02, [31 = 0.03, B33 = 0.002.

Pokud N3(0) = 0 (ve spolecenstvu se nevyskytuje predéator), pak pfi jakékoliv volbé

pocatecnich velikosti populaci kofisti takovych, ze N1(0) > 0 je tlim Ns(t) = 0 (druha z
— 00

populaci kofisti je konkurencéné vyloucena populaci prvni). Tuto situaci znazornuje obrazek
3.49. Znazornéna jsou opét jednotliva feseni, jeden graf poskytuje zobrazeni vSech tii feseni
najednou (kazda populace mé jinou pocéateéni velikost).

Pokud ale N3(0) > 0 (populace predétora je ve spole¢enstvu pfitomnad), je tlim Ny(t) >

— 00
0 a také tlim Ny(t) > 0, tj. obé konkurujici si populace prezivaji. Tomuto jevu se v ekologii
—00

fika koezistence zprostredkovand preddtorem (predator mediated coexistence). Predator je

v tomto smyslu obligatnim komensalem své kotisti. Grafickou podobu zminéného chovani
modelu pfedstavuje obrazek 3.50.
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vith(DEtocls) - # pra piikaz DEplot plois|display|(seq (grafi] i=1..27)) plois|display|(seq (graf2[i] i=1.27))
Rovnice: 10 30
d
rovaice) =~ (1) =5y (1) (1 — 0.005-3, (1) — 0.000L-T5(1) — 0.03-35 (1)) 10 250
d
roviice, = ——MN, (1) =N, (1) (2 — 0.001 IV, (¢) — 0.005 1, (¢) — 0.02-A.(¢)
p) dd, b 2000 ( 1 p] 3(1)) an 200
rovaicey = ——No(t) =My() (-1.5 + 0.03-M () + 0.002-25(2)) :
it ( ) N €0 N 150
Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty Nﬂl, Nt?2 a NDS: . 100
for i from 1 to 3 do )
for j from 1 to 3 do k)
for & from 1 to 3 do
O, = £40: NGy = ;60 N0, = k20 v e, A ! weo,n o
graf[(i—1) 9+ (j—1)3+k]= DEplot[[rcvmcel, roviice,, rovmceE], [Nl (1),
M, (1), IV (r)],:: 0..30, [[N (0) =No,, M, (0) = N0, I, (0) =0, ]] scene = [t,
203 L ro2 &3 3 lots [displ =1.77 iots [displ 6 § 6
1,11} necolor = red, labels = [+, "N(§" ) mempatns = 200) : plots|display | (seq (graf3[1) 1 1) plots|display |(graf16] graf2[ 6] graf3[6])
graf2[(i— 1) 9+ (j—1)3+k] = DEpIor([rovmcgl, rovRice,, mw@:‘cez], 1001 250
[ (2). 2iy(2), Mg (1) | £ =030, [ [N, (0) = N0y, M, (0) = M0y, M, (0) = MO, || seene 909
= [x, M, (8], linecolor = blue, labels = ["t", "N())"], nempaints = ZDD) 201 200
graf3i—1) 9+ (F—1)3+k]= Dﬁ‘px’oz([mvmcel, rovaice,, ravmce3], [Nl(z], 704
Hy(e), My(2) | £ =030, [ [, (0) = WOy, My(0) = MOy, Ny (0) = N0y |, sceme = [, a0 150
() ] linecolor = green, labels = ["", "N(B"], numpoinis = 200) N 5p Ny
end do: 40 1004
end do
end do o1
20 307 /\
104 NS/
1} 10 20 30 n el 30
t t

Obrazek 3.49: Reseni modelu predatora ziviciho se dvéma konkurujicimi si populacemi za
pritomnosti predatora.

with(DEtools) . # pro piikaz DEplat

plois|display | (seq (graf (i) i=1..9)) pilois|display |(seq (graf2[il i=1..9))
Rovnice:
rovice, = — () =D, (8)-(1 — 0.005-3, (£) — 0.0001-3,(#) — 0.03-, (£) 1o 20
1= T 1-( 1 : 2 03-45(4)) 160
d
rovnice, = E‘NEU] :sz-(z — 0.01-JV) (¢) — 0.005 2%, (¢) — 0.02 NEM) 140 150
d 120
rovnices = E‘Nj‘m :N3(IJ-(—1.5 + 0032, (¢) + U.DUZ-Nz(z)) : ¥
N(E 100 -
80
Moy =10 60 30
- o - . 40
Cyklus vytvoreni grafu pro jednotlivé hodnoty Nﬂl a Nﬂz:
a0
for i from 1 to 3 do i} 10 a0 30 a0 0 10 a0 30 40
for j from | to 3 do t t
NO = 1200 NOy =520
graf[(i—1)3+;]= DEp[o:([ravnfcel, rovmice, rovm'cej], [Nl (r),Nz(r),Nz(r)],t

=040, [[NI(I]) = }Oy, My (0) = Moy, 15 (0) :NUBH’ scene = [t, Nl(t)], linecalar
= red, labels = [, "N()"], neampaints = ZIJEI} :

graf2[(i — 1)-3+ 7] = DEpID!({rovmml, ravaica,, mvm'cez}, [NI(IJ,NZ(K),
Ny(2)] ¢=0.40, [ [N, (0) = NO, N, (0) = WOy, W (0) = NG, || scene = |4 My(2) ]
Iinecolar = blue, labels = ["t", "N()"], rumpoinis = EDU)

end do
end do

Obrazek 3.50: Reseni modelu predatora ziviciho se dvéma konkurujicimi si populacemi za
nepfitomnosti predatora.
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Predator Zivici se dvéma nekonkurujicimi si populacemi

Model je popsan systém rovnic

Ni(t) = DNi(t)- (o1 — P13 - N3(t)),
t) = No(t)- (a2 — Paz - N3(t)),
t) = Ns(t)- (—az+Ps1 Ni(t) + Bs2 - Na(t)).

V tomto ptipadé opét N; = Ni(t) a No = Na(t) oznacuji velikosti populaci kofisti,
N3 = N3(t) oznacuje velikost populace predatora. U populaci kofisti nenastava mezidru-
hova ani vnitrodruhova konkurence; takova situace muize nastat v pripadé, Ze zdroje pro
populace kofisti jsou prakticky neomezené.

Pri volbé parametru

1 1 1 1
a1 =3, ag=2,a3 =1,013 = 3 [o3 = 3’ P31 = 7 B32 = 5
a pfi pocatecnich hodnotach
3
Nl(o) =D, NQ(O) =6— 5 D, NS(O) = 67

kde p je libovolné ¢islo z intervalu [0, 4], velikosti vSech populaci ztistavaji konstantni jak
dokumentuje obrazek 3.51. Je v ném navic vytvofenad animace vykreslujici vSechna tii
FeSeni soucasné v zavislosti na pocate¢nich hodnotach.

Pri stejnych parametrech ale jinych kladnych poc¢atec¢nich hodnotach vsechny populace
dlouhodobé prezivaji a jejich velikosti kolisaji. Tuto situaci znédzorniuje obrazek 3.52. Jsou v
ném zobrazena zv1ast jednotliva feSeni, jeden z grafti zobrazuje vSechna tfi feSeni soucasné
pro pocatecni velikosti populaci: N1(0) = 1, N2(0) = 2, N3(0) = 6.

Pokud nepatrné zménime jeden z parametri aq, 313, jedna z populaci kofisti vymie. Pfi
zvétSeni o nebo zmensSeni (13 vymie druhd populace; pfi zmenseni «; nebo zvétSeni (q3
vymie prvni populace. Analogické tvrzeni plati pro zmény parametrii e, Fo3. Na obrazku
3.53 muzeme pozorovat jednotliva feSeni v ptipadé zvétseného parametru o; (g = 3.1).
Pro poéateéni hodnoty N1(0) =1, N2(0) = 2, N3(0) = 6 jsou zobrazena vSechna tii FeSeni
soucasné.

V tomto ptipadé dlouhodobé koexistuji vSechna tii moznéa ,podspolecenstva” dvou
druht, spolecenstvo tvorené tfemi druhy pouze pfi specialni volbé parametri. Komplex-
néjsi spolecenstvo tedy neni tak ekologicky stabilni jako spolecenstva méné komplexni.

Uvedené tfi ptiklady mohou také ukazovat, zZe vztah komplexity a stability spolec¢enstev
neni nijak jednoduchy. Nékdy jsou komplexnéjsi spolecenstva stabilnéjsi nez spolecenstva
méné komplexni, jindy naopak. Nazor tradovany v ekologické literatute, ze ,zvétseni kom-
plexity nebo diverzity zvétSuje stabilitu“, je tedy tfeba upfesnit nebo specifikovat.
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with(DEtanls) . # pro pFikaz DEplot

Rovnice:

rovaice; = %Nl(t) = (¢)- [3 -

ravaicey = %‘Nz(t) =Ny(t) [2 -7 () ‘ :

ravisice = dif:vg(g)zgvg(g) [71 + L+ %NEM |

Cyklus vytvoreni grafii pro jednotlivé hodnoty Nﬂl, N02 a N03:

for i from 0 to 4 do

MOy = N0y =G — % PNy =6

grafli+ 1] = DEpJDI([rovmml, raviice,, mvmce3], [Nl(l], y(2).
[[Nl (0) =}y, M, (0) = Moy, 7, (0) =N03H, sceng = [t, () ], linecolor = red,
labels = ', "H{"])

grafZ[i+ 1] = DEpiot([rovmcq, roVHICe,, rovmce3], [NI(I),Nz(t),NE(t)], =0

10, [[Nl(tl) =0y, W, (0) =0, Wa(0) :NDZ]], Scene = [f, Nz(f)], linecolar

= blue, labels = ["t", "N(t)”]) :

graf3[i + 1] = DEpA’bJ([mvmcal, raviica,, mvm‘ceg], [Nl (1),]\12(3),]\13(2)], =010,

[[N1 (0) = N0y, My (0) = 10y, 7y (0) =N03H, scens = [3, Ma(2) ] linecolor = grean,
Jabels = [, "N{)'])
end do

Cyklus pro vytvoieni animace z grafiu:
for i from 1 to 5 do

qrpnace (1] = plots[display|({graflz] graf2 (], graf?[:]})
end do

Ny(8)]#=0.10,

plots|display](seq (graflili=1.35))

plots [ display](seq(graf2[ili=1.5))

LiC]

plois|display|(seq(graf3[il, i=1.5))

plots | display | (seq (animace[i], i =1.5),
insequence = lrug)

Obrazek 3.51: ReSeni modelu predatora ziviciho
pro Ni(0) = p, No(0) =6 — 3 - p, N3(0) = 6.

with(DEtanls) . # pro pFikaz DEplot

Rovnice:

rovaice; = %‘Nl(t) =M (¢) [3 —

rovaice, = %‘Nz(t) =N(t) [2 —
4 1 i \
=m0 [71 0+ |

rovaice, =

Cyklus vytvofeni grafai pro jednotlivé hodnoty Nﬂl, N02 a N03:
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
for k from 1 to 3 do
MOy =80 Ny = N0y = k-2
grafl(i—1) 9+ (j—1)3+k]= DEpch([mvmcel, rovaice,, mvmcej], [Nl(lj,
N (), 20 (2) ), 4= 0 .10, [ [, (0) = Wy, My(0) = N0y, Ny (0) =10y |, scoma = [,
My(8) ], Iinecolor = red, labels = [ "', "N(D)"], numpoinis = ZUD) :
grafZ[(i— 1) 9+ (j—1)3+k] = DEp[o:[[rovmcel, ravmice,, rovmceﬂ.
[A7y (), 2y (), W5(£) ] £= D10, [ [M (0) = Ny, 3 (0) =0y, Mo(0) =06, ||, sceme
= [t, y(t) ] kingcolor = blue, labels = ["t", "N{)"], numpaints = ZI]EI)
graf3(i— 1) 3+ (j—1)3+k]= DEplm([mvmcgl, raviica,, mvm'ces], [Nl(l),
Mo (8), (1)) 6= 010, [ [My (D) = NGy, Ny (0) = N0y, M (0) =0, ||, scama = [,
A ], Iinecolor = green, labels = ["", "N)" ), numpoints = 200)
end do
end do
end do

plots|display](seq (grafli], i =1.27))

plots [ display](seq (graf2[i],i=1.27))

HD

plots|display](graf| 6], graf2[6), graf3[6])
8-

se dvéma nekonkurujicimi si populacemi

Obréazek 3.52: ReSeni modelu predatora ziviciho se dvéma nekonkurujicimi si populacemi
— ruzné pocatecni hodnoty.
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with(Ditools) - #pra piikaz DEplot plois|display](seq(graf[i] i=1.27)) plots| display] (seq(graf2[i],i=1.27))

Rovnice:
rewiica; = %Nl(l] =N (1) [3.1 — % N3(IJ] :

raviics, = %NE(I] =H,(t) [2 — % NB(JJJ
1

oo, m a1 = -
raviicey = dINE(‘] Nj(t][ 1+ 1

() + %NZ(I]J'

Cyklus vytvoreni grafa pro jednotlivé hodnoty N, N8, a NO_:
fori from | to 3 do
for j from 1 to 3 do
for k from | to 3 do
NOp =10 N0y = N0y = k-2
graf[(i—1)-9+ (j—1)3+k]= DEplof([rovnicel, roviice,, rovm'ceﬂ, [Nl(t],
Hy(2), W(t)] =050, [ [, (0) =0y, M,y (0) = NGy, Ny(0) = M0y || scene = [4
By (I]] Einecolor = red, labels = [, "N(1)"], numpoins = 4EIEI)
graf2[(i—1)-94+ (j—1)3+k]= DEpJDI([rovmcgl, raviice,, rovmmg],
By (2, My (1], Mo(2) ] =050 [ [ My (D) = 290, (0] = WO, Mg () =Ny ||, seama
= [l, Wy(1) ], lnecolor = blue, labels = [ ", "N{1)" ]|, numpoints = 400] :
graff[(i—1)9+ (j—1)3+k]= DEpIaI([rovmcel, rovaice,, rovmceE], [Nlm,
Hy(2), My (5)] £= 0,50, [[M; (0) = M0y, Ny(D) = MO, M (0) =0 || scene =5
Nz(t]], Iinecolar = green, labels = ["", "N{B)" ], mumpoints = 4I]EI] :
end do
end do
end do

]
H
7
6
Nip 5
4
3
F]
1

Obrézek 3.53: Reseni modelu predatora ziviciho se dvéma nekonkurujicimi si populacemi
— riizné pocatecni hodnoty, jedna z populaci vymira.
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Kapitola 4

Modely se zahrnutim neurcitosti

V predchozi kapitole jsme si ukazali nékolik pfikladd matematickych modeld. Model je
pritom vzdy zjednodusenim pozorovaného systému, a obsahuje tak prvky, kterym fikame
neurcitosti. V prvni kapitole jsme si neurcitosti ovliviiujici model rozdélili do tii kategorii.
Nyni se podivame blize na nékteré populacni modely predchozi kapitoly z pohledu datové
neurcitosti, respektive neurcitosti v parametrech modelu. Pro jednoduchost budeme vzdy
uvazovat pouze spojity pripad.

4.1 Analyza neurcitosti

Nejpouzivanéjsimi pristupy k reprezentaci neurcitosti v hodnotach parametri modelu jsou
[5, 7, 20]:

1. Intervalova aritmetika — uziva se k popisu datové neurcitosti vznikajici bud nepfes-
nosti méfeni, nebo existenci nékolika alternativnich metod (technik) k odhadu para-
metri. Cilem intervalové analyzy je odhadnuti mezi vystupu modelu na zakladé mezi
vstupll. V tomto pristupu se o vstupech nepfedpoklddé zadna dalsi znalost, pouze
ohraniceni hodnot, jakych mohou nabyvat. Kazdy neurcity vstup je tak chapan jako
interval, typicky [z;—¢, x;+¢], kde x; je , jakasi* stfedni hodnota pfislusného parame-
tru, ktery mtze nabyvat libovolné hodnoty z uvedeného intervalu. Pfitom nemame
k dispozici informaci o pravdépodobnostnim rozlozeni téchto hodnot.

Hlavni vyhodou intervalové analyzy je schopnost popisovat neurcitosti bez znalosti
pravdépodobnostni struktury vstuptd. To je soucasné i nevyhodou, nebot charakte-
rizace neurcitosti na vystupu je opét pouze prostfednictvim intervalu. V pripadech,
kdy znédme pravdépodobnostni rozlozeni hodnot vstupti, neni tento typ analyzy do-
porucovan. [5, 14]

2. Fuzzy teorie — metoda umoznujici provadét analyzu neurcitosti v pripadech, kdy jsou
neurcitosti zptlisobeny vagnosti ¢i nejasnosti. Pouziva se pfi zachazeni s parametry,
které jsou konstantni (nendhodné), neni mozné je mérit, ale jejich hodnota je znama.
Casto se pfitom jedna o nematematickou hodnotu (napft. ,asi dvé“, ,tmavé zeleny“
atp.). Fuzzy teorie je vhodnéjsi ke kvalitativnimu posuzovani nez pro kvantitativni
odhad neur¢itosti. [5, 7]
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3. Pravdépodobnostni analyza — nejrozsirenéjsi metodoa popisu neurcitosti v modelech.
Jednotlivé parametry jsou chapany jako nahodné veli¢iny s pfislusnym pravdépo-
dobnostnim rozlozenim hodnot, kterjch mohou nabyvat. Cilem pravdépodobnostni
analyzy je urceni pravdépodobnostniho rozlozeni hodnot vystupu modelu. Pravdépo-
dobnostni analyza ma dva hlavni kroky. Prvnim je urceni pravdépodobnostniho roz-
lozeni hodnot vstupnich parametrd. To je zpravidla ziskavano z odborné literatury,
rozhodnutim experta, ¢i z empirickych dat. Druhym krokem analyzy je stanoveni
propagace neurcitosti (pravdépodobnostnich rozlozeni) modelem.

4.2 Analyza citlivosti

S analyzou neurcitosti je Gzce spojena tzv. analyza citlivosti. Zatimco p¥i analyze neurci-
tosti charakterizujeme veskeré neurcitosti na vstupu a chceme ziskat celkovou neurcitost
na vystupu modelu, pfi analyze citlivosti zkoumame, jak konkrétné vystup ovliviiuji jed-
notlivé parametry modelu. Metody analyzy citlivosti rozdélujeme na lokdlni a globdlni.
Lokalni metody urcuji, jak citlivy je vystup modelu na zmény vstupnich parametra v
,tésné blizkosti“ néjaké jejich reprezentativni hodnoty (typicky stfedni hodnoty intervalu
nejistoty). V modelech, kde néktery z parametri nemé zddnou standardni hodnotu (a mize
nabyvat Sirsiho spektra hodnot), vyuzivame globalnich metod analyzy citlivosti. Vysledky
analyzy napovi, které parametry je dilezité kontrolovat (a znéat tak co nejptesnéji jejich
hodnoty).

V tomto textu se budeme zabyvat pouze analyzou lokalni citlivosti, ¢tenafe se zdjmem
o informace k analyze globalni citlivosti odkazeme naptiklad na [17].

Predpoklddejme model popsany rovnici:

dy(t, )
—— = f(y(t,2)), (4.1)
dt
kde y(t, z) je nezndmy n-rozmérny vektor hledanych funkci, ¢ ¢as, x je m-rozmérny vektor
parametri modelu, f n-rozmérny vektor funkcéni zévislosti mezi vstupem a vystupem
modelu. Efekt zmény parametri je mozné popsat Taylorovym rozvojem:

(t$+Ax)—ytx+Zayt$~ Zzaay;x Az Az (4.2)
i im1 =1 JTiOT

2
Parcialni derivace % se nazyvaji lokdlni citlivosti pruntho Tddu, vyrazy % se na-
Tj

zyvaji lokdlni citlivosti druhého Tadu atd. Ne vzdy jsme schopni urcit lokalni mthvostl
analyticky. Pro jejich vypocet proto existuje nékolik numerickych metod, z nichz zminime
metodu konec¢nych diferenci.
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Metoda koneénych diferenci

Nejjednodussi zptisob vypoctu lokalni citlivosti je zalozen na nahrazeni derivace jeji apro-
ximaci:

Oy(t,x) _ y(t zj + Axy) — y(t, z))
61']' AiCj

. j=1,..m (4.3)

Tato procedura byva téz oznacovana jako metoda hrubé€ sily nebo neprimd metoda. [16]

4.3 Neomezeny rust populace zivych organismua

Prvni model, ktery jsme vytvorili, predstavoval neomezeny rist populace. Popisovala jej
rovnice (3.5):

N'(t) = (a —b) - N(t).
s pocatecni podminkou

N(0) = NO. (4.4)

Obecné feSeni rovnice je tvaru:

N(t) = NO - ela=0t, (4.5)

Pro zobrazeni konkrétniho reseni jsme uvazovali populaci zajice polniho, o némz jsme
z dostupnych zdroji zjistili adaje o porodnosti a véku doziti. Ziskané informace v sobé
ptitom zahrnovali neurcitost:

vék doziti: 10-12 let
porodnost:  3-4 krat ro¢né 1-7 mladat (tj. 3-28 mladat roéné)

Pro koeficienty porodnosti a tumrtnosti v pripadé ,mési¢niho kroku“ ve skutecnosti
plati:
a €1]0.125,1.17], b € [0.007,0.0083].

4.3.1 Analyza neurcitosti

Parametr NO jsme zvolili sami ,ndhodné“, budeme tedy uvazovat, ze jeho hodnota je
presnd a do analyzy neurcitosti jej zahrnovat nebudeme. Vzhledem k povaze informaci
o parametrech se jevi jako nejvhodnéjsi analyza intervalovou aritmetikou.
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Intervalova aritmetika

Praci s intervalovou aritmetikou v systému Maple umoznuje balik Tolerances. S jeho
pomoci definujeme parametry a, b jako intervaly. ReSeni N(t) pak bude ,intervalova“
funkce, tj. funkce, jejiz funkéni hodnotu pro libovolné ¢ bude tvofit interval hodnot. Zapis
intervalové funkce N(t) v Maple miZe byt nepiehledny a matouci. P¥i praci s balikem
Tolerances proto musime byt obezietni, viz obrazek 4.1.

Rovwvnice modelu a jeji reseni: %N(r) = (g — &) N(),N(D) = oo, Mit)=npel® 1

Nacteni baliku pro praci s intervalovou aritmetikou: with(Tolerances) :

Nastaveni parametriiz « == 06475 &+ — 05225, & = 0.00765 &+ — 0.00065, O = 100,
0.645 + 0.522

0.00765 £ 0.000650
100

Definice funkce feseni: 7/(t) = #o-'? ~ 8!
Mo et Tolarances-"-"(b)) £

Zapis funkce reseni:
N(t) =
116 (- Floai( e | ) & Fleat{ o))

(SU.U eU.ll? [ (-Floai| o |} £ Float| o)) + 500 e1.16 [ (- Floqi| o)) £ Floaf| W|:) + |5|J.U e
— 500 eU.ll? (| -Floaf| )] £ Float( o) | (SU.D 80.11? (Float[ o | £ Floai[ e )
+ 500 e1.16 (Float| m ) & Float| o) :) + |50.D e1.16 [ Floaf| &) & Floafje)) _ 5.0 80.11? (Floaf( e | + Flogi[ e )

Reseni v riznych éasovych bodech:
M(1) =216 + 104

N(5) = 16900, + 16700,

w(10) =5.62 10° + 5.62 10°

Stredni hodnota intervalu neuréitosti v Feseni:
MNeominaiVale (W(1)) = 216.1649844

NeominaiVale (W(5)) = 1685418495
NeminaiValue (W (10)) = 5621176712 1f

Polovina intervalu neurcitosti v reseni:
Talarames Value (W(1)) = 1037867600
Tolerance Value (W(5)) = 16674.95490

Tolaramce Value (N (10)) = 5 620855480 1of

Obrazek 4.1: ReSeni neomezeného riistu populace s balikem Tolerances.

Intervalovou funkci N (¢) nemuzeme vykreslit tak, jak ,klasickou® funkci. Pfesto mame
nékolik moznosti, jak ji zobrazit. Jednak miizeme funkci ,rozdélit“ na vice klasickych funkci
(napf. nejmensi, stfedni, nejvétsi, ...) a ty vykreslit do jednoho grafu, abychom znézornili
prubéh funkce pro néjaké vyznamné hodnoty parametri z jejich intervalti neurcitosti.
Naptiklad obréazek 4.2 ilustruje funkci N(¢) pro nejnizsi a nejvyssi hodnotu rozdilu a — b
(¢arkované kiivky) a stiedni hodnotu rozdilu a — b (plna kiivka).

Dalsi moznost je vykreslit funkci trojrozmérné jako funkci dvou proménnych. Prvni
proménnou bude c¢as t, druhou proménnou bude parametr, jehoz vliv na feSeni chceme
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Rovnice modelu a jeji Feseni: %N(r) =(a — &)-N(:), ¥(0) = po e LE, N(t)=hMoel? B

Nadteni baliku pro praci s intervalovou aritmetikon: with( Telerances) :

Nastaveni para:neu'ﬁ: a = 0.8475 &+ - 0.5225: b = 0.00765 &+ — 0.00065 : NO = 100:
Nejnizii hodnota rozdilu a-b: NominaiVabie (o — &) — TaleranceValie (a — &) = 01167000000
Siredm hodnota rozdilu e-b:  NomizalValue (@ — &) = 06398500000

Nejvyssi hodnota rozdilu a-b: WominalValue(a — &) + ToleranceValue(a — ) = 1163000000

Definice jednotlivych funkci:
(1) = o L1167

wy(1) = UL E

My (1) = JYNREL: 2

Vykresleni Feseni:
p.foz[ [Nl (£), My (2), By (2) ] p=0.5y=0.1500, thickness = 3, calor = [red, blue, green |, inestyle = [dash, solid, dash ], legend = |
IINl (f) II,IIN2(:) II,IINg(r)II]}

1000+

by
— e N 1(f) =— 2 W) |

Obrazek 4.2: Vykresleni jednotlivych feSeni z intervalu neurcitosti.

pozorovat. Na obrazku 4.3 je jako druhy parametr zvolen rozdil a — b, ktery oznacime r,
jak jsme zavedli jiz dfive.

Fuzzy teorie

Fuzzy mnoziny jsou rozsifenim klasickych mnozZin. Fuzzy mnozina modeluje priblizné
neuré¢ité hodnoty, které mohou byt ¢isla i nominalni hodnoty (napf. ,skoro zeleny, mirné
do modra“). Zatimco u klasickych mnozin prvek do mnoziny bud patfi, ¢ nikoliv, u fuzzy
mnozin muze prvek nalezet do mnoziny jen castecné. Klasickou mnozinu jednoznacné
urcuje jeji charakteristickda funkce, kterd nabyva hodnot 0, nebo 1. Naproti tomu fuzzy
mnozinu popisuje tzv. funkce prislusnosti p nabyvajici libovolné hodnoty z uzavieného
intervalu [0, 1]. Pro poéitani s fuzzy mnozinami pfedstavujicimi ¢iselné hodnoty existuje
nékolik typu fuzzy aritmetiky, napriklad fuzzy obdoba intervalové aritmetiky, kdy se inter-

79



Rovwvnice modelu a jeji Feseni: %N(r) =(a — &) -N(2),N(D) =NGM>N(:] =poel? B!

Naéteni baliku pro prad s intervalovou aritmetikow: with(Tolerances)
Nastaveni paranleirﬁ: a = 06475 &+ - 05225 &= 000765 &+ — 0.00065 : MO == 100 :

Rozdil a-b: o — b= [NomiralValse(a — &) — Tolerance Value (o — B), NominalValue(a — B) + ToleranceValue (o — &)
0.640 £+ 0.523 = [0. 1167000000, 1.163000000]

Definice Feseni jako funkce dvou parametrii:
Nt r) = px’ecewise(ﬂ.llﬁ? < r< 1163 Mo el undeﬁned]
(£ 7) —»pz'ecewise(ﬂ.llﬁ? < rand r< 1163 Mo, msdeﬁfsed)

Vykresleni Feseni:
pot3d(W(Lr), t=0.3,r=0 .32 axes = frame, color =r)

2500+
20005
15005
1nnué

5007

Obrazek 4.3: Vykresleni feSeni jako funkce dvou parametri.

valové aritmetika aplikuje na intervaly na hladinach = 0 a = 1. Tento typ aritmetiky
vyuzijeme i v nasem piipadé. [6]

Ve chvili, kdy obdrzime o parametrech modelu néjakou dalsi informaci, napriklad: pri-
mérné plozeni novych jedinct je nejbéznéjsi, zatimco mezni pfipady (3, resp. 28, mladat
rocné) se témér nevyskytuji, muzeme koeficient porodnosti chépat jako fuzzy mnozinu. V
tomto pripadé bychom mohli koeficientu porodnosti pfifadit fuzzy mnozinu, jejiz funkce
prislusnosti méa trojuhelnikovy tvar s vrcholem v bodé primérného plozeni. Podobnou
tvahou (napf. ze vék doziti je nejcastéji 10-11 let, 12 let pouze vyjimeéné) bychom pfi-
fadili koeficientu amrtnosti fuzzy mnozinu, jejiz funkce pfislusnosti mé tvar pravouhlého
lichobézniku (v némz neni pfitomné svisla tisecka, aby se jednalo o zobrazeni).

Zminéné tuvahy nyni provedeme. Praci s fuzzy mnozinami v systému Maple umoz-
niuje toolbox FuzzySets. V nasem piipadé vystacime bez néj, pricemz funkce piislusnosti
budeme definovat po ¢astech pomoci prikazu piecewise. Na obrazku 7?7 tak definujeme
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funkce pfislusnosti pro fuzzy mnoziny koeficientu porodnosti a a koeficientu timrtnosti b.
Jelikoz se ve skutecnosti jedna o fuzzy ¢isla, kterd potFebujeme odecist (urcit rozdil a — b),
musime vytvorit funkci pfislusnosti r pro fuzzy mnozinu rozdilu ¢ — b. Na tomto misté
vyuzijeme intervalovou aritmetiku k uréeni bodt na hladinidch p = 0 a g = 1, v nichz
dochézi ke zméné smérnice funkce p. Na hladiné p = 0 tak ziskame body

0.125 — 0.0083 = 0.1167, 1.17 —0.007 = 1.163,
na hladiné ¢ = 1 body

0.6475 — 0.0083 = 0.6392, 0.6475 — 0.0076 = 0.6399.

Rovnice modelu a jeji Feseni: %N(r) =(a— &)-N(), N (D) = wo—oieDE, N =noel® B

Vytvoreni fuzzy mnozin pro koeficient porodnosti a amritnosti:

1 0.125
— ecewise| x < 0.125,0, x < 0.6475 x—
¢ x_'pmwm[x 5 x " 0EdTs — 0125 06475 — 0135
1 117 \
< 117 : 0
x C0EAE — 117 117 — 0.6475° ,|
1 0.007

A
b= x—bpiecgwise[x < 0007 0, x < 0.0076, x = 00083, 1,0]:
r

00076 — 0007 © 0.0076 — 0.007°

Vykresleni funkci prislusnosti fuzzy mnozin pro koeficienty a, b:

plot(a, 0.2, thickness = 3, labels = ["a", "n"]) plot(b, 0.005..0.01, thickness =3, labels = ["b", "u"])
1 -
091
0,24 02
0,71
0.6 064
p 057 m
0,44 0,44
0,31
0,24 0,24
0,1
a T T I} T
a 0,5 1 1.5 2 0,006 0,007 0,008 0,009 0,010
a b

Vytvoreni fuzzy mnoziny pro parametr » = & - b:
1 o L1167
0.6392 — 0.1167 0.6392 — 011677
1 1163 Y
X | | :
0.639% — 1.163 1.163 — 0.6399 7 )

r=x —»pz'ecew:‘se[x < 01167, 0, x = 06392,

x < 06399, 1, x < 1163,

Obrazek 4.4: Definice koeficientid porodnosti a timrtnosti jako fuzzy mnozin.

Diky analytickému piedpisu (4.5) feSeni modelu mizeme vytvorit také funkei ptislus-
nosti pro fuzzy mnozinu funkce N (t). Tato funkce piislusnosti je ¢asové zavisla, pric¢emz
ma stale stejny lichobéznikovy tvar (pro rtizna t) a body, v nichZ se méni smérnice funkce
prislusnosti, vychézi z bodt pravé urcenych pro fuzzy mnozinu r:

NO - 6(0.125—0.0083)45 NO - 6(0.6475—0.0083)~t NO - 6(0.6475—0.0076)~t NO - 8(1'17_0'007)'t.
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Vytvorem fuzzy mnoziny reseni modelu:
N3 x) = piecewise
| . 2o D167 ¢
o (06271 _ PIETy T (0T O1leT )

1.163-¢ B
,D‘:
7

x < w61 o o o g DEI92

1 WO e
NO.(EDJSBQQ-!_ 31.163-1] T NO.(EDJSBQQ-!_ 31.163-1]

x < No DBy gy L 163

Nastaveni pocatecni velikosti populace: 79 = 100

Vykresleni funkc prislusnosti fuzzy mnoziny N(t) proz=1 a t=5:

plat(N(L, x), x =100 400, icknass = 3, labels = ["N", "0" 1) |plot(MN(5, x), x= 10040000, thickress = 3, labals = ["N", "n"])
1-

0,94
02 027
0,7+
0,61 0,64
m .51
0,4 0,44
0,31
0.2 0,24
0,14

0-== T T 0 T T T

100 200 300 400 10000 20000 30000 40000
W M

Obrézek 4.5: Reseni jako fuzzy mnoZina.

Na obréazku 4.5 je definovéna fuzzy mnozina N (t) jako funkce dvou proménnych. Pro
casové body t = 1 a t = 5 je néasledné vykreslena. Velmi kratky interval na hladiné u =1
zpusobuje, ze funkce prislusnosti ma na pohled spise trojuhelnikovy tvar.

Ziskand fuzzy mnozina pro N (¢) ndm fika, jak mtze feSeni ve zvoleném ¢ase vypadat,
tedy kolik jedinct populace v tomto ¢ase mtze mit. Oproti intervalové aritmetice je kazdy
udaj podpoten hodnotou pfislusnosti, tedy mirou moznosti.

Pravdépodobnostni analyza

Pri pravdépodobnostni analyze chapeme jednotlivé parametry modelu jako nahodné ve-
liciny, kterym prifadime pravdépodobnostni rozlozeni hodnot, jichz mohou nabyvat. V
nasem pripadé budeme postupovat podobné jako v pripadé uziti fuzzy mnozin. Za néa-
hodné veli¢iny budeme povazovat koeficienty porodnosti a amrtnosti. Koeficientu porod-
nosti pfifadime trojuhelnikové rozloZeni hodnot na intervalu [0.125,1.17] s maximem v
bodé 0.6475, ktery odpovida primérnému plozeni. Pro koeficient imrtnosti nemame v
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systému Maple k dispozici lichobéznikové rozlozeni. Mame dvé moznosti, jak to vyfTesit.
Bud rozlozeni vytvofime, pficemz jeho parametry uréime z toho, Ze integral z hustoty
rozlozeni (tj. obsah plochy mezi funkci pravdépodobnostniho rozlozeni a osou z) je roven
1. Nebo pouzijeme néjaké existujici rozlozeni nejvic ,podobné“ tomu, které chceme. V
nasem pripadé bychom pro koeficient imrtnosti zvolili naptiklad trojuhelnikové rozloZeni
hodnot na intervalu [0.007,0.0083] s maximem v bodé 0.0076, ktery odpovida primérné
umrtnosti.

Rovnice modelu a jeji Feseni: iN(r) =(a — &) N(1),N(D) =Noﬂ>}v(r] =ppel2 =21

Nacteni baliku Stutistics: with(Siatistics)

Vytvoreni nihodnych veliéin pro koeficient porodnosti a imrtnosti:
A = Random Variable (Triangular(0.125, 1.17, 0.6475) ) B == Random Variable (Triangular(0.007, 0.0083, 0.0076) )

Vygenerovani hodnot, nastaveni pocatecni velikosti populace:
koef o = Sampfe(ﬂ, 105] : kaef b= Scmpfe(B, IDS] : MNO = 100

Vypocet Feseni N(t) a jeho vykresleni prot=1 a ¢=3:

reseni_{ = Vecior(lﬂsl : reseni_5 = Vecfor(lﬂs] :

for i from 1 to 10° do for i from 1 to 10° do

reseni_i[1] == N g!#ogall] = boe BUT) reseni_5[1] == Ni.g o el]—koel2l11)-5

end do: end do:

Histogram (reseni_I, averageshifted = 4) Histogram (reseni_5, averageshifted = 4)
00104

0008 | 0,00020

0,006 - 0,00015

0,004 0,00010 1

0002 0,00005 -

3000 10000 15000 20000 23000 30000

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Obrazek 4.6: Pravdépodobnostni analyza neurcitosti.

Druhym krokem pravdépodobnostni analyzy je stanoveni propagace neurcitosti. To
provadime generovanim ,dostate¢ného“ mnozstvi (n) hodnot ndhodnych veli¢in a nésled-
nym vyhodnocovanim modelu. Ziskdme tak pravdépodobnostni rozlozeni hodnot FeSeni
modelu. ,,Dostatecné“ n se pohybuje v fadech tisicli az milionti, jeho hodnota zavisi na
vice faktorech. P¥i provadéni pravdépodobnostni analyzy se zpravidla postupuje tak, zZe
se zvoli n na zdkladé zkusSenosti a moznosti (pfipadné potieb) a vygeneruji se dvé skupiny
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po n vygenerovanych hodnotéch. Pokud se shoduji zakladni statistické parametry (stFedni
hodnota, rozptyl) obou skupin, je n povazovano za dostateéné. Pokud se statistické para-
metry lisi, je nutné zvysit pocet vygenerovanych hodnot.

Obrazek 4.6 ilustruje provedeni pravdépodobnostni analyzy v Maple. Nejprve vytvo-
fime nédhodné veli¢iny koeficientt porodnosti a tmrtnosti (které oznacime velkymi pis-
meny). Pro oba koeficienty pouzijeme jiz implementované trojuhelnikové rozlozeni prav-
dépodobnosti. Piikazem Sample vygenerujeme 10° hodnot kazdé z nadhodnjch velic¢in
a 10°krat pro né vyhodnotime FeSeni modelu v piipadé ¢t = 1 a v piipadé t = 5. Pii-
kazem Histogram zobrazime histogram ziskanych feSeni (parametrem averageshifted
zvysime pocet vykreslenych sloupci). Z vysledki mtizeme pozorovat, jak se v ¢ase méni
pravdépodobnostni rozlozeni hodnot feseni. V case t = 1 mtzeme jesté mluvit o pfiblizné
trojihelnikovém, v ¢ase ¢ = 5 se jedna jiz o log-normalni rozlozeni.

Na obrazku 4.7 je vidét vytvoreni vlastniho rozlozeni hodnot. Systém Maple s nim
vSak neumi pracovat ve smyslu generovani hodnot, coz byl dtivod pro pouziti jiz imple-
mentovaného trojihelnikového rozlozeni.

Vytvoreni vlastniho pravdépodobnostmiho rozloZeni hodnot:

Lichobezrik = Distribution [PDF= [: — piecewise[i < 0.007, 0, < 0.0076, 1000 7

0.0006 = 0.0006°
module( ) option Distibution, Continuaus, export Coxditions, PDF, Type, end module

AR
¢< 0.0083, 1000, 0 | | |
B

Definice nahodné veli¢iny definovaného pravdépodobnostniho rozloZeni:
X = Randam Variable( Lichabazrik ) -

Vykresleni definovaného pravdépodobnosiniho rozlozeni:
plot(POF(X, ), =0.0.01,y=0.1000, thickness = 3, discant = trug )

10004 [—

2004

600+
hd

400+

2004

0 T
0 000z 0004 0006 0008 0010
u

Pokus o vygenerovani hodnot definované nahodné veli¢iny:
Sample (X, 5)
Error, (in Statistics:-Zample) unable to evaluate Float(undefined] to floating-point

Obréazek 4.7: Problém pfi vytvafeni vlastniho rozlozeni hodnot.

4.3.2 Analyza citlivosti

Predchazejici analyzou neurcitosti jsme kvantifikovali celkovou neurcitost v feseni mo-
delu. Nyni zjistime, jak je feSeni citlivé na hodnoty jednotlivych parametri. Jelikoz mame
analyticky predpis feSeni (4.5):
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N(t) = NO - ela=0,

muzeme uréit lokalni citlivosti parametri pfimo z definice (4.2). Nés zajima predevsim
velikost citlivosti, takze budeme lokalni citlivosti chapat jako absolutni hodnoty z defino-
vanych vyrazi. Oznacme citlivosti pismenem s, index nechf zna¢i parametr, jehoz citlivost
uvazujeme. Potom:

ON(t,a,b, NO) ONOQ - ela=b)t

_ _ _ 4. o(a=b)t
Sq % % NO-t-e ,
o ON(t,a,b,NO)| |ONO-ele=t)t| NO . 1. oot
b b B b B ’

- ON (t,a,b,NO)| _ ONQ - ela=b) _ a1

ONO ONO ‘

Lokalni citlivosti jsou ¢asové zavislé. Citlivosti koeficientd timrtnosti a porodnosti jsou
stejné, citlivost pocatecni velikosti populace je pro t > NLO nizsi nez citlivosti zbylych para-
metri. Chovani modelu tedy ovliviiuji nejvice koeficient porodnosti a koeficient imrtnosti.

4.4 Omezeny rust populace

U dalsich modeli provedeme pouze analyzu citlivosti, nebot k analyze neuréitosti jiz ne-
mame dostatecné udaje.

4.4.1 Analyza citlivosti

V pfipadé omezeného ristu populace jsme dospéli k feSeni:

B NO - (a—0b)
" NO-c— (NO-c—a+b)-e(a=b)t’

N(t)

Pomoci systému Maple mtzeme jednoduse ziskat citlivosti jako parcialni derivace funkce
N(t,a,b,c, NO) zavislé na parametrech, vysledné vyrazy vSak budou stézi interpretova-
telné, jak muzeme vidét na obrazku 4.8. Vyhodnotme proto citlivosti pro ,primérné“

. o /. T T N _ 7 . 1 1 .
nastaveni parametri, které jsme pouzili jiz diive: a = {5,b = 1775,¢ = 17.13, N0 = 100,

N 4

linedrni ¢len koeficientu timrtnosti. Pocatec¢ni velikost populace je opét nejméné citlivy
parametr, coz odpovidéd chovani modelu (nebotf feSeni se ustdli na stejné hodnoté pro
libovolnou poc¢ateéni velikost populace).
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Vypocet parcialni derivace:
kN O (@ — &)
8o NOc—(NOc—a+b) gml2 8
o _ No(a—B) (7T (oc — e+ b)eT@ )Y
NOc— (Noc—a+b)e ®~ (Mo — (WOc —a+ b) e 8= 210)?

bt

Uprava ziskaného vysledku:
simplify(%5)
- ! (Wo (-moe+e @ B yne 4 o @= 810,
{—NOC-I— E—la—bliNOC_ e—la—blfa+ e—la—blib)z
_ E_m_b”fa2+ Ee_m_b”a.fb— E_Ia_b”b.fNOC— E_Ia_b”.sz))

Dalsi zjednodusujici uprava ziskaného vyrazu:
coffeci{%, grl@ =B i]
00 (W06 + aiN0c —te + 2ath —bin0c — 1 8%) TR TP agc)

e — 2
{(NOc—a+b‘_|e e b”—NOc:J

Obrazek 4.8: Vypocet obceného predpisu pro citlivost koeficientu porodnosti v ptipadé
omezeného ristu populace.

Citlivost koeficieniu porodnosti a:

) _ 1
5, = ‘evaf[— 10 (a = b) L e W ,No:mn,::mH
o4

Bd Woo-(Moc—a+b) e @00 0 1200 Tzt 12

evaif[sa)
131.2057452

Citlivost konstantniho ¢lenu z koeficientu umrtnosti b:
o NO(a—5h) _l _ 1 _ 1 _ .-
‘M'I[ab NOc-(Noc—atb) e @B 10 TR TR 11-12’NO_IDD’3_ID_}}|

5y =

evaff[sb)
131.2057452

Citlivost linearmiho ¢lenu z koeficientu umrinosti c:

o — 1
evaz[— MO (a — &) o=t p=_1 :%No:mn,::mH
-la—h)#
7

8¢ Noc-(WOc—a—tB)e PR TR TER TR T

SC = .

evaff[sc)
1001543110

Citlivost pocatecni velikosti populace No:
N (o — &) fe T
BND pjp-o-(NOe — a + b) eTle b1 1z-

15
evaz[ =;NO=IDD,£=ID’|
o4

TEE AT i

Y

evaff(sm)
00018272692

Obrazek 4.9: Vypocet citlivosti jednotlivych parametra v pfipadé omezeného ristu popu-
lace.
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4.5 Populace pod tlakem nespecializovaného predatora

4.5.1 Analyza citlivosti

Posledni model, u néjz provedeme analjzu citlivosti, je model rtstu populace pod tla-
kem nespecializovaného predatora. Pii analyze neomezeného rustu populace jsme vystacili
s obecnym analytickym predpisem citlivosti, u omezeného ristu populace jsme pro vyvo-
zeni zavérd museli urcit citlivosti pro konkrétni numerické nastaveni parametri, nicméné
stale jsme citlivosti pocitali jako parcialni derivace funkce feSeni modelu.

V tomto pfipadé jiz neméme analyticky predpis feSeni modelu, musime proto pocitat
citlivosti numericky (pfiblizné), coz provedeme metodou kone¢nych diferenci. Jak velkou
diferenci k vypoc¢tu pouzit zavisi na modelu a jeho parametrech. Obvykle se voli diference
1 % nebo 10 % z hodnoty pfislusného parametru. Abychom zamezili vlivu velikosti abso-
lutni hodnoty parametru, poc¢itdme tzv. normalizovanou citlivost, tj. citlivost parametru
na jednotku jeho velikosti. Defini¢ni pfedpis pro citlivost modelu y(¢, x) na parametr x;
ziské naslednujici tvar:

Sy, = ~ . .
' Oz Ax; y(t, ;)

(4.6)

MizZe se stat, ze pri¢teni urcité diference k hodnoté parametru zpiusobi jinou (veli-
kostni) zménu feseni modelu nez odeéteni stejné diference od hodnoty parametru. Zpravi-
dla se proto uréi zména zpusobend pfi¢tenim diference (|y(t, x; + A(x;)) — y(t, x;)|) 1 jejim
ode¢tenim (|y(t,z; — Ax;) — y(t,x;)|)a do vztahu pro citlivost se vezme primér téchto
hodnot. Ziskame tedy:

S A |y(t7 z; £ A.CC,) - y(t7 $Z)’ . L ) (4.7)
‘ sz y(tvxl)

Metodu kone¢nych diferenci provedeme pro obé zminéné diference (1 % a 10 %), pii-
slugné citlivosti rozlisime dalsim indexem. V pfipadé Ax; = 0.01-x; index citlivosti budeme
definovat predpisem

y(t7xi)

S0 1% = 100, (4.8)

nebot Aﬁl = 100. Analogicky pro Ax; = 0.1-z; budeme index citlivosti definovat predpisem

ly(t, ;s & Avox;) — y(t, ;)]
y(t7$i)

Smi’lo% = - 10. (49)

Model ristu populace pod tlakem nespecializovaného predatora je popsan rovnici:

S
CN(@#) . N(@t) < N,
N(t) New N (1) = N

N'(t) = r-N(t)-( —K) - ,  N(0) = No.
S N(t)>Nkrit-
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Nyni vypocitame lokalni citlivosti parametri v pripadé, ze

1 S
S<*"I“'K, Nkritéi-
4 T

K tomu vyuzijeme stejné nastaveni parametrt, jaké jsme zvolili pfi analyze feseni na
obrazku 3.23:

S =200, r =1, K =1000, Ny = 400

Pocatecni hodnoty zvolime tfi rtzné:

4-S
- = 276, N0z = 700.
K) 76, N0 = 700

2

K
NO; = 100, N02:-<1— 1
”".

Citlivosti pfitom budeme pocitat pro ¢as t = 15, v némz mé sledované populace priblizné
stabilizovanou velikost. Z prostorovych divodu ukazujeme pouze vypocet citlivosti para-
metru r (vnitfniho koeficientu ristu populace) pro N(0) = N0; = 100 (obrazek 4.10).
P1i vypoctech citlivosti parametrt r,S a K musime mit na paméti, ze hodnota NO2 je
pomoci nich definovéana, tj. pfi zméné kteréhokoli ze zminénych parametrtt musime urcit
téz odpovidajici hodnotu NOs.

Pro vypocet feseni modelu pouzijeme pfikaz dsolve s parametrem numeric pro nu-
merické feSeni. Vysledek pro ¢as ¢ zadany do kulatych zavorek ziskdme ve tvaru [t =
... N(t) = ..], v némz jsou misto te¢ek numerické hodnoty. Jestlize z néj chceme ziskat
pouze numerickou hodnotu funkce N (t), musime specifikovat do hranatych zévorek, ze
chceme druhy tdaj. Piikazem rhs z néj pak vezmeme pravou stranu, tj. pozadovanou
numerickou hodnotu.

Seznam vypoctenych hodnot citlivosti pro jednotlivé parametry za réiznych pocatec¢nich
podminek nabizi tabulka 4.1. Ve druhém sloupci tabulky najdeme hodnoty s, 19, ve tfetim
S52,10%- Vidime, Ze mezi nimi neni vyznamny rozdil az na citlivost poc¢atecni podminky v
bodé N0s. Pocatecni velikost populace N0y je specifickd a velmi citliva. Pro N(0) = N0
totiz velikost populace zustava konstantni, ale pro sebemensi zménu N (0) populace bud
vymfe, nebo se jeji velikost ustali na jiné (vyssi) hodnoté.

Z hodnot lokélnich citlivosti zjistime, které parametry jsou nejcitlivéjsi, a jejichz hod-
noty tak potfebujeme znat co nejpresnéji. Soucasné vSak musime mit na paméti zavislost
lokalni citlivosti na daném nastaveni (vSech) parametrti, kterou muzeme pozorovat i v
tabulce 4.1 .
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Nastaveni pararneu'ﬁ: 5= 200 pe=1: K= 1000: Nkrit:= 150: NOI = 100: Al _r=1001: A4l0 r=101

Citlivost parametru » :
. ) g N(2) > Nkt A
= i (1= 2 - -
rest = drolve EN(” =(r+ 4i_r)-N(1) [1 e }| S. M) N < Ner’r’N(D) WO |, numeric |:
MNirit ).
. ) g () > Nkrit A
=(r— . o2 - .
res? = drolve EN(” =(r-ai_r)-N(1) [1 e ’J _ () M) SNer’r’N(D) Ny |, mumeric |:
Wit )
g N(#) > Nhrit A
res = dsolve lN(.t]=:r"-}\1"(.t)-[1—m\|— N(0) =N, |, numeric |
de £ ) — W () () < Nkt 1
Wit )

resanil = rhs(resi(15)[2]): resemi2 == rhe(res2(15)[2]): resenmi == rheres(15)[2]):

_ |resemil — reseni| + |reseni2 — reseni|

= -100
Sr1% 2-reseni
14.14550114
g N(t) = Nirit A
d _ Nt _ s
rest = dvalve| | =N (1) = (r + A10_r) - N(#) | 1- 25 |7 . (D) =0 |, numeric |:
dt £ ) — M(#) N(t) < Nkrit
Nkrit )
] N(t) > Nhrit A
d _ Nt _ .
res? = dsalve| | =N (i) = (r — AJ0_r)-N(t)- | 1- —+ |— = ) - W(0) = N0, | mumeric |:
dit E ) | —=—N(t) N(t) < Nkrit
Nkrit )
resanil = rhs(resi(15)[2]):  resemil? = rheires2(15)[2]):
s . lresemil — resemi| + |reseniz — resemi| 10
r.10% 2-reseni
18.76072321

Obrazek 4.10: Vypocet citlivosti parametru r, vnitiniho koeficientu ristu, v modelu ristu
populace pod tlakem nespecializovaného predéatora pro N(0) = NO;.

Tabulka 4.1: Lokalni citlivosti parametrti modelu ristu populace pod tlakem
nespecializovaného predatora.

Parametr, podateé¢ni podminka A=1% | A =10%
Vnitini koeficient rustu (r), N(0) = NO; 14.15 18.76
Vnitini koeficient ristu (r), N(0) = NO2 1.62 1.71
Vnitini koeficient ristu (r), N(0) = NO3 0.62 0.65
Hladina nasyceni (S), N(0) = NO; 19.22 31.79
Hladina nasyceni (S), N(0) = NO2 1.62 1.65
Hladina nasyceni (S), N(0) = NO3 0.62 0.63
Uzivnost prostfedi (K), N(0) = NOp 0.23 0.23
Uzivnost prostiedi (K), N(0) = NO2 0.23 0.23
Uzivnost prostiedi (K), N(0) = NO3 1.62 1.64
Kriticka velikost (Niet), N(0) = NO; 19.19 26.96
Kriticka velikost (Nyyit), N(0) = NO2 0.00 0.00
Kriticka velikost (Nirit), N(0) = NO3 0.00 0.00
Pocateéni velikost (N (0)), N(0) = NOy 0.77 0.77
Pocateéni velikost (N (0)), N(0) = NO2 115.75 12.91
Pocateéni velikost (N (0)), N(0) = NOs 0.00 0.00
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Kapitola 5

Maple

5.1 Uvod

Systém Maple je vykonny program vhodny k feseni komplexnich matematickych problémii.
Patii do skupiny systémt pocitacové algebry, umoziuje symbolické i numerické vypocty
a slouzi pfedevsim k vytvofeni specidlnich dokumentd, prezentaci, interaktivnich vypo-
¢etnich moduli v prostredi Maple. Systém Maple téZ obsahuje komponenty podporujici
vyuku matematiky.

Virobcem systému Maple je kanadska spole¢nost Maplesoft Inc., jejiz webové stranky!
poskytuji siroké informace o systému a jeho dalsich pfibuznych programech jako je Ma-
pleSim, MapleNet, Maple T.A. a mnoho dalsich nastroja a programi. Webové stranky
mimo jiné obsahuji tzv. Aplikacni centrum (Application Center), z néjz si muze kazdy
zaregistrovany uzivatel stdhnout ukazkové programy demonstrujici pouziti systému Maple
pfi TeSeni mnoha rtznych matematickych i technickych problémi. Poskytuji i tzv. Stu-
dentské centrum (Student Center), kde si zaregistrovany student muze stdhnout mnoho
studijnich materidlid. Dalsimi vyznamnymi zdroji informaci o Maple jsou diskuzni férum
uzivateltt Maple? a web distributora Maple pro Ceskou a Slovenskou republiku®, kde je
vétsina dokumentti v Ceském jazyce.

V nasledujicim textu se budeme zabyvat dosud posledni verzi Maple 13. Se systémem
je mozné pracovat nékolika ruznymi zpusoby, které volime pfi spusténi programu Maple
13 ze startovaciho menu pocitace nebo kliknutim na prislusnou ikonu na plose.

5.1.1 Standardni zapisnik (Standard Worksheet)

Grafické uzivatelské rozhrani Maple zvané Standard Worksheet se spusti ze startovaciho
menu pocitace vybérem polozky Programy > Maple 13 > Maple 13 nebo kliknutim
na ikonu Maple 13 na plose. Toto prostiedi poskytuje veskeré moznosti systému Maple
a pomaha vytvéaret elektronické dokumenty (zapisniky) zobrazujici matematické vypocty,
matematické texty a komentare spolu s propracovanou pocita¢ovou grafikou. Nékteré vy-

vvvvv

"http://www.maplesoft.com
http://www.mapleprimes.com
3http://www.maplesoft.cz
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Obrazek 5.1: Maple 13: Prostiedi Standard Worksheet

aby dokument poskytoval uzivateli potfebné informace. Jelikoz vytvorené dokumenty jsou
interaktivni, tj. v jistém smyslu ,zivé“, muze si uzivatel sdm upravovat preddefinované
hodnoty parametri, vyhodnocovat piikazy, a ziskavat tak nové vysledky.

Menu zapisniku Maple m4 t¥i vodorovné listy: hlavni menu (zcela nahote), ndstrojovou
listu (pod hlavnim menu) a kontextovou listu (pod nastrojovou listou), dale palety (svisly
blok na levé strané?) a vlastni pracovni pole — dokument, do néjz zadavame pifkazy, texty,
provadimme vypoctové a grafické akce. Vlastni pracovni pole je mozné zobrazit ptes celou
obrazovku skrytim palet, nastrojové listy a kontextové listy (kliknutim na pfislusné polozky
v zalozce View hlavniho menu).

5.1.2 Klasicky zapisnik (Classic Worksheet)

Classic Worksheet se spusti ze startovaciho menu pocitace vybérem polozky Programy
> Maple 13 > Classic Worksheet Maple 13 nebo kliknutim na ikonu Classic
Worksheet na plose. Tento zapisnik Maple je urcen predevsim pro méné vykonné po-
¢itace s omezenou paméti. Neposkytuje také vSechny funkce, pfikazy a moznosti systému
Maple jako Standard Worksheet. Pfed verzi Maple 10 byl tento typ zapisniku jediny mozny.

5.1.3 Prikazovy radek a kalkulacka Maple

Se systémem Maple muzeme pracovat i pouze v rezimu tzv. prikazového Tddku, ktery
se spousti ze startovaciho menu pocitace vybérem polozky Programy > Maple 13 >
Command-line Maple 13 a je urcen k fesSeni rozsahlych a slozitjch tloh. K dispozici
nejsou zadné grafické prvky.

4Palety se automaticky zobrazuji v levém bloku. Prostfedi systému nabizi blok pro palety i po pravé
strané obrazovky (automaticky zavfeny), kam je mozné nékteré (ale i vSechny) pfesunout.
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Ukazka prostiedi Classic Worksheet systému Maple 13 ﬂ

=1. priklad

> (xA2-5HxH6) * (x2-1) /C(x-1) *(x-2)) 1
(x2-52+6)(x2-1)
(x=-1(x-2)
> simplify(x) ;
=D+

=2. priklad

> sum(1/n*2, n = 1 .. infinity)-sum(1/n*2, n = 1 .. infinity);

=3. priklad

> plot(sin(x), x = -5 .. 5);

AAAAAAAA |

Obréazek 5.2: Maple 13: Prostfedi Classic Worksheet

Daéle je mozné pouzivat (a vytvaret) tzv. maplety, tj. grafickd uzivatelskd rozhrani ob-
sahujici okénka, textova pole a dalsi vizudlni prvky umoznujici pouhym klikdnim spoustét
vypocty. Kalkulacka systému Maple je specidlni typ mapletu, ktery je k dispozici pouze
pro operacni systémy Windows. Spousti se ze startovaciho menu pocitace, kde se vybere
(Programy > Maple 13 > Maple Calculator).

5.1.4 Document Mode, Worksheet Mode

Ve zbyvajici ¢asti kapitoly budeme uvazovat rozsitené prostiedi Standard Worksheet. V
tomto prostiedi je mozné pracovat ve dvou zakladnich rezimech: Worksheet Mode a Do-
cument Mode. Prvné jmenovany odpovida prostiedi Classic Worksheet, v némz je kazdy
prikaz Maple uvozen symbolem [> a musi byt ukoncen dvojteckou (vysledek se nezobrazi)
nebo stfednikem (vysledek se zobrazi na dalsim Ffadku uprostied). Otevird se v zdkladnim
menu jako New, kde se vybere Worksheet mode. Druhy jmenovany rezim poskytuje
prehlednéjsi zapis prikazi a matematickych vzorci bez ,prebyteénych® symbold. Pti ote-
vieni nového souboru v zakladnim menu New je automaticky spustén pravé tento rezim
Document mode.

K pfikaztim méme moZnost zapisovat komentafe, a to uvedenim symbolu miizky (#)
pred text, ktery ma byt komentéfem (viz obrazek 5.4).

Obvykle je zapisnik nastaven do jednoho rezimu, ktery je mozné zvolit pfi otevirani
nového souboru v hlavnim menu (File > New > Worksheet mode nebo File > New
> Document Mode). Existuje vSak i moznost pfepinat mezi rezimy v ramci jednoho
zapisniku, kdy je ¢ast vytvorena v jednom rezimu, ¢ast v jiném. Z Document Mode se pie-
pneme do Worksheet Mode kliknutim na ikonku [> v néstrojové listé (pod hlavnim menu).
Naopak z Worksheet Mode se do rezimu Document Mode prepneme vybérem polozky v
hlavnim menu (Format > Create Document block).
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Zapis v rezimu Document Mode Zapis v rezimu Worksheet Mode

Tento text je v rezimu Text Mode. ,
Stiskem klavesy Enter jsme sc dostali na dal3i fadek. Tento text je téZ v rezimu Text Mode.

Na nisledujicim fadku se pfepneme do reZimu Math Mode.
Tento text je v reZimu Muth Mode.

pikaz L
pFikaz
néjaky text > prikaz
néfaky text L pfikaz
256-125 > p¥ikaz;
32000 itz
sobve(x? — 7x +12=0) > 256-125
4,3 32000

[ 256%125;

32000

Obrézek 5.3: Rezimy zapisu.

256-125 # néjaky komentdf
32000

> 256*%*125; # néjaky komentir
32000
[>

Obrazek 5.4: Zapis komentafe v prikazovém rezimu

5.1.5 Math Mode, Text Mode

Pro rozliseni piikazti a obycejného textu v rezimu Document Mode slouzi kontextova lista
zapisniku, kde mame na vybér Text Mode a Math Mode. Math Mode odpovida prikaztim
(po stisku klavesy Enter dojde k jeho vyhodnoceni), v Text Mode piSeme texty dokumentu
podobné jako napi. v textovém editoru Word (po stisku klavesy Enter pifejdeme na novy
fadek bez jakéhokoli vyhodnoceni). Volit rezim zépisu mizeme bud kliknutim mysi (v
kontextové listé nad dokumentem jsou uvedeny nazvy predstavujici jednotlivé moznosti)
nebo vybérem polozky v hlavnim menu (Edit > Switch to Text/Math Mode). Totéz
lze rychleji provést jedinou klavesou F5.

V rezimu Worksheet Mode lze pro text i pro pfikazy pouzit oba druhy zapisu. Pro psani
textu je nutné kliknout na ikonku T v néstrojové listé nebo zvolit polozku v hlavnim menu
(Insert > Text). Podobné pro zapis piikazi jazyka Maple je nutné kliknout na ikonku
[> v néstrojové listé nebo zvolit polozku v hlavnim menu (Insert > Maple Input). Pfi
otevieni nového souboru je zapisnik automaticky nastaven na psani prikazu.
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5.2 Zakladni ovladani systému

V této casti si ukdzeme, jak systému Maple zadavat jednoduché prikazy. Budeme proto
predpokladat, ze zapisnik je jiz nastaven pro psani piikazi (Math Mode).

Zakladni operace: pro s¢itani pouzivame symbol plus (+), pro od¢itdni minus (—), pro
nasobeni (*), ale pozor, pro déleni musime pouzivat pouze lomitko (/), dvojtecka (:) mé
jiny vyznam (viz dale).

Zadani zlomku: zadame ¢itatel, lomitko (/) a jmenovatel. Pro opusténi zapisu jmenova-
tele staci stisknout Sipku doprava (ve zlomku je téZ mozno pohybovat se Sipkami).

Zadani mocniny: zadame zéklad, symbol stfiska (*) a exponent. Pro opusténi zapisu
exponentu je opét mozné pouzit Sipku doprava.

5.2.1 Vyhodnoceni prikaza

Ptikaz vyhodnotime stiskem klavesy Enter. Vysledek se zobrazi na dalsim radku upro-
stfednikem, aby se provedl. Tato moznost nadale ztistala (tj. zaddme-li za piikaz stied-
nik, ,nic nepokazime“) a v nékterych situacich je dokonce jedind mozné — napft. textovy
rezim (Text Mode) piikazi v Worksheet Mode nebo pii psani piikazi v prostfedi Classic
Worksheet. Z predeslych verzi Maple se uchovala i funkcionalita symbolu dvojtecka (:),
kterd po zarazeni za prikaz a nasledného stisku klavesy Enter potlaci zobrazeni vysledku
na dal$im fadku (tj. pfikaz se provede, ale na obrazovku se nic nevypise). Proto neni mozné
dvojtecku pouzivat jako operator déleni. V. Document Mode je navic mozné zapisovat pri-
kaz i s vysledkem na jeden fadek. Po napsani prikazu k tomu stac¢i namisto stisku klavesy
Enter pouzit klavesovou zkratku ,,Ctrl + =¢.

Jak bylo zminéno diive, interaktivni dokumenty v Maple jsou ,zivé“. Tim mame na
mysli skutecnost, ze i v jiz dfive vytvoreném programu s vyhodnocenymi piikazy otevie-
ném po libovolné dlouhé dobé mtzeme kterykoli vyraz upravit, znovu vyhodnotit (stisk-
nout Enter nebo ,Ctrl + =“) a dostaneme novy (spravny) vysledek. Oznaéime-li mysi
nékolik (libovolné mnoho) prikazii a stiskneme ikonku ! (vykfi¢nik) z nastrojové listy,
vSechny oznacené ptikazy budou postupné vyhodnoceny. K vyhodnoceni vSech pfikazi v
dokumentu slouzi ikonka !!! (tf¥i vykfi¢niky).

Maple obsahuje vice nez tisic symboli, pomoci nichz mizeme tvorit matematické vy-
razy. Patfi mezi né pismena anglické abecedy a cislice, pomoci nichz mizeme vytvéret
jména (posloupnost znakl zadinajici pismenem, za kterym muze nasledovat kombinace
pismen, ¢isel a vybranych symboli), redlnd ¢isla (celd, racionalni, s desetinou teckou nebo
v notaci pohyblivé fadové ¢arky), komplexni ¢isla (sestavajici se z redlné a imaginarni
C¢asti), aritmetické, booleovské a jiné operatory (+, —, !, /, *,[ , lim, ... ), konstanty
(7, e, ...), imagindrni jednotka, nekone¢no, matematické funkce (cos(z), sin(g), ... )
a proménné (pojmenované jménem ... ). Velkou prednosti systému Maple je jeho schop-
nost symbolickych matematickych vypoctu (tj. prace s vyrazy). Nékteré z matematickych
symboli, které miZzeme pouzit, nejsou na klévesnici, a tak se zadavaji bud z palety nebo
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pomoci svych nazva.

5.2.2 Palety

Palety jsou pojmenované ,,obdélnicky“ s nabidkou pfeddefino-
| vanych symbolu, zapist, vyrazi apod. (obrézek 5.5) standardné
pfi levém okraji zapisniku. Kazda paleta obsahuje symboly pii-
) . slusné skupiny. Napriklad paleta s nazvem FExpression nabizi né-
I o J Fdx 2 P které zakladni matematické vyrazy, paleta Greek pismena fecké

a i=k abecedy atd. Standardné zistava nékolik palet nezobrazenych.

|

lb Fawvorites J

W Expression

n 9 3 V hlavnim menu (View > Palettes) mizeme seznam zobra-
:'Urcf T zenych palet upravit tim, Ze n&které piiddme, odebereme, ale
tfeba i jinak sefadime. Totéz lze provést jen za pomoci mysi.

lirg thoa— b N . o . S
A2 a : Pridrzenim levého tlac¢itka vybranou paletu presuneme na jiné

ey L o misto, stisknutim pravého tlacitka vyvolame stejnou nabidku,
s . jako bychom postupovali pfes hlavni menu. Kliknuti levého tla-

a, a, Ja ¢itka mysi na nékterou z palet zobrazi (pfip. skryje) symboly,
e al | které paleta nabizi. Vlozit z palety symbol do zapisniku pak
€ nfa) stac¢i pouhym kliknutim, pripadné ,pretahnutim® s pomoci le-

vého tlacitka mysi. Obecné barevné zvyraznéné symboly ve vy-

1 1 . Y, . ;
"gg(#) log; (@) razu je mozné déle specifikovat (upravovat) dosazenim hodnoty,

sin{a) cos(a) tan(a) s niz potfebujeme pracovat.
el 10
[ g;.] e e & Nyni ukazeme, jak vlozit napiiklad vyraz »_ 2'. Pro jeho za-
fma—y psani potiebujeme celkem dva rizné symboly? slumu a mocninu.
f=lab)—z Sumacni symbol nalezneme v paleté Expression. Kliknutim na
-x x<a tuto paletu ji otevieme (na obrazku 5.5 je jako jedind oteviend)
7ix) —s | ¥ zza |~ | avybereme z ni pfitomny sumacni symbol. Po jeho vloZeni do

zapisniku pak jednoduse pfepiseme obecné symboly (k, n a f)

upravou (specifikaci hodnot a, b), nebo uzitim jiz znamé klavesy

C I . v ~
[ S pro tvorbu mocnin - st¥igky (7).

Bk J pozadovanymi hodnotami. Pohybovat ve vzorci se miizeme po-
(> Common Symbols J moci Sipek na klavesnici, s vyhodou lze vyuZit klavesy Tab,
| P> Handuwriting J pritom k tpravé vyrazu mizeme pouzivat i vSechny ostatni kla-
| B> Units (5T} J vesy jako napt. Delete, Backspace, mezernik, ... Znak f pfe-
i (P3) ] piSeme mocninnym vyrazem. To mizeme provést bud vloZzenim
(o ] dalsiho symbolu z palety Expression (symbol a’) a naslednou

J

J

lb Arrows

=l
Obrazek 5.5: Palety  5.2.3 NAazvy symboli

Mimo palet miZzeme k zapisu symbola uzivat jejich nazvia. Na-
piiklad symbol 7 vlozime zapsanim jeho nazvu Pi®, pro odmocninu je vyhrazen nazev
sqrt, takze \/x vloZime napsanim sqrt (x). Pfi vkladani symbolt pomoci nédzvi nebo pii

5Maple rozlisuje mala a velka pismena. Napiiklad zépis Pi pfedstavuje Ludolfovo &slo 7 i s jeho hod-
notou, zatimco zapis pi pfedstavuje pouze symbol (fecké pismeno) .
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tvorbé prikazi muze piijit vhod funkce ,,dokoncovani“. Ta se vyvola stisknutim klavesy
Esc, nebo klaves ,,Ctrl + mezernik“. Pro zadéni symbolu pak sta¢i napsat jeho ivodni
pismeno (pismena) a pomoci kldvesové zkratky nasledné z vyskakovaciho okénka zvolit
pozadovanou hodnotu. Na obrazku 5.6 je ukdzka nabidky pro dokonceni zapisu pismen
so.

<ol I
solve sobe
solve solva(egn)
solve solve (egn, x)
solve (syskem) sofve( [egnl, egns, . 0, (xI 22, . 1)
solve_group (DETools) (symmetry generator and variables) DETools[solve group )i (85}, [x0])
solvefar sobvefor
S0k sort
sart (list) sord(Baf)
T’It {with ardering Funckion) sorf(bst, £ 7
4 3

Obrazek 5.6: Funkce automatického dokoncovani.

5.3 Napovéda

Napovéda je vyznamnou soucasti systému Maple a poméha jeho uzivateli velmi rychle
pochopit a vyuzivat prostfedi Maple. K dispozici je né€kolik riuznych typt napovédy.

5.3.1 Maple Help

Vyvolanim Maple Help se zobrazi zédkladni stranky napovédy se vSemi dostupnymi in-
formacemi. Je v nich mozné jednak vyhledavat pozadované téma, ale také prochéazet jed-
notliva témata jako v manualu. Na obrazku 5.7 je okno napovédy oteviené na informacich
k prikazu discont.

5.3.2 Tour of Maple, Quick Reference, Quick Help

Polozka Take a Tour of Maple poskytuje interaktivni prehled systému (jeho nejdilezi-
t&jsich prvki). Kliknutim na Quick Reference zobrazime tabulku informaci o ovladéani
systému Maple, zejména pro nové uzivatele. Jedna se o zakladni informace s odkazy do

PN

N 4

pisniku pfi pravé strané v podobé ¢erného okénka (pokud toto nastaveni nezrusime). Po
zavieni je mozné ji vyvolat stiskem klavesy F1, ¢i jako polozku v hlavnim menu.
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(=)
Fie Edt Vew Hstory Help

& B 27T @ R FE

[SearchFor: @ Topic C Text © H
—1 euay || diSCONE - find the discontinuities ofa fanction over the reals

~] | 'V Calling Sequence
discont(f x )

Re

Y Parameters

TeEe|g §

£ - lgebraic expressioninx

- name

Y Description

aset of values 1 certain) that discontinuites occur.
« This function returns alf the discontinuity points over the reals. This includes the points where the function goes to plus or minus infinty

« Multiple discontinuites may be expressed with the aid of extra variables with the names _Zn~, NNn-, and_Bn~. When these variables appear
inthe answer,the expression fhas discontinuties for alinteger assiguments to the variables _Zin-, for all non-negaive integer assignments to the
| variables _Nln-, and for al binary assignments to the variables _Bn-.

'V Examples

> discont| -, x

0 .1
> discont(tan(x), x)

w2+ Lsl .2)

¢ romd 35— ). x)
> discont{romd( 35— 1 ).x
(L4l 2 .3
5 .
r as %)
L
|

wcont{ 1 £).)

-2 NI~ .2y

PEEHEEEE FHNEHEHEEOEE

= |«

Obrézek 5.7: Hlavni napovéda systému Maple.

5.3.3 What’s New, Startup Dialog

K dispozici je téz prehled rozsireni stavajici verze Maple oproti piredchéazejici verzi. Do-
supné pres Help > What’s New. Napovéda Startup Dialog obsahuje tipy pro praci
se systémem Maple. Zobrazuje se vzdy po spusténi systému (pokud toto nastaveni nezru-
Sime).

5.3.4 Manuals, Resources, and more

Vyvolanim Manuals, Resources, and more prejdeme do dalsi oblasti napovédy, z niz
popiSeme tii nejdulezitéjsi ¢asti.

Maple Portal

Od nejnovéjsi verze (tedy Maple 13) je k dispozici tzv. Maple Portal. Spustit jej mtiZzeme
samostatné (Maple Portal ma vlastni ikonu na ploSe) nebo pfes napovédu v hlavnim menu
(Help > Manuals, Resources, and more > Maple Portal). Maple Portal slouzi jako
pomocnik vSem novym (a nejen tém) uzivatelim systému Maple. Je v ném mozné rychle
najit detailni popis prace se systémem Maple od TesSeni nejjednodussich problémi az po
velmi slozité dlohy.

Applications and Examples

Z napovédy je mozno vyvolat i spustitelné soubory (tj. jiz vytvofené programy) demon-
strujici moznosti systému Maple. Vyvolame je pfes ndpovédu v hlavnim menu (Help >
Manuals, Resources, and more > Applications and Examples) a pak kliknutim
na zvoleny priklad.
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Maple Portal

The Maple Portal is designed as a starting place for any Maple user. Maple's Tutorials will help you get started with Maple, learn about the key tools available in Maple, and lead you thiough a series of
problems. From here, investigate more detailed topics in the Portals for Enginers, Students, and Math Educators.

Talking to Maple
Putting Your ldeas Together Combining Text and Math
Solving Equations
Expressions, Functions, and Procedures
Commands and Packages Using Top Commands and Packages
Getting Help Tools and Features
Learm more about Maple's tools and features, such as palettes and context-
Plotting 2-D and 3-D Plots sensitive menus.
Using the Plot Buider Assistant palattes
o sitive Menus
Working with Matrices Creating Matrices and Vectors Context-Sensitive Meny;
Command Completion
Data Structures including lists and Arrays Equation Labels
assistants
Data Manipulation Importing and Exporting Data Maple Hel
Random Distributions [
Statistics, Regression, and Curve Fitting
Word Processing Tools Sections and Tables
Document Enhancements
Portals for...
Dynamic Applications Exploration Assistant m |
Expression Plotting
Interactive Circle Plotting m
More Examples
Math Educators
Units Working with Units
Customizing Unit Settings U -
1] >

Memory; - Tame: - Text Mode

Obrazek 5.8: Maple Portal.

Manuals

Z napovédy je mozno vyvolat i anglické manualy User manual, Introductory Progra-
mming Guide, Advanced Programming Guide a Getting Started with Maple
Toolboxes podrobné popisujici moznosti systému Maple. Vyvolame je pfes napovédu v
hlavnim menu (Help > Manuals, Resources, and more > Manuals) a pak kliknutim
na zvoleny manuél.

5.3.5 Pomocnici, instruktofi a fesené tilohy

Systém Maple poskytuje také jiz pripravené ,pomocné nastroje“ pro feseni tloh. Jsou
to tzv. Pomocnici (Assistants), Instruktori (Tutors) a Ulohy (Tasks), které vyvolame z
hlavniho menu (Tools > Assistants nebo Tools > Tutors anebo Tools > Tasks). Po-
mocnici (Assistants) maji napf. nastroje pro hledani funkéni zavislosti v datech, optimali-
zaci funkci, feSeni diferencialnich rovnic a dalsi. Pro dany typ tlohy maji implementovano
nékolik ¢asto pouzivanych algoritmu. Po vyvolani provedou uzivatele nastavenim a speci-
fikaci parametrt ulohy a zvolenou metodou tlohu vyfesi. Instruktori (Tutors) provedou
uzivatele fesenou problematikou pomoci jednoduchych nazornych piikladt. Ulohy ( Tasks)
zobrazuji na prikladech, jak feSit rtizné tulohy. Zobrazi se vyvolanim z menu (Tools >
Tasks > Browse).

5.4 Provadéni vypoctu

Maple provadi presné numerické vypocty s celymi, raciondlnimi i iracionalnimi ¢isly. Kazdy
zadany matematicky vyraz se snazi co nejvice zjednodusit (napf. zlomek zkratit a prevést
na zékladni tvar, upravit algebraicky vyraz, ...), ale ne za cenu ztraty presnosti. To
znamend, ze napiiklad racionélni ¢isla (zlomky) udrzuje stéle v jejich zdkladnim tvaru.
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Podobné s konstantami 7, e a dal$imi, s odmocninami a jinymi vyrazy pracuje jako se
symboly. Timto je zarucena absolutni presnost numerickych vypoctd i v pripadé, kdy
nepracujeme pouze s celymi cisly.

Jsou vsak situace, kdy potfebujeme znat pfibliznou hodnotu redlného nebo racionél-
niho ¢isla v pohyblivé fadové ¢arce. K tomu slouzi prikaz evalf, jenz vrati zaokrouhlenou
hodnotu svého argumentu na pocet platnych cifer mantisy specifikovany systémovou pro-
meénnou Digits. Ta je standardné nastavena na hodnotu 10. VSechny vypocty, pii nichz je
nutné zaokrouhlovat ¢isla, provadi proto Maple s pfesnosti na 10 platnych mist. Promén-
nou Digits muZeme nastavit na takika libovolné prirozené ¢islo. Omezeni, jak vysoké toto
¢islo muize byt, zjistime piikazem kernelopts(maxdigits). Pro predstavu uvedme, Ze pro
Maple 13 je toto ¢islo 268 435 448, tedy vice nez 268 miliont platnych cifer, s kterymi
dokaze systém pocitat.

Aniz bychom meénili nastaveni proménné Digits, muZeme zobrazit libovolny vyraz s
pozadovanou piesnosti pouze pomoci piikazu evalf. Prikaz je mozné pouzit s jednim
nebo dvéma parametry. Jediny zadany parametr znamend, Ze tento zadany vyraz bude
vyhodnocen na pocet platnych mist specifikovanych v proménné Digits. Pfidany druhy
parametr fekne funkci evalf, na kolik platnych mist mé vyraz vyhodnotit, viz priklady na
obrazku 5.17.

Pi

e
Digits

10
evalf (Pi)

3.141592654
evalf (Pi, 5)
3.1416
evalf (Pi, 20)
3.1415926535897932385

Obréazek 5.9: Prikaz evalf.

S dfive zminénou napovédou souvisi symbol ? (otaznik). Otaznik spolu s nazvem pii-
kazu otevie ndpovédu na strance tykajici se zadaného piikazu. Tedy napt. pfikaz Pevalf
otevie hlavni napovédu systému na strance popisujici syntaxi a sémantiku prikazu evalf
spolu s priklady jeho pouziti. Zapsanim dvou otaznikli na zacatek pirikazu otevieme tutéz
stranku napovédy ve ,sbaleném® tvaru osnovy, v niz je mozné oteviit (odkryt) libovolné
casti. Nakonec je tu jesté moznost zadani tii otaznikl pied piikaz, coz otevie napovédu
na prikladech pouziti tohoto piikazu.

Maple rozeznava presnd ¢isla (mezi néz patii i zminéné symboly 7 a e, zlomky atp.)
a Cisla typu Floating-Point, nebo-li ¢isla v pohyblivé fadové carce. Jestlize systému zadame
vyraz, v némz néktery z jeho podvyrazi bude typu Floating-Point, mtze Maple na cely
vyraz pohlizet jako by byl tohoto typu a bude vysledky vypocti zaokrouhlovat. To nejlépe
uvidime na dalsich prikladech na obrazku 5.10.
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2 ,3_13 2 -
Tty =5 ale S+ 1.5 =2.166666667
J2+/3=J2+/3, alb J2.0 4+ /3 =1.414213562 + /3

Obrazek 5.10: Pfesna ¢isla a ¢isla typu Floating-Point.

10, 12, 15
Zuk Chrl+

oy, ChFlH-C
Copy full precision

Copy as MathML

Paste ChrlYy

Evaluate
Evaluate and Display Inline Ckrl+=

Explore

Apply Function Gareatest Camnmon Divisor

Dok Product

Least Common Multiple

Map Command Cnko

Select Element b
Simplify: 3
Construckions ]
Conversions ]
Plats b
2-D Math k
Table »

Obrazek 5.11: Provedeni vypoc¢tu pomoci kontextové nabidky.

5.4.1 Prikazy

Pro provedeni vypoétu mame zpravidla vice moznosti. Tou zakladni, ktera je k dispo-
zici ve vSech verzich systému, jsou prikazy jazyka Maple. Chceme-li napiiklad vypocitat
odmocninu z ¢isla 2.5, zapiseme v systému Maple piikaz sqrt(2.5). Stejného vysledku
dosdhneme pouzitim symbolu pro odmocninu z palety Expression. Pokud chceme urcit
nejmensi spoleény nasobek ¢isel 10, 12 a 15, mizeme vyuzit ptfikazu lem, nebo zapsat
Cisla na Fadek za sebe (oddélend ¢arkami) a pres pravé tlacitko mysi zvolit z kontextové
nabidky Apply Function > Least Common Multiple, viz obrazky 5.11, 5.12.

5.4.2 Oznaceni vysledki

Kazdému zobrazenému vysledku se v zapisniku prifazuje ¢iselné oznaceni, které se zapi-
suje zcela vpravo na fadek s odpovidajicim vysledkem. Oznaceni je mozné potlacit (tj.
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sqrt(2.5) = 1.581138830
J2.5 =1.581138830
lem(10,12,15) =60

integer lom

10,12,15 ——— 60

Obrazek 5.12: Rizné moznosti v provedeni vypoctu.

nezobrazovat), znovu vyvolat, pfipadné upravit jeho format v hlavnim menu (Format >
Labels > ...). Diky oznaceni se miZeme na predeslé vysledky odvolavat a pouzivat je
pfi tvorbé dalsich ptikazti. V ukézkach vytvorenych dokumentti (prezentovanych v tomto
textu) je oznaceni vysledki vzdy potlaceno. Pouziti oznadeni ilustruje obrazek 5.13.

Pokud chceme naptiklad pficist ¢islo 10 k vysledku s oznacenim (2), pak napiseme ,,10
+ “ a pres klavesovou zkratku ,,Ctrl + L“ vlozime pozadované oznaceni (tedy do ,,vyska-
kujiciho okénka“ zaddme ¢islo 2 a potvrdime (OK)). Misto klavesové zkratky ,,Ctrl 4+ L
je mozné pouzit horni menu (Insert > Label...). Upozornéme, ze zapis (2) vytvoreny
(pouze) na klavesnici pfi tvorbé piikazu Maple nepochopi, pro vlozeni oznaceni do pii-
kazu je treba disledné pouzivat predesly postup s ,vyskakujicim okénkem* zobrazenjym
na obrazku 5.14.

2
? - 6
_16 @
3
83
24 2)
5—x
5—m )
10+ @)
34 )

Obrazek 5.13: Oznaceni vysledki.

Insert Label |
Label Yalue ||

o] Cancel |

Obrazek 5.14: ,Vyskakujici okénko“ pro zadani oznaceni.
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Maple déle nabizi moZnost odkazovat se na posledni tii vysledky (v tomto pfipadé
je jedno, zda byly zobrazeny ¢i nikoliv, a zda maji néjaké oznaceni) pomoci symbolu
% (procento). Jedno procento (%) predstavuje posledni vysledek, dvé procenta (% %)
predposledni a tfi procenta (%%%) ptred-predposledni.

2
Z 45
3+
17
3
-3
24
S—w
5—x
%, %%, %BHY%
17
5—m, 24, ——
TL, » 3

Obrazek 5.15: Vyuziti procent pti odkazovani se na predchozi vysledky.

a c
a c
ai=2 assign (e, 2)
2 c
a 2
2 wnassign('c')
c
b c
b a
bi=3-a 2
6 a:="g'
b a
6 a
a

Obrazek 5.16: Prifazeni hodnot do proménnych a odstranéni ulozené hodnoty.

5.4.3 Prirazeni hodnot do proménnych

Odkazovat se na vyrazy muzeme také po jejich pfifazeni k néjaké proménné. Operatorem
prifazeni je (dvoj)symbol := (dvojtecka + rovnitko).
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Namisto (dvoj)symbolu := mtzeme k pfifazeni pouzit piikaz assign. Tak, jak mi-
zeme vyrazy do proménnych pfifazovat, mizeme téz pfifazeni zrusit (tj. odebrat proménné
uloZenou hodnotu). Zminéné provedeme piikazem unassign nebo pfifazenim nazvu pro-
meénné v apostrofech (obrazek 5.16).

Prifazovat hodnoty muZeme i do tzv. systémovych proménnych. JiZ jsme se setkali s
proménnou Digits, kterd vyjadiuje pocet platnych mist, s nimiz Maple pocita. Ilustraci
na obrazku 5.17 mizeme srovnat s obrazkem 5.9.

Pi

bt
Digits

10
evalf (Pi)

3.141592654

Digits := 35

3
evalf (Pi)

3.1416

Digits := 20

20
evalf (Pi)

3.1415926535897932385

Obrézek 5.17: Proménné Digits a prikaz evalf.

Odstranit ulozenou hodnotu v systémové proménné nelze. Do systémovych proménnych
miizeme hodnoty pouze prifazovat, nebo soucasné vratit prikazem restart nastaveni vsech
systémovych proménnych na jejich ptivodni hodnoty. Provedeni ptikazu odstrani vSechny
ulozené hodnoty v paméti (tedy i ndmi definované proménné, nactené baliky atd.). Piikaz
restart se proto pouziva zpravidla na pocatku feseni nové tlohy, zejména pak na zacatku
kazdé prace se zapisnikem (aby se pfedeslo tomu, ze budeme pouzivat proménnou, v niz
je z diivéjska ulozena pro néas nespravna hodnota).

5.4.4 ReSeni rovnic

Pro feseni rovnic mé systém Maple piikaz solve a nékolik piikazti k nému pribuznych
zévislych na typech rovnic, viz tabulka 5.1.

Pomoci interaktivniho prostiedi Standard Worksheet mtuzeme feSit rovnice téz pomoci
kontextové nabidky. ZapiSeme rovnici a pravym tlacitkem mysi zvolime pozadovany prikaz.
Obrazek 5.18 ilustruje nékteré priklady feSeni rovnic.

Prikazy pro feseni rovnic nemusi vzdy zobrazit vSechna feSeni. Pokud je chceme zob-
razit, pridame pfikazu solve nepovinny parametr AllSolutions, viz obrazek 5.19.
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Tabulka 5.1: Prikazy pro fesSeni rovnic

Typ rovnice Prikaz pro feSeni
Rovnice a nerovnice solve, fsolve
Obycejné diferencialni rovnice dsolve
Parcialni diferencidlni rovnice pdsolve
Rovnice v oboru celych c¢isel isolve
Rovnice v oboru celych ¢isel v konecném télese | msolve
Linearni integralni rovnice intsolve
Systémy linedrnich rovnic LinearAlgebra[LinearSolve]
Rekurentni rovnice rsolve
Rovnice

Solve(x2 +35-x+ 6=0)
-2, -3

solve

S5 +6=0—"" [x=-2), {x=-3}

Nerovnice

SO.IEVE?(JCE +35x+6< 0)
RealRange(Open( -3), Open(-2))

solve

Hsa+6< 05 (-3 <xx< -2}

Rekurentni rovnice
realve ({N(t+1)=(1+a—5) N(t), N(0) =N}, N(t))
MO(1+a—b)

N(t+1)=(1+a—b)- N(t), N(0) = Np —WELEEWIEE o0 (1 + ¢ — b)'
Diferencialni rovnice
a’solve[ [%N(r} = (a—b)-N(t), N(0) =NOU

N(t)=hp @1

%N{f) = (a—b)-N(t), N(0) =20 —2ZBE, () =np @)

Obrazek 5.18: Ukazka feSeni rtznych druht rovnic pouzitim jednak piikazu, jednak kon-
textové nabidky.

Symbol _Z2~ na obrazku 5.19 piedstavuje libovolnou celo¢iselnou proménnou. Ze jde
o celociselnou proménnou pozname podle toho, Ze se v symbolu vyskytuje pismeno Z.
Podobné by vyskyt napriklad pismena C znacil proménnou komplexni. Cifra 2 v symbolu
proménné oznacuje poradi, v jakém byla proménnd v zdpisniku zavedena. A nakonec znak
~ vyjadfuje, ze proménné spliiuje néjaky predpoklad. Jaké predpoklady proménna spliuje
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pritom zjistime piikazem about, ptipadné zdpisem proménné a po kliknuti pravym tlacit-
kem mysi zvolenim What Assumptions z kontextové nabidky. V zobrazeném piikladu
na obrazku 5.19 je predpoklad celoc¢iselnosti proménné prebytecny.

solve (sin(x) =eos(x))

1z
4

solve(sin(x) =cos(x), AllSolutions )
1
Ttz
abaut( _Z2)

originally 22, renamed &Z2~:
is assumed to be: integer

list assumptions

T2 | Z2~uinteger}

Obrazek 5.19: Zobrazeni vSech FeSeni rovnice.

Solve(x4 —2x7 4 2=0)
RoorOf(_Z4 —2 _23 + 2, index=1 ), RoorOf(_Z4 -2 _23 + 2, index =2),
RoorOf(_Z4 -2 _Z3 +2, ma’ex=3), RoorOf(_Z4 -2 _Z3 +2, ma’ex=4)

allvalues({%})
1

1

1 1
—Ja+21, -+ 1
VAt

evalf(%)
{-0.5290855140 — 0.7429341339 I, - 0.5290855140 + 0.74293413359 1,

1.529085514 — 0.2570658641 1, 1.529085514 + 0.2570658641 I}

Obrazek 5.20: Tvar zobrazeni FeSeni rovnice.

Déle muize piikaz solve zobrazit vysledek se strukturou RootOf vyjadiujici kofen (tj.
feSeni) rovnice v nevyhodnoceném tvaru. Regeni pak vyhodnotime bud piikazem allvalues
(pro symbolické vyjadreni), nebo piikazem evalf (pro numerické vyjadieni) — obrazek
5.20. Vedle ptikaz mtzeme téz vyuzit pravého tlacitka mysi, zvolit z kontextové nabidky
polozku All Values (pro symbolické vyjadieni) a ziskany vysledek pfevést na numerickou
hodnotu zvolenim Approximate > 10 (pro 10 platnych mist) z kontextové nabidky.

Symboly _Z ve struktufe RootOf nyni nepfedstavuji celo¢iselnou proménnou (nebot
za pismenem Z nenasleduje ¢islo), nybrz proménnou libovolnou (tj. i komplexni). Struktura
RootOf z obrazku 5.20 tedy zastupuje kofen rovnice 24 —2- 23 +2 = 0.

Systém Maple po zadani prikazu vypise zpravidla pouze Teseni, pfipadné chybovéa hla-
Seni ¢i varovani. U pfikazu solve (a nejen u néj) toto chovani zpusobuje ,prazdny vypis*
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Solve(x2 < 0)
infolevel [salve] =1

Solve(XE{O)
solve: Warning: no solutions found

Obrazek 5.21: Proménnd infolevel a ,prazdny vypis“ ptikazu solve.

solve({x +y=2,x —y=0})

{x=1y=1}
infolevel[salve] =1
solve({x +y=2,x —y=0})
Linear: # equations 2

{x=1,y=1}

infolevel| safve | == 3 :

solve({x +y=2,x —y=10})

Linear: # equations 2

Rational: # equations 2

Rational: 2 equations solwved, rank: 2

{x=1,y=1}

infolevel[ salve] == 5:

solve({x +y=2,x —y=0})

Linear: # equations 2

Rational: # equations 2

Rational: # equations 1

Rational: # equations 0O

Rational: backsubstitution at: 2
Rational: backsubstitution at: 1
Rational: 2 equations solwved, rank: 2

{x=1,y=1}

Obréazek 5.22: Proménna infolevel a piikaz solve.

v pripadé, ze Maple zadné feseni nenasel. Pro vypis podrobnéjsich informaci o pribéhu
vyhodnoceni piikazu a vysledcich slouzi proménné infolevel. MiZeme ji nastavit bud
pro kazdy prikaz samostatné, pficemz do hranatych zavorek za proménnou vlozime nazev
prislusného pfikazu, nebo ji nastavime vSem prikaztim soucasné na stejnou hodnotu uve-
denim slova all do hranatych zavorek. Proménna miize nabyvat hodnot 1, 2, ..., 5. Cim
vy$s8i hodnota je prifazena v proménné infolevel, tim vice informaci o vyhodnoceni pri-
kazu obdrzime. Standardné neni proménné nastavena na zZadnou hodnotu, coz v podstaté
odpovidé nastaveni proménné na hodnotu 0. Pouziti proménné infolevel dokumentuji
obrazky 5.21 a 5.22.
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5.4.5 Baliky

Knihovna ptikazli jazyka Maple je rozdé€lena na hlavni knihovnu a tzv. baliky. Piikazy, s
nimiz jsme se doposud setkali, patii do hlavni knihovny, a mizeme je tak pouzivat ihned
po spusténi systému. Naproti tomu vétsina prikaz nalezi do balikt, které musime pred
pouzitim pFislusného prikazu bud naéist do dokumentu pomoci pfikazu with, nebo zadat
pfikaz spolu s nazvem baliku. Nacteni baliku pomoci pfikazu with umozni pouzivani
vSech prikaz z pfislusného baliku. Naopak zadani pfikazu spolu s ndzvem baliku je nutné
provadét pti kazdém pouziti jakéhokoli pfikazu v pfipadé, ze balik nenacteme (piikazem
with). Budeme (v pfipadé potieby) vidy nacitat cely balik prikazi®.

Napriklad prikazy pro praci s vektory a maticemi nalezi do baliku LinearAlgebra.
Jestlize chceme tedy pouzit prikaz Eigenvalues pro nalezeni vlastnich ¢isel matice, na-
¢teme nejprve balik LinearAlgebra, jak dokumentuje obrazek 5.23.

1 2 1
Matice:=| 6 -1 0
-1 -2 -1

with( LinearAlgebra)

Eigenvalues (Matice)

Obrazek 5.23: Pouziti baliku.

Jednotky

Préci s jednotkami umoziuje balik Units. Pfi viypoctech tak nemusime pracovat jen s ¢isly,
ale mizeme jim prirazovat i jednotky. K vlozeni jednotek do zapisniku vyuzijeme palety
Units. Obrazek 5.24 ilustruje pouziti jednotek pfi vypoctu gravitaéni sily pisobici v
tihovém poli Zemé (tj. gravitaéni zrychleni je rovno piiblizné 9.81 ms~2) na téleso o
hmotnosti 10 kg. Vidime, ze Maple umi jednotky také zjednodusovat (resp. upravovat na
jiny tvar). Ke zjednodusSeni vyrazi pfitom slouzi ptikaz simplify (viz déle).

Maple rozpoznava jednotky rtznych soustav a velikosti, s nimiz umi pracovat a vza-
jemné je prevadét. K prevodu jednotek je k dispozici specialni nastroj zvany Units Cal-
culator. Spustit jej mizeme z hlavniho menu pres Tools > Assistants > Units Cal-
culator..., ukdzku poskytuje obrazek 5.25.

Pokud chceme pouzit jednotku, ktera neni v paleté Units, mtZeme si ji vytvorit sami
tak, ze pfriddme jednotku s nazvem unit a nizev prepiSeme. V systému Maple 13 je
implementovano celkem 568 jednotek (tzn. v paleté Units je pouze nékolik vybranych).

5Kromé pojmu balik se v ¢edtiné pouziva také termin knihovna.
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Fi= Ioﬂkg]]-Q.SI%

98.10 kgl [=]
IsT?

simplify (%)
98.10 [M]

Obrézek 5.24: Pouziti jednotek.

Védecké konstanty

Balik ScientificConstants poskytuje hodnoty fyzikalnich konstant a chemickych vlast-
nosti latek spolu s jednotkami a neurcitostmi v téchto hodnotach. Prikazem GetConstant
zobrazime informace o dané konstanté, viz obréazek 5.26 pro gravitacni zrychleni v tthovém
poli Zemé a Newtonovu gravita¢ni konstantu.

Piikazem GetValue ziskame (pouze) numerickou hodnotu konstanty, piikazem Get-
Unit (pouze) jednotku — obréazek 5.27.

-
“a“IESOft Units Calculator

— __

Convert between over 500 units of measurement. See Units help index for details.

First, select a dimension from the drop-down box. Then select the units to convert from and to.
Click the "Perform Unit Conversion" button. The "Convert Back" button converts in the
opposite direction.

Convert: I*© Result: |3-048000000
From: [feet (ft) =l To: [meters (m) =]
Dimension: length ]

Perform Unit Conversion | Convert Back |

Obrazek 5.25: Units Calculator.
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with ( Scientific Consiants ) :

GetCanstant('g")

standard_accelerarion_of gravity, symbol =g, value = 9.80665, uncertainty =0, units = %
s

GetConstant ('G")

Newtanian_constant_of gravitation, symbol = G, value =6.673 10'11, wncertainty = 1.0 10'13,
3

LitE = 2
kgs

Obrazek 5.26: Pouziti baliku ScientificConstants.

g 1= GetValue( Constant('g') ) - GetUnit ( Constant('g') )

9.80665 H%
oy

m o= 10kg]:

F=m-g
F=98.06650 [[iz] H%
&

simplify (%) -
F=98.06650 ]

Obrazek 5.27: Prace s védeckymi konstantami.

5.5 Funkce

Definovat funkci muzeme rtiznymi zpusoby. Pfi zadavani (pouze) na klavesnici napiseme
nazev funkce, symbol pro pfifazeni (:=), argument funkce, Sipku vpravo a funkéni ptredpis.
Sipku piitom vytvoiime jako poml¢ku nasledovanou uzavirajici lomenou zévorkou (symbol
,Veétsi nez“). Chceme-li tedy vytvoiit funkci f(x) = 22, zapiseme do zapisniku piikaz
fi=x->x"2.

Pro zjednoduSeni mizeme vyuzit palet. Bud je mozné pii vytvareni prikazu pouzit
Sipku z palety Arrows, nebo miZeme vzit celou Sablonu ptikazu vytvoreni funkce z pa-
lety Expression a modifikovat v ni pozadované symboly. Vytvaret pfitom miizeme funkce
libovolného poctu proménnych. V prostiedi Standard Worksheet (s nimz celou dobu pra-
cujeme) muzeme funkci vytvorit téz zapisem bez Sipky: f (x) :=x"2.

Po odkliknuti piikazu musime v nasledné zobrazeném vyskakujicim okénku potvrdit,
ze se jednd o definici funkce. Funkéni hodnotu definované funkce v daném bodé ziskame
zapisem nazvu funkce spolu s hodnotami parametri v zavorce (nemusime pfitom zadavat
pouze numerické hodnoty).

Dilezité je rozeznavat funkce od vyrazi. Jestlize vytvorime vyraz, napiiklad x~2, a pfi-
fadime jej k néjaké proménné, napt. g, jedna se stale pouze o vyraz. Hodnotu g pro z =5
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f:: x—>x2

g=(xy) = xy
(x,y)—=xy

b= ((I, ba Cy d, é‘} — q-b-c +d€
(aabacadae}_)abﬁ""dé‘

z(x) ==x
x—xt
(3)
25
z(5)
25
g(2,a+3)
2a+6
h(1,2,3,4,5)
26
Obréazek 5.28: Definice funkce.
f:: =y
x—xt
2
gi=x
x2
(3)
25
g(3)
Jc|{5]l2
eval (g, x=135)
25
X
X
xi=35
5
g
25
/()
25

Obrazek 5.29: Rozdil mezi funkci a vyrazem.

nemuzeme proto urcit jako funkéni hodnotu v bodé 5, ale musime pouzit vyhodnocovaciho
ptikazu eval, pfipadné do x pritadit hodnotu 5, viz obrazek 5.29.
Funkce (i vyrazy) mizeme téz definovat po ¢astech pomoci piikazu piecewise. Argu-
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= x—piecewise(x < 0,-1,x=0,0,1
F
x—piecewise(x < 0, -1,x=0,0,1)

-1
1]
1

2 1= x—piecewise(x < 0,-x, undefined)
x—piecewise (x < 0, —x, undefined)

72(-8)

g
/2(4)

undefined
_ 0 X<
gx) = 1 X228
x—piecewise(x < |, 0, T < x, 1)

g(0)

0
g(3)

0
g(4)

1

Obrazek 5.30: Funkce definovana po c¢astech.

menty v zavorce signalizuji vZzdy nejprve interval nasledovany funkéni hodnotou na tomto
intervalu. Posledni interval jiz zapisovat nemusime, stac¢i funkéni hodnota, Maple ji doplni
ve zbyvajici mnoziné zatim nedefinovanych bodid. Je mozné téz sestrojit funkci, ktera je
definovana pouze na libovolné podmnoziné realnych ¢isel. Pokud mé funkce definovana po
¢astech pouze dva rtzné predpisy, mizeme k jejimu vytvoreni vyuzit symbolu oteviené
slozené zavorky z palety Expression.

5.6 Kresleni a animace

Interaktivni prostfedi Standard worksheet nabizi hned nékolik moznosti k vykresleni grafu
funkce. Nejrychlejsi a zfejmé nejjednodussi je zadat do zapisniku vyraz z funkéniho pred-
pisu, kliknout na néj pravym tla¢itkem mysi a z kontextové nabidky zvolit Plots > 2-D
Plot (v pfipadé funkci jedné proménné). Zvolenim Plots > 3-D Plot z kontextové na-
bidky spolu se specifikaci proménnych zobrazime funkce dvou proménnych.

Dale miizeme vyuzit pomocnik Plot Builder, a to dvéma zptsoby. Bud opét za-
piSeme do dokumentu vyraz z funkéniho predpisu, klikneme pravym tlacitkem mySi a
zvolime Plots > Plot Builder, nebo zamifime do hlavniho menu a vybereme Tools
> Assistants > Plot Builder... . V prvnim pfipadé se objevi okénko Interactive
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Plot Builder (obrazek 5.31), v némz upfesnime typ vykresleni. Pokud uvazujeme funkci
jedné proménné, obvyklou volbou je 2-D Plot. Mazeme vsak volit i jiné jako naptiklad
vykresleni v polarnich soufadnicich (2-D polar plot). Obdobné je tomu u trojrozmeér-
ného vykreslovani funkci dvou proménnych. Kliknutim na tlacitko Plot graf zobrazime v
dokumentu.

EL3 Interactive Plot Builder: Select Plok Type |

Select Plot Type and Functions

h Edit Functions |

Select Plok

2-D polar plat

3-0 confarmal plot of a complex-valued Function
2-0 confaorrial plot of & complex-valued Function
2-0 complex plot

3-D complex plot

Select Wariable Purposes, Ranges, and Plot Options
|>< axis Ix vl f-10 R T
Options | Preview |

On 'Plot' return plat command o

Cancel |

Obrazek 5.31: Zvoleni typu vykresleni v Plot Builder.

V druhém pripadé, kdy Plot Builder vyvolame z hlavniho menu, se ndm objevi
okénko (viz obrazek 5.32), do néjz zadame vyraz z predpisu funkce, kterou chceme zobrazit
(zadéni ndm umozni tlacitka Add, resp. Edit), a proménné (pokud vyraz obsahuje pouze
proménné, systém je vyplni sdm). Kliknutim na tlac¢itko OK pfejdeme do jiz zndmého
okénka pro zvoleni typu vykresleni (obrazek 5.31).

Nakonec méame moznost k vykresleni grafu funkce pouzit prikaz plot v pripadé funkce
jedné proménné a piikaz plot3d pro funkci dvou proménnych. Prikazu plot3d musime
zadat i rozsahy hodnot, kterych mohou proménné nabyvat. Pfi trojrozmérném vykres-
lovéni se graf standardné zobrazuje bez soufadnych os (obrézek 5.33). Obéma piikaziim
(plot, plot3d) muZeme na vykresleni zadavat jak funkce, tak vyrazy.

P1i vykreslovani je k dispozici nékolik atributi, které méni podobu grafu. Opét je
nékolik moznosti, jak atributy zadavat. Pti pouziti pomocnika Plot Builder se v okénku
Interactive Plot Builder (obréazek 5.31) objevuje tlacitko Options. Kliknutim na toto
tla¢itko pfejdeme na okénko (viz obrazek 5.34) umoznujici nastavit parametry vykresleni
jako jsou rozsah hodnot zavisle i nezavisle proménné, barva a styl vykreslované ktivky,
titulek grafu, legendu atd. Uzite¢né je navic tlacitko Preview umoznujici predbézné si
prohlédnout soucasny stav a nasledné pokracovat v dalsim nastavovani atribut® vykresleni
grafu.

Pfi pouziti pfikazu plot (resp. plot3d) mizeme totéz provést specifikaci nepovinnych
parametri jako jsou thickness pro tloustku kfivky, color pro jeji barvu, discont pro
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£ Interactive Plot Builder: Specify Expressions |

File

— Expressions

Add
Edit:

Remowve |

— Wariables

Add

Remove |

Obrazek 5.32: Okénko pro zadani vyrazu z pfedpisu funkce a proménnych v Plot Buil-

deru.

]
20
éi

]
20
éi

20

Obrazek 5.33: Vykresleni graft pomoci kontextové nabidky a piikazi plot, plot3d.

zobrazeni nespojitosti, labels pro popisky os, legend pro tvar legendy u obrazku, axes
pro nastaveni souradych os a dalsi. Ukazku pouziti prikazu plot s nastavenim nékterych

nepovinnych parametrt nabizi obrazek 5.35.
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ﬂ
>~

Yariables Label  Orientation
% I-ID to IlD Ix IhorizontalLI
Rangs from | ta | [ [Rorizartal > |
~Shyle ~Title

IdeFauIt vl I
e [rmes =|f10 LILIL'
IdeFauIt L”defaultll ~Caption

~Symbal I
IdeFauIt v”m vl ITimes v”m vl B | I |
~Color ~Miscellaneous

IRed 'l Resolution IZDD 'I
Custom ||I| Adaptive Plokting

—Aves Find Discontinuities

Inormal vl Advanced Settings | Murnber of Points 50
ITimes v“lD vl B | I | Fill tor x-axis -

Wi ~Coordinate System

Constrained Scaling I Icartesian - l
Prewview | Flot: I Command | Back | Reset | Caneel |

<l

.

4

Obrazek 5.34: Okénko Plot Builderu pro nastaveni parametru grafu.

pior(xQ, x=-5 .35, color =blue, thickness =35, legend
="Graf funkee x"2", [abels = [ "x", "y" ])
5
0
15
¥
10
5 4
4 2 o 1 4
X

Obrazek 5.35: Vykresleni grafu pfi specifikaci nékterych nepovinnych parametri.

I u vytvoreného grafu lze upravovat jeho vzhled. Jednak muizeme na graf kliknout
pravym tlacitkem mysi a z kontextové nabidky vybirat vlastnosti grafu, které jsme mohli
meénit jiz diive, nebo mizeme vyuzit kontextové listy tésné nad dokumentem. Po kliknuti
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E'I;’ Interactive Plot Builder: Specify Expressions

=
File
~ Expressions
A*sindx) Add
Edit
Remove
— variables
A add
%
Rernoyve
K | ik |

Obrazek 5.36: Zadani vyrazu z predpisu funkce v Plot Builderu.

[;} Interactive Plot Builder: Select Plot Type

X
—Select Plok Type and Function:
- et Funcions |

—Select Plat

polar plot

3-D conformal plot of a complesx-valued Function
2-D conformal plot of a comples-valued Function
2-D complex plot
3-D complex plat

—Select Wariable Purposes, Ranges, and Plat Cption:

I.amimar,iom Parameter
Cptions | Preview |

On Plot’ return plok command

o

r

|

Obrazek 5.37: Zvoleni druhu vykresleni (animace) v Plot Builder.

levym tla¢itkem mysi na graf se ve zminéné listé zobrazi néstroje skupiny nazvané Plot.
K dispozici je téz skupina s nazvem Drawing. Nastroje v téchto skupinach umoznuji do
hotového grafu pridavat text, kreslit, ¢i jinak upravovat.
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V systému Maple mizeme téz vytvaret animace. Animace se sklddd z nékolika grafi,
které jsou po spusténi zobrazené v sekvenci za sebou. Vytvorime ji bud piikazem animate
z baliku plots, nebo pomoci Plot Builder. Obrazky 5.36 a 5.37 ukazuji nastaveni Plot
Builder pro vytvofeni animace, obrazek 5.38 ilustruje tentyz priklad na pouziti piikazu
animate.

with (plots)
antmate (| plot, [A*sin(x),x=-10.10],A=0.2)
A=2.0000
N 27 N\ fa
‘." '.‘ ‘." "'. /
II I| |I ‘I I‘ 1
[ 1 |
| |I II 19 'I‘ ||‘ ‘I
\ l‘I | ‘I II\ [ |
\ | \ | | | |
| [ \ | |
AN N N AN SN S
T T T !
-1d| IEREE ER 10
\ [ | Il LR |
| I I \
‘I'. [ ‘I'. -1 \ |
| | |II "| II‘
v U, \/

Obrazek 5.38: Animace vytvorend prikazem animate.

Ukonceni Plot Builderu, resp. provedeni prikazu, umisti do dokumentu ,prazdny*
graf. Kliknutim na néj zobrazime skupinu nastroji v kontextové listé s nazvem Ani-
mation. Pomoci téchto nastroji muzeme animaci spustit, zménit jeji rychlost, podivat se
na libovolny snimek animace atd.

Animace muZeme upravovat stejné jako grafy (vytvorené piikazy plots, plots3d),
tj. ménit tloustku, barvu a druh k¥ivky, soufadné osy, legendu apod. Navic mame k dip-
sozici nékolik nepovinnych parametrd, diky nimz mutZeme napiiklad urfit pocet grafu,
z nichz se animace sklada, nebo kolik grafii ma zistat trvale zobrazenych (po spusténi
animace).

5.7 Prace s neurcditostmi

Pro praci s neurcitostmi nabizi systém Maple nékolik nastroji. Jejich pouziti zavisi zpra-
vidla na mnozstvi informace, kterou mame.

5.7.1 Intervalova aritmetika

V piipadé, ze zname pouze velikost (intervalu) neurcitosti, vyuzivame intervalové aritme-
tiky implementované v baliku Tolerances. Proménné (resp. konstanty) definujeme spolu
s intervalem chyby (neur¢itosti) pomoci symbolu &+— a pracujeme s nimi jako s ,oby-
¢ejnymi“ proménnymi (resp. konstantami), viz obrazek 5.39.
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with ( Talerances)
a:=35&+-0.05

5.00 + 0.0500
bi=2&+- 003

2.00 £+ 0.0300
a+b

7.00 + 0.0800
a-b

10.0 + 0.250

2

a—3b+1

20.0 + 0.590

Obrazek 5.39: Intervalova aritmetika s balikem Tolerances.

with ( ScientificErrordnalysis) :

a = Cuantity (5, 0.05)

Chiantity (5, 0.05)
b= Cuantity(2, 0.03)

Cuantity (2, 0.03)

combine(a + b, errars)
Charatity (7., 0.05830951895)

combine(a-b, errars)
Cuenntity (10., 0.1802775638)

combx’ne(cz2 —3-5+1, errors)
Cuantity (20., 0.5080354318)

SetCorrelation (a, b, 1)

combine(a + b, errors)
Ouantity (7., 0.08000000000 )

combine(a-b, errars)

Cuaritity (10., 0.2500000000)

SetCorrelation (a, b,-0.5)

combine(a + b, errors)
Ouantity (7., 0.04358898944 )

combine(a-b, errors)
Cheantity (10., 0.1322875656 )

Obrazek 5.40: Prace s balikem ScientificErrorAnalysis.
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5.7.2 Scientific Error Analysis

Balik ScientificError Analysis umoznuje pracovat s veli¢inami, které maji néjakou stfedni
hodnotu a pfifazenou neurcitost (resp. chybu). Na rozdil od intervalové aritmetiky je nyni
interval neurcitosti prokladan normalnim rozlozenim hodnot se stfedni hodnotou ve stredu
intervalu a smérodatnou odchylkou rovnou délce poloviny intervalu. Navic je mozné pri-
fazovat veli¢indm korelaci (linedrni zévislost) mezi sebou. Veli¢iny definujeme piikazem
Quantity, propagaci chyb danym vyrazem uréime prikazem combine, korelaci nasta-
vime ptikazem SetCorrelation. Ilustraci poskytuje obrazek 5.40.

5.7.3 Fuzzy Sets Toolbox

Toolbox FuzzySets neni standardni soucasti systému Maple, a je nutné jej dokoupit.
Po instalaci funguje jako klasicky balik pfikazi, ktery umoznuje vyuzivat fuzzy logiku a
konstruovat a pouzivat fuzzy mnoziny. Fuzzy mnozina miZe byt definovina obecné na
libovolné mnoziné objekti U, je vSak mozné (a ¢asto vhodné) omezit balik FuzzySets
pouze na mnozinu realnych ¢isel. K dispozici je nékolik konstruktort fuzzy mnozin, pfi-
¢emz ten nejuniverzalnéjsi je témér totozny s prikazem piecewise pro tvorbu po ¢astech
definovanych funkci.

with ( Fizzy Sets [ RealDomain]) : Fz2 i= FuzzySet(x €3,0,x € 2 +¢, In(x — 2),
<4 +e, 1, -i+4+e
Fz=A(1,2,3) * L@ . ) -
[
0 r=1 \
In(r—2) r=2+e
r—1 rel2 )
1 r=4d+e
-r+3 r<3 e
0 atherwise ¢ atherwise

plot(Fz2, 0..15, thickness =3)

plot(Fz, 0.4, thickness =3) 1

0,5 1
0,2+ 0,3
0,7 1
0.6 —- 0,6
0,5+
0,4
1 0,4+
0,3
0,2 1
4 0,2
0,1+
] f . } )
] 1 2 3 4 0 : . ,
r ] 5 10 15

Obrazek 5.41: Konstrukce fuzzy mnoziny a jeji zobrazeni.

Obrazek 5.41 ilustruje nacteni baliku FuzzySets s omezenim na mnozinu realnych
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¢isel a konstrukei dvou rtiznych fuzzy mnozin s naslednym vykreslenim jejich funkei pii-
slusnosti. V prvnim piipadé (vlevo) je pouzit konstruktor A vytvarejici fuzzy mnozinu s
funkci prislusnosti, jejiz tvar odpovida tomuto feckému pismenu. Napravo je fuzzy mnozina
vytvofena pomoci obecného konstruktoru (ktery je analogicky k pfikazu piecewise).

plot( [ Fz, Fz2, Fz union Fz2 ], 0..15, thickness |plot( [ Fz, Fz2, Fz intersect Fz2 ], 0..15, thickness
=[1,1, 3], color= [ green, blue, red]) =[1,1, 3], colar= [ green, blue, red])
14 14

0,34 ﬂ 03

0,64
064

0,4
0.4

024
0.2

Obrazek 5.42: Zobrazeni sjednoceni a priniku fuzzy mnozin.

S fuzzy mnozinami miizeme provadét mnozinové operace. Na obrazku 5.42 jsou vyzna-
¢eny operace sjednoceni (vlevo) a prunik (vpravo) pravé vytvorenych mnozin. K dispozici
pritom méme i dal$i mnozinové operace jako jsou odeéitdni mnozin, komplement mno-
ziny (v univerzu) a dalsi. Ukdzku komplementu fuzzy mnoziny pfedstavuje obrazek 5.43.
Na obrazich 5.42, 5.43 jsou vzdy vykresleny funkce prislusnosti pivodnich mnozin i téch
vyslednych (po aplikaci dané operace). Vysledné mnoziny jsou zndzornény tlustou ¢arou.

Balik FuzzySets poskytuje téz prostiedky tzv. defuzzifikace, tedy prifazeni Ciselné
hodnoty dané fuzzy mnoziné. Standardni proces defuzzifikace ptifadi fuzzy mnoziné jeji
doménu realnych c¢isel je k dispozici jesté metoda hledajici median funkce piislusnosti
(specifikuje se pomoci atributu method=area), viz obrazek 5.44.
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plat( [ Fz, Complement(Fz) ], 0..5, thickness =1, 3],
color=[green, red])

1_
0,8
0,6
0,4
0,2

1] T T T T 1

0 1 2 3 4 3

b

Obrazek 5.43: Komplement fuzzy mnoziny.

Defizzify ( Fz)
2
Defuzzify ( Fz2)
-4
9 1 2 1 N 1 N 4+e | e
?+?e +?(4+ej—?(2+ej+e [ I +
e4 +e e—4
34— —
e
evalf (%)
5.813027376
Defuzzify ( Fz, method = area)
2.000000000
Defizzify ( Fz2, methad = area)
5.718281828

Obrazek 5.44: Defuzzifikace.
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5.7.4 Statistics pro neurcitost

Pro praci s nastroji matematické statistiky a analyzy dat je urcen balik Statistics. Na-
bizi Sirokou skalu pfikaz®, mezi nimiz jsou i pfikazy pro vytvafeni ndhodnych velicin
mnoha riznych pravdépodobnostnich rozlozeni a praci s nimi. Z pohledu neurcitosti se
zaméime praveé na generovani ndhodnych veli¢in, které vyuzivame p¥i Monte Carlo simu-
lacich. Na obrazku 5.45 mizeme vidét nacteni baliku Statistics a baliku plots, ktery
potfebujeme k pouziti prikazu display. Definujeme ndhodnou veli¢inu s lognorméalnim
rozlozenim pravdépodobnosti (se stfedni hodnotou 1340 a smérodatnou odchylkou rovnou
0.6) a vykreslime jeji hustotu. Nésledné vygerujeme 10 realizaci této veli¢iny, kterym pii-
fadime pfikazem Rank poradi (od nejmensi hodnoty). Poté vygenerujeme 1000 realizaci
definované ndhodné veli¢iny, opét vykreslime jeji hustotu, tentokrat spolu s histogramem
vygenerovanych hodnot. Piikazy Mean a Variance urc¢ime stiedni hodnotu a rozptyl
vygenerovanych hodnot.

with ( Statistics ) : Vygenerovani 10000 realizaci definovane nahodné veliciny
with(plots) : Th_sample = Sample( Th, 10000)
I.. 10000 Vectar,
Definice nahodné veliciny
Th = RandomVariahie ( Loghormal (In(1340), 0.6)) Data Type: float,

A Starage: rectangular

Vykreslem pravdépodobnosiniho rozlozeni hodnot Order: Fortran_order

plot(PDF(Th,x), x=0..8000, thickness =3)
Pravdépodobnosini rozlozeni spolu s histogramem
0,00054 display ([plot( PDF(Th, x), x = 0..8000, thickness =3,
Histogram ( Th_sampie) ])

0,0006

10,0004
10,0003
10,0005

00002 ] 10,0004

0,0001 4 0,003

04
01000 3000 5000 2000 .00

x 0,0001

0
01000 3000 3000 7000 9000
X

Vygenerovani 10 realizaci definované nahodné veliciny
Th_sample = Sample( Th, 10)
[1291.74658,1033.77447, 937.85978, 546.49109, 986.79803,

Stiedni hodnota
1531.45303, 2846.89159, 535.20094, 723.81625, Mean( Th_sample)
129874874 ] - 1595.035759
Rozptyl
Poradi vygenerovanyh hodnot Variance ( Th_sample)
Rank(%) 1.094681903 10°

[75425910138]

Obrazek 5.45: Prace s balikem Statistics.
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5.8 Zaklady programovani

Doposud jsme vykonavali piikazy jednotlivé. Systém Maple obsahuje téz programovaci
jazyk, ktery umoznuje vytvareni slozitéjsich programovych konstrukei.

5.8.1 Podminény prikaz if

Syntax:
if podminkal  then  prikazyl
elif podminka?2 then  prikazy2
elif podminka3 then  prikazy3
else  prikazyN
end if

Jak miizeme vidét na obrazku 5.46, v podminéném piikazu nemusi byt pouzity vSechny
prvky uvedené vyse. Podminku tvorfi vzdy vyraz, u néjz je mozné rozhodnout, zda je
pravdivy, ¢i nikoliv. Ptikazi, které se maji provést pfi splnéni podminky, miize byt vice.
Od sebe je oddélime strednikem, pfipadné dvojteckou.

Pri vytvéareni prikazu na vice fadkt pouzijeme k pfechodu mezi rddky soucasného
stisknuti klaves Shift a Enter. Stisk samotné klavesy Enter by zptisobil vyhodnoceni
rozepsaného piikazu.

3 3

if A<5 then print("A je meniinc? pét.") endif
"A je mendi neZ pét." if (A<5amdB<35)

then print("A 1B jsou mensi neZ pét.")

A=6
b elif (A<3andB>=35)

then primt("A je mensi nez pét, B je vEétsi nebo rovno péh.”)

if A<35 thenprint("A je mendineZ pét.")
else print("A je vEtsi nebo rovno péti.") elif (A= 5and B < 5)

end if then print("A je mensi neZ pét, B je véisi nebo rovno p&t.”)

"A je vEtsi nebo rovno pén.”

else primt("A 1B jsou vEétsi nebo rovay péh.")

if A=6 then B:=7,C:=8,EF:=156.89 endif

T end if

8
156.89

"A je menéi neZ pét, B je vERi nebo rovno pén”

Obréazek 5.46: Pouziti podminéného prikazu if.
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5.8.2 Cyklus for
Syntax 1:

for iterator from  pocatek by prirustek to konec do prikazy
end do

Syntax 2:
for promenna in wyraz do prikazy end do

Na piikladech (obrézek 5.47) opét vidime, Ze nemusime vyuzit vSech prvka obecné
syntaxe prikazu. Zejména pokud neuvedeme prirustek, bude system pracovat s hodnotou
prirustku rovnou jedne. Ptikazi, které se maji v jednom priichodu cyklem provést, miize
byt opét vice (a musi byt od sebe oddéleny stfednikem, ¢i dvojteckou).

for i from 1 to 5 do print(#) enddo for i from 10 by -1 to 3 deo
1 if fsprime(7) thenprint(i)
4 end if
end do
? 7
16
23 3

for ;: from 1 by 3 to 10 de prmr(x'z) end do | gozpom = [22,97, 222, 397, 622]

1 [22,97,222,397, 622
16
49 for i in seznam do prmr(\/?) end do
100 3
10
15
20
25

Obrazek 5.47: Pouziti cyklu for.

5.8.3 Cyklus while

Syntax:
while podminka do prikazy end do

Na obréazku 5.48 je pomoci cyklu while ¢islo 112 celociselné délené dvéma, dokud je
zbytek po déleni rovny nule (zbytek po déleni uré¢ime piikazem irem).
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x =112
112

while 1rem(x,2)=0 deo x:=% end do

56
28
14

7

Obrazek 5.48: Pouziti cyklu while.

5.8.4 Iterativni prikazy

Maple obsahuje nékolik iterativnich prikazi, které jsou optimalizovany pro urcité specifické
operace.

Tabulka 2: Prehled iterativnich piikazt

Piikaz Funkce

seq vytvoii posloupnost

add vypocitd numericky soucet

mul vypocitd numericky soucin

select vypisSe operandy, které vyhovuji podmince

remove vypisSe operandy, které nevyhovuji podmince

selectremove | vypiSe zvlast operandy, které vyhovuji podmince, a operandy, které ji
nevyhovuji

map aplikuje operaci na operandy vyrazu

Zip aplikuje binarni operaci na operandy dvou seznamu ¢i vektort

Obrazek 5.49 ilustruje pouziti nékolika vybranych iterativnich ptikazi.

Seg(iz, i'=1..5) map(x—>x{2-x+3-y)
1,4,9, 186,25 a5t 49y
(2 1in[7, 11,13, 24]) 2
seq(i%, 1in [7, 11, 13,24 ] map(x—=x, [7,11,13,24])
49, 121, 169, 576 [49,121, 169, 576 ]
2.
add(l ’I=1"5) ZEP(UC:}’) _)x+y7 [13233]’ [49 5’6])
55 [5,7,9]
add (2, 1in [7, 11, 13, 24]) zip("+5 [1,2,3], [4,5,6])
915 [5,7.9]

Obrazek 5.49: Pouziti iterativnich prikazi.
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