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SIGNALY

matematické modely - priklady

v jednorazovy deterministicky signal

s(t)
[LV]

T s(t) = 10.10% V pro te(-0,5 pus; 0,5 us)
s(t)=0V pro te(0,5 us; «©)
s(t)=0V pro te{-; -0,5 us )
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SIGNALY

matematické modely - priklady

v periodicky deterministicky signal
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-?t B i BT s(t) =3 prote(0s; 10 s)

| s(t) =-3 prote(10%s;2.10° s)
Deterministicky fyzikdlni model datového signdlu.

s VneR: s(t+n.2.10) = s(t)
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Graf matematického modelu signilu
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ZAKLADNI OPERACE SE SIGNALY

vl zmeéna casového :
mé&Fitka g “/L
S(t) e S(mt)l »° -20 0 20
kde m je kladné realné T
cislo ,
) -20 0 20
m > 1 - casova komprese; .:
m < 1 - ¢asova expanze 7‘/\
. V . 9° -20 0 20
m = 1 - nic se nedeje —

Zména tasového méfitka: a) plivodni signal;
b) stlageny signdl, m = 2; <) roztaZeny signil, m = 0,5.
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ZAKLADNI OPERACE SE SIGNALY

v posunuti v case A
T 1 \—‘A/\/\AA
a)?

s(t) ~ s(t+1), e

t je redlné, od nuly rizné | J
Cislo; oL

t > 0 - zpozdéni f, A/\W
C)O ~20 0 20

—_—
Posunuti v ¢ase:; a) pivodni signal s(¢), b) signal s(t - 10),
c) signdl s(t + 10).
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ZAKLADNI OPERACE SE SIGNALY

v obraceni (inverze) _
casoveé osy |
a)o -20 0 20
s(t) ~ s(-t), K L
b)o -20 0 20
) MJ\
C)o ~20 0 20

—-t

Reversace s translaci: a) signdl s(1), b) signal obraceny, s(-1),
¢) signal obriceny i posunuty, s(10 - r).
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PERIODICKE SIGNALY

v pro prubé&h periodického signalu plati vztah
s(t+nT) = s(t), prot 0, T)

kde n je celé Cislo a T nazyvame periodou (T je
nejmensi kladné cCislo, pro které vyse uvedeny
vztah plati)
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HARMONICKY SIGNAL

v harmonicky signal je definovan funkci
s(t) = C,.cos(w,t + ®,),
kde
C,>0 je amplituda harmonickeho signalu
w; >0 je uhlovy kmitocet h.s.
P, je pocatecni faze, tj. faze v Case t=0
w,t + ¢, je faze harmonického signalu

Perioda harmonického signalu je dana vztahem
Tl —_ 27-[/(1)1 ' s;t)
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HARMONICKY SIGNAL

v dalsi definice

s(t) = Re{S(t)} = Re{C;.exp[j(w:t + ®;)1}

(vyplyva z Eulerovych vztahu)

© Institut biostatistiky a analyz



HARMONICKY SIGNAL

kupodivu lze pouzit i vztah

s(t) = Re{C;.exp[i(-w;t - @)1} = Re{S*(t)}

pozor !!! pozor
- zaporny kmitocet - ale funguje to




HARMONICKY SIGNAL

Protoze plati
s(t) = Re{S(t)} = Re{S*(t)} a Im{S(t)} = -Im{S*(t)}
je i
s(t) = ¥2.{S(t) + S*(t)}
s(t) = V2.{Ciexp(jp,).exp(jw.t)} +
+ 2.{Cexp(-j®,).exp(-jw,t)}

Oznacime-li

c; = ¥2.Ciexp(jp;) a c; = Y2.Ciexp(-jP,)
je
s(t) = ci.exp(jw;t) + c;.exp[j(-wq)t]
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HARMONICKY SIGNAL




HARMONICKY SIGNAL

| trlparametrlcky harmomcky signal Ize graficky
vyjadrit pomoci dvou bodu v rovinach

amplituda x uhlovy kmitocet a pocatecni faze x
uhlovy kmitocet:

C,=C(w) a ¢;=0¢(w),

C
gp
' 3 -! 1
o
] 2000%__ . 0 2000™____ .,
spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi



XZ FREKVENCNI SPEKTRUM

%

Frekvencni spektrum signalu je
vyjadreni rozlozeni amplitud a
pocatecnich fazi jednotlivych
harmonickych slozek, ze kterych se signal
sklada, v zavislosti na frekvenci.

| ZAPAMATOVAT NA VEKY !



ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY

v Fourierova analyza - snaha vyjadrit (rozlozit,
rozvinout) S|gnal jako_ soucet jednoduchych funkci
(harmonickych signalu, slozek).

v pocty techto harmonickych slozek, jejich amplitudy,
frekvence a fazové posuny charakterizuji
analyzovany signal.

v Fourierova rada
v Fourieruv integral, Fourierova transformace

v Fourierovy rady mohou byt vyjadreny bud’'v
trigonometrickém nebo komplexnim tvaru.

’ O v angy 7 . Vé 7 . 7
v zpracovavat muzeme spojite nebo diskretni signaly.
16
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TAYLORUV ROZVOJ

Necht funkce f(x) ma v okoli U(x,) bodu x, derivace az do
radu n+1 vcetne

Taylorova rada

06)_ o), “B0hix_t0), ., ko, Rl

Maclaurinova rada, tj. Taylorova rada pro x,= 0

i) 70), e, L e R0
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TAYLORUV ROZVOJ FUNKCE y = sin(x) PRO x = 0

n=1 n=
By .
"“‘ba-;: T
3 5 7 " -1
sinx=x->—+> -2 4= 3 (-1yTtLZ
3 5t 7 2o (2n—1)!
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v poznali jsme, ze funkci je mozné vyjadrit jako
mocninou radu

m jinou moznosti je vyjadrit funkci jako
trigonometrickou radu (tj. jako soucet
harmonickych signalu (funkci)).

m pomoci trigonometrickych rad Ize vyjadrit
obsahlejsi tridu funkci nez mocninnymi radami.




0.6

0.4 F

0.2F

20

© Institut biostatistiky a analyz . W




© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



© Institut biostatistiky a analyz



ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Trigonometricka rada
f0_3 . (gcasxgmm)
m uvedeny vztah muzeme psat pouze tehdy,

jestlize rada na praveé strané konverguje.

m konverguje-li rada, potom je jeji soucet
periodickou funkci proménné x s periodou 2x.




ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v kazdou periodickou funkci f(x) = f(x+kX), ktera
splnuje tzv. Dirichletovy podminky lze vyjadrit
uvedenou trigonometrickou radou, kde se
koeficienty (amplitudy) a., b, vypocitaji ze vztahd

a_“, Xicodx n_"12..

11—

b1:1“| X)simdx n_"23..
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Dirichletovy podminky

~ Funkce musi byt absolutné integrovatelna pres
jednu periodu tj. { -

+| fdi_

#Funkce musi mit na intervalu (t;t + T) konecCny
pocCet nespojitosti a konecny pocCet maxim i
minim.

m Dirichletovy podminky jsou postacujici, nikoliv
nutne.

m VSechny fyzikalné realizovatelné funkce splnuji
D.p.




ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

uvedena trigonometricka rada s koeficienty
uréenymi z vySe uvedenych vztahu se nazyva
(trigonometricka) Fourierova rada (prislusna k
funkci f).

Fourierova rada se zjednodusi, je-li funkce f licha
nebo suda.

Pro lichou funkci plati

a_ b zzgq‘(x)si md>
f(¥)_DsIn, sk, sk,

32



ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

m Pro sudou funkci plati

a._“fcomd b

f9_3 ,acos,3Cc08 ac08,

33



ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Priklad 1: Rozvinme funkci f(x) = x ve Fourierovu
radu.

Funkce f(x) je licha, a proto a, = 0. Koeficienty b,
spocCitame ze vztahu

Q_Z“-xsin>d)
=

Integraci per partes dostaneme

[ simdy_ _VCOB;_I" +1‘[ oedh_" "+



ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Koeficient b, je tedy bl_l _A +‘ﬁ

Vysledna Fourierova rada ma tvar

fx 2sim_gsitk, 3sifk ..)

YA

g y=flr)
! ! ; Y7 =—5m\21 -
'2”/1 | 29{/ il [rNx
_ ]; . WV X y,=55in3x
|

Y=4114921Y3




ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

Priklad 2: Rozvinme ve Fourierovu radu funkci

cc pro x_U
[ c pro0_x_°
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

m Funkce f(x) je licha, a proto a,, = 0. Koeficienty b,
spocitame takto

0 . _
h_ © Flmdx_fln)d)?]} | ;‘]bcom@
iV - lc —_
m Pro nsude je b, =0, pro n liché je

b, A

m \ysledna Fourierova rada ma tvar

f)_sin, 5sifk Asifik,..)
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ZVOLNA DO FOURIEROVY ANALYZY
FOURIEROVY RADY

v Zevseobecnéni pro funkce s periodou T.
Fourierova rada (prislusna k funkci f) ma tvar

f(t):% +r;“1\(a,(30|3'4|rct I_Qsin%{t

T _.

“t)COIan it n_"12..

T _.

“t)SIInlfn if n_"23..
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FOURIEROVA RADA V KOMPLEXNIM TVARU

v kazdou periodickou funkci f(t+kT)=f(t), (ktera
vyhovuje Dirichletovym podminkdm), muzeme
rozlozit ve Fourierovu radu

f)_ cen o 2/T

kde c,, jsou komplexnl’ Fourierovy koeficienty

_1 Pftenit

T/ 2

() — uhlovy kmitoCet zakladni harmonické slozky (zakladni
harmonicka);
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FOURIEROVA RADA V KOMPLEXNIM TVARU

G £ 1 P2ft)einidt

pron=0 je
G_ foft)dt,

coz je stfedni hodnota funkce f(t).

Pro realné funkce f(t) je c_= c*,.



HARMONICKA FOURIEROVA RADA

-G, Geos§ o)
kde vyraz
(LCOEN

nazyvame n-tou harmonickou slozkou signalu s(t)



PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

z(¢)




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

Pomocny vypocet:

n,) “eind

Pron=20je 1(0) = 2a

Pron#0

r, " | So_-» %80_-» - STir@
LT Do J 0 0 “ 0



PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

Sitka impulsti — J,vyska — D, perioda T

D - -
e 2-§.S\é§f12' D%S\égnazl

172, 199 . 1 D92,
q:T_TEt)eJnidtT nidt 2’ pinidt



PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO PULSU

b1 “
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a) o2 A | ld
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JEDNORAZOVE SIGNALY

jednotkovy skok (Heavisidova funkce)

G(t) U pr




JEDNORAZOVE SIGNALY

v jednotkovy impuls (Diractiv impuls) - &(t)

splnuje vztah joﬁt)ét _ ﬂt:dc)

zjednodusene:

jednotkovy impuls &(t) je velice uzky
(limitné s nulovou Sifkou) a velice (limitné
nekonecné) vysoky obdélnikovy impulz,
jehoz vyska je rovna prevracené hodnote
Sirky = mohutnost je jednotkova




FOURIEROVA TRANSFORMACE

v zavadi spektralni popis jednorazovych
(aperiodickych) signdld - muZeme jej ziskat z
Fourierovy rady limitnim prodlouzenim periody
signalu T—o

5,(¢)
}
a)
0
sh(t) ra —
b1 _'r /M
0 7 —
5(2) ° i
c) H (.
0 7. e
s(¢)
d) e 7~
0

—



FOURIEROVA TRANSFORMACE

v kmitocCet zakladni harmonické slozky
Q=2n/T
kdyz T—ow, pak Q—dw—0

Graficky to predstavuje zhustovani spektralnich ¢ar s
prodluzujici se periodou az v limitnim pripadé je
vzdalenost mezi spektralnimi carami nulova. Pro
aperiodicky signal budou spektralni ¢ary na sebe
navazovat - nQ—-w

t)_ Ge

Suma ve vySe uvedeném vztahu prechazi v integral s
mezemi od - o do .




FOURIEROVA TRANSFORMACE

G fibeinid

pro T—w je T= 2n/dw, meze integralu budou pro nekonecné
trvajici signal od - co do «. Pro T — budou rovnez
amplitudy spojitého spektra jednorazoveho impulsu
nekonecné malé. Dosadme za C, do vztahu na predchozim
obrazku
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FOURIEROVA TRANSFORMACE

O [o e 1)

~” ' Fourierova
) |
SQ) dt)e tdj transformace
Funkci S(w) nazveme spektralni funkci signalu. Ta uz
nevyjadruje skutecné zastoupeni jednotlivych

harmonickych slozek signalu, nybrz jen jejich pomerné
zastoupeni.

Oznacme

Fourierova transformace prevadi signal (funkci) s(t) z

casové domeény na funkci S(w) v kmitoCtové oblasti.



FOURIEROVA TRANSFORMACE

Pro ¢asovou funkci muzeme psat vztah

t) 1-00 eld_ zpétna Fourierova
€0_} "8 e,

transformace



FOURIEROVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

Princip superpozice (! podminka linearity ! )
S4(t) + 8,(1) ~ Sy(w) + Sy(w)
a.s(t) ~ a.S(w)

Linedrni kombinaci signall odpovida linedrni kombinace jejich
spekter

Zmena znameénka
s(-t) ~ S™(w)
Zmena meritka
s(t/a) ~a.S(aw), kdea >0




FOURIEROVA TRANSFORMACE

VLASTNOSTI

Translace funkce

s(t-t) ~ S(w).ewr
Transpozice spektra

S(w-Q) ~ s(t).e’

Konvoluce funkci

sh,s H_ post xdxS(,S(,




PRIKLADY

SPEKTRUM JEDNOTKOVEHO SKOKU

Jednotkovy skok o(t) nevyhovuje podmince absolutni
integrovatelnosti, nema Fourieruv integral.

PomUzeme si pomoci funkce A.e Pt

Pro A=1 a 3=0 je tato
funkce ekvivalentni

jednotkovému skoku. o )
Plati tedy, ze S(w)=1/ @ | ,.- e _.«_l
? | 2
li i S{w)
4 e oL v . ) : A X 0
0 N 0 1 C 2w )
a) b)



PRIKLADY

SPEKTRUM JEDNOTKOVEHO SKOKU

e s
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PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO IMPULSU

5(2) ="w
[
b s(t) = A.o(t) —A. o(t-T)
i
. . o 1
¢ S(D 4 ]_ c H\
s,(2)
! I “G.(DTA\(D »TO ' }"
’;A o — —.E— T
_.___..__--.._._.;....—.* - J I
e *‘ on W
A T - Q”(DT T __
L — pd —
U ‘-A -1 \k) ;II(DT : VCA
| ——= -
1 = U or




PRIKLADY

SPEKTRUM OBDELNIKOVEHO IMPULSU

‘Sm T D%‘l‘- -

A; T,
Prachody nulou pro : \l
| a

wT/2 = kT, k=1,2,..., \/.—\/—
resp. S x o m —eg

O Y W & T 1 AN S W NN SRR S
21TfT/2 = k'IT i 21t —= f

a tedy ¢
f=k/T
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\ 4
I? | URCITE SI ZAPAMATOVAT !

spojity periodicky signal ma diskrétni
frekvencni spektrum - pro rozklad jsme
pouzili Fourierovu radu;

spojity jednorazovy signal ma spojité
frekvencni spektrum- pro rozklad jsme
pouzili Fourierovu transformaci.

I A VEDET PROC !



