1. Pomoci ekvivalentnich a diisledkovych tprav najdéte feseni kvadratické rovnice a - z2 + b -
x + ¢ = 0. Jak vypadd feSeni pro a = 07 Navod: odectéte od levé strany rovnice vhodnou
konstantu tak, aby se dala vyjadfit jako druhd mocnina vyrazu (ax + ).

ReSeni: Za podminky a # 0 mizeme celou rovnici podélit a zavést oznaceni 2B = b/a,
C = c¢/a. Mame
a2 +b-z4+c=0/:a(a#0), 2B="b/a,C =c/a
2> +2B -2+ C =0.
Ted se potiebujeme zbavit mocniny, tedy rovnici odmocnit. Piitom ale nechceme, aby
nezndma x zustala pod odmocninou, to by feSeni neusnadnilo. Tomu se vyhneme jediné
tak, ze vyrazy obsahujici proménnou z vyjadiime jako druhou mocninu vhodného vyrazu.
Zcela konkrétné: kdybychom na levé strané rovnice méli vyraz x? + 2Bx + B? = (z + B)?,
mohli bychom jej snadno odmocnit. Nic ndm ale nebrani jej ziskat, sta¢i k obéma stranam
rovnice piicist B2 a odecist C.
2®+2-B-2+C=0/+B*-C
2?4+2.-B-x+B*=B*-C
(z+B?=B*-C/\/

r+B=4+vB2-C.

V poslednim kroku pfitom musime uvazit, ze odmocnina mé dva mozné vysledky. Déale uz
jenom odecteme B a feSeni vyjadiime pomoci puvodnich parametru a, b, c:

r=-B++vB2-C

b b2 c
= —— 2 _Z
2a 4-a2 a
b b? — 4ac
= — — i _—
* 2a 4-qa?
—b+Vb? —dac
r=——.
2a
Tim jsme ziskali vysledek znamy ze stiedoskolskych ucebnic. &

2. Cyklista jede prvnich 15 km trasy po roviné rychlosti 30 km - h=!, pak stoupa 20 minut do
kopce rychlosti 15 km - h~! a 10 minut sjizdi rychlosti 60 km - h—!. Nakreslete graf cyklistovy
rychlosti a drahy cyklistou ujeté jako funkci ¢asu. Nakreslete graf jeho rychlosti jako funkci
ujeté dréahy. Pro¢ nemé smysl kreslit graf drahy jako funkce rychlosti?

3. Nakreslete graf funkce 4sin(z — §). V grafu nezapomeiite spravné oznacit osy a zanést
pruseciky funkce s osami. (Navod: Muzete zkusit vypoéitat funkéni hodnotu v zdvislosti na
promeénné)

4. Draha urazend castici zavisi na ¢ase vztahem s(t) = a,, - t". Urcete jeji okamzitou rychlost a
jednotku veli¢iny a,, pro libovolné celé kladné n (nebo alesponn n =2, 3, 4, 5).

ReSeni: Reseni je zalozené na jednoduché tvaze. Umime spoéitat primérnou rychlost
béhem uréitého ¢asového intervalu. Cim je tento interval kratsf, tim lépe primérnd rych-
lost odpovida rychlosti okamzité (v néjakém cCasovém okamziku lezicim uvnitf intervalu).
Pro interval trvajici nulovy ¢as jsou rychlosti prumérnd a okamzitd stejné.



Pramérnou rychlost v ¢asovém intervalu pocinajicim v ¢ase t; a kon¢icim v ¢ase to spocéitame
jako drdhu urazenou za tento interval As = s(t2) — s(t1) délenou dobou trvéni intervalu
At = t2 — tli
S t2 — S tl th —t7
vp(tth):M:an 2 1
t2 - tl t2 - tl

Déle si oznacime ty = t; + At. Drédha v ¢ase t1 + At je

s(th + At) = an(t + At)".

Nésledujici krok muze byt pro nékoho matematicky ponékud obtizny - rozndsobime zdvorku
a dostaneme

n
s(ty + At) = a, Z (n> t"TH AL = a,[t" + n(AD)T 4+ O(A?))].
i

i=0
Dulezité je rozdéleni ¢lent podle exponentu u At. Mame ¢len konstantni vzhledem k At
(ant™), élen linedrni (a,n(At)t"~1) a ¢leny, v nichz At vystupuje ve vyss{ mocning, zde
souhrnné oznacené jako a,, O(At?). O(At?) nis podrobnéji nezajima, protoze nakonec bude
rovny nule.

Pro primérnou rychlost ted mame

7 4+ n(AH T+ O(AE?) — 7 n(AH) "1 + O(A?)
= Qan
At At

Up(t1,t1 + At) = an

Nynf mizeme vydélit A, pfitom podil O(At?) a At bude obsahovat éleny v At nejméné
linedrni, které si oznacime O(At).

vp(ti,t1 + At) = a, (nt" ! + O(At)).

Chceme-li nyni znat okamzitou rychlost v ¢ase t1, polozime At = 0. Tento obrat muzeme
provést az poté, co jsme vydélenim drahy a ¢asu odstranili At ze jmenovatele. Hodnota
O(At) bude za podminky At = 0 nulov.

v(t1) = vp(t1,t1 +0) = anpnt™ L.
Jednotku a,, ur¢ime nasledovné:

s = a,t"

[s] = [an][t]"
m = [a,]s"

[ap] =m-s™".

&

. Nékdy se pfi televiznim prenosu jizdy auta zda, ze se kola auta netoc¢i. Jaka muze byt rychlost
auta? Existuje vice feseni. Potfebné uidaje (rozmér kola, pocet loukoti) odhadnéte. Pokud se
u jiného auta jedouciho stejné rychle toci kola dozadu, je prumér jeho kol vétsi nebo mensi?
Navod: v televiznim vysildni se pfenasi statické zabéry s urcitou frekvenci, které oko vnima
jako pohyb. Uvazujte naptiklad o situaci, kdy se mezi dvéma zabéry kolo otoci tak, ze polohy
loukoti prekryvaji (tj. loukoté se posunou prévé o jednu pozici).



Reseni: Televizni prenos se sklddd z rychle po sobé nasledujicich statickych snfmki. Frek-
vence snimki je f = 25,571 (televizory zobrazujici s frekvenci 50,51 nebo 100,s~! zobrazuji
jeden snimek vicekrat).

Kolo se zdanlivé netoci, pokud se na po sobé nasledujicich snimcich nachézi vzdy ve stejné
poloze. Tomu napiiklad odpovida, kdyz se kolo mezi dvéma snimky oto¢i pravé jednou
dokola. Existujf ale i dals{ moznosti. Kolo md N (zpravidla 5-

,8) loukoti (paprsku) a pfi pootoceni o ihel ®; = 27/N vypad4 stejné jako pied pootocenim.
P1i pootoceni kola o libovolny celo¢iselny nésobek 1thlu ®; pak kolo opét vypada nezménéné.
Uhlova rychlost otaceni kola tedy musi byt

M9,
T

w

= Mq)lfa

kde M je libovolné piirozené &islo a T' = 1/f je doba mezi dvéma po sobé ndsledujicimi
snimky.

Pii jedné otocce (o uhel 27) se kolo odvali o svuj obvod 27r, kde r je polomér kola. Pokud
kolo neprokluzuje, posune se o stejnou vzdalenost dopiredu i automobil. Uhlové rychlosti w
tedy odpovida posuvnd rychlost v = wr.

Kola auta se zdanlivé netoci, je-li rychlost auta
M
v =2nr—
N/

pro libovolné prirozené M. Pro N =5 a r = 28 cm je nejmensi rychlost, pfi niz jev pozoru-
jeme (M=1) v =88m-s™! =32km-h~!.

Koneéné zodpovime otazku, jak se lisi prumeér kol auta, ktera se pii stejné rychlosti pohybu
toci zdanlivé dozadu. V této situaci kola nedokonéi celou otocku o 1ihel ®4, ale pootodi se o
tihel 0 néco mensi. Uhlov4 rychlost otaceni kol je tedy mensi. Protoze posuvné rychlost je
stejna, musi byt prumér kol vétsi.

&

. Prezentace v rozsahu asi 10 minut na dané téma: Meéreni délky. Jednotky, méfidla. Jak
velké jsou atom, molekula, svétlo, zivoc¢isnd bunka, vlas, planeta, slunecni soustava, galaxie.
Eratosthenes a urceni obvodu Zemé.

. Prezentace v rozsahu asi 10 minut na dané téma: Aristotelovska predstava o pohybu. Problém
stdlého pohybu planet. Kritika Aristotelovské piedstavy a prvni Newtonuv zdkon.

. Vyjadrete pomoci zdkladnich jednotek soustavy SI jednotku energie (joule, J) a jednotku
elektrického odporu (ohm, ). Kontrolou jednotek zjistéte, ktery z nésledujicich vztahu pro
vykon (P) elektrického proudu (I) prochdzejiciho spotiebicem s elektrickym odporem R by
mohl byt spravné: (a) P = I?/R, (b) P =1?-R.

Reseni: Joule: Jeden joule je préce vykonang silou jednoho newtonu posunujici predmét
po dréze jednoho metru: J = N - m. Jinak také W =F -d, [W]|=[F]-[d], J=N-m.

Jeden newton je sila, kterd télesu o hmotnosti jeden kilogram udéli zrychleni jeden metr za
sekundu na druhou: N = kg - m - s—2. Jinak také F' = ma, [F] = [m] - [a], N=kg - m - s—2.

Spojenim obou vztahit mame J = kg - m? - s—2

Ohm: Spotfebi¢ ma odpor jeden ohm, pokud jim pfi pfilozeném napéti jeden volt prochéazi
proud jeden ampér: Q = V/A. Jinak také R =U/I, [R] = [U]/[I], Q@ =V -A~L

Mezi dvéma misty je potencidlovy rozdil (napéti) jeden volt, pokud je pfi preneseni néboje
jeden coulomb vykondna prace jeden joule: V = J- C. Jinak také U = W/q, [U] = [W]/[q,
Vv=1J-C
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Vodi¢em prochézi proud jeden ampér, pokud jim za dobu jedné sekundy projde nédboj jeden
coulomb: A = c¢-s71. Jinak také I = Q/t, [I] = [Q]/[t], A=c s .

Spojenim vsech vztahii dostaneme 2 = kg - m? -s73 - A2,

Ovéteni vztahu:

(a) P = RI?

[P = W = kg-m?-s73, [RI?] = Q- A? = kg-m?-s73, tento vztah mize platit (a také
plati, coz uz ale jednotkovou analyzou zjistit nemuzeme).

(b) P=R/I? [R/I?) =Q-A"2 =kg -m?-s73. A~% Kviili odlinému exponentu u ampéru
jsou jednotky na levé a pravé strané rovnice odlisné, vztah tedy nemuze platit. &

Ze zékladnich vlastnost{ elektronu (hmotnost m, = 9,11-1073! kg, naboj e = 1,60- 10719 C)
a zékladnich fyzikdlnich konstant (Planckova konstanta i = 1,05J-s, permitivita vakua
g0 = 8,85 -10712C2% . N~! . m~2) sestavte veli¢inu, jejiz jednotkou je délka, a spocitejte jeji
hodnotu. Ndpovéda: C=A-s, J=kg-m?-s72, N=kg -m s 2.

Reseni: Hledanou veli¢inu zapiSeme ve tvaru
@ = (m.)*e"h"(g0)?
Jednotka na pravé strané rovnice je
[(me)*e®n(20)?] = (kg") - (A-5)" - (kg -m® - s7) - (A®- kg™ -m~ ! s,
Po presklddani koeficientu
[(me)ePhe(g0)] = kgHe? . m2e=3d . bc+dd | Ab+2d,

7 druhé strany ale jednotka celého vyrazu musi byt shodnd s jednotkou z, tedy metrem. To
vede na soustavu rovnic pro koeficienty a, b, ¢, d. Naptiklad koeficient u kilogramu musi byt
0, protoze x ve své jednotce kilogram neobsahuje. To vede k rovnici a + ¢ — d = 0. Podobné
2¢c—3d=1,b—c+4d =0, b+ 2d = 0. Resenim soustavy jea = —1,b=—2,c¢=2,d = 1.
Hledany vyraz je

80h2

g = 42110 P m.
e

xr =

Tento vyraz se od Bohrova poloméru atomu vodiku (ap) lis{ pouze faktorem 4m: ap = 4.

&
Pod jakym elevacnim thlem « je tfeba hodit pfedmétem, aby pii dané pocateéni rychlosti vg
dopadl co nejdal? Navod: spocitejte vzdalenost dopadu jako funkci tthlu o, maximum funkce

dzp(a) —0.

najde z podminky nulové derivace: =

ReSeni: Pro soufadnice piedmétu v obecném ¢ase plati
z(t) = vg cos at
y(t) = vosinat — %gt?

V okamziku dopadu tp musi byt y-ovéa souifadnice rovna 0
vosinatp — %thD =0.

Odtud ]
2vg sin «
tp = —————.

g
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x-ova soufadnice v ¢ase tp udava vzdalenost dopadu. Plati pro ni

2
2ug

xp = x(tp) =vgcosatp = sin a cos a.

Maximum zp jako funkce o najdeme z podminky nulové derivace

drp(a) 202 . _
a0 = 70[((:05 a)? — (sina)?] = 0.

Tato podminka je splnéna pro sina = £ cosa, tedy tana = £1. Jedinym fesenim v rozsahu
smysluplnych thla (0°-90°) je o = 45°. L)

svs

Jak se zvysi dostrel déla d (pii stejné pocdtecni rychlosti koule vg a stejném ndmeérném thlu
«), pokud jej umistime na skalnf tites ve vysi h nad vodorovnou rovinou?

Reseni: Pro soufadnice délové koule plati
z(t) = vg cos at

1
y(t) = h +vosinat — ith.
Nejprve uréime dobu dopadu ¢p z podminky y(tp) = 0,
. 1,
h + vgsinat — §gt =0.

Odtud

tp =

vosina + 4/ (vg sina)? + 2gh
. .

ResSen{ s minusem vede na zdporny ¢as a je nefyzikdlni (odpovidd okamziku, kdy - pfi umélém
rozsiteni letu stiely pfed okamzik vystielu - stfela protind povrch zemé a mif{ vzhiru). Reseni
s plusem dosadime do vztahu pro x-ovou soufadnici. Dostdvame tak pro dostiel

xp =x(tp) = M[vo sin a + +/(vp sin )2 + 2gh)]
g

Rozdil dosttelu (pro dosttel z nulové vysky vyuzijeme predchozi pitklad) je

Vg COS (v

[/ (vo sin @)? + 2gh — vy sin a].
g

A.’L‘D:



