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II. Viny

Vlnami rozumime Sifeni zmény fyzikalni veliCiny v ¢ase a prostoru. Na rozdil od kmitd, které
do jisté miry miiZeme povazovat za specialni ptipad vin, je vlna zpravidla nelokalizovana.

V této souvislosti je mozné pripomenout, Ze za zakladni fyzikalni objekty mizeme povaZzovat
¢astice a viny. Ty se lisi zpravidla prave piedstavou, Ze ¢astice je siln€ lokalizovand a naopak
vlna zcela delokalizovana. Ve skutecnosti mezi nimi existuje velmi tésny vztah a dokonce

v kvantové fyzice pfedstava jejich vzdjemné ekvivalence. U vin je vzdy podstatné co se vini,
muze to byt napf. intenzita elektrického pole, hustota prostiedi, poloha ¢astice atd. Tvar vin
muze byt velmi riizny, ale zpravidla se snazime vinové jevy popsat harmonickou vinou,
pfipadn€ sumou harmonickych vin.

V kapitole I. Kmity jsme v piipad¢ soustav o vice stupnich volnosti jiz zavedli pojem viny,
respektive stojaté viny. Studovali jsme vSak pfedevsim ohrani¢eny systém. Kmity takového
systému lze popsat jako superpozici stojatych vin. Tvar a vlastnosti takovych vin jsou
predevsim ur¢eny okrajovymi podminkami a disperznimi vztahy. Zakladni vlastnosti
stojatych vin je, Zze vSechny elementy soustavy kmitaji se stejnou fazi a jejich energie je
lokalizovéana uvnitt tohoto systému.

V ptipadé vin nebo piesnéji v piipadé pohybujicich se vin, pouziva se termin postupna vina,
volime zpravidla neohrani¢eny systém. Pro takové viny je typické, Ze jednotlivé elementy
soustavy maji rizné faze. Lze ukdazat, Ze ptislusné disperzni vztahy zlstavaji stejné pro oba
typy vin. Postupnd vlna ptenasi energii a impulz v prostoru, ve kterém se Sifi.

1. Harmonické viny v 1dm

1.1. Zakladni vlastnosti harmonické viny

Harmonickou vIinou rozumime vlnu, kterou lze popsat pomoci funkci typu sin a cos. Jeji
zékladni matematicky popis v 1dm ma tvar

VX, t) =W cos(® —kx+ 9P, (1.1.1)
Tvar velmi pfipomina funkci pfi popisu kmiti.
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Obr. 1.1.1. Harmonicka vina, prostorovad a c¢asovda zavislost.

Ptislusna fyzikalni veli¢ina v (napt. mechanicka vychylka) je funkci dvou proménnych x a t

(viz. obr. 1.1.1.), v je amplituda, @ je Casova frekvence (Ghlova frekvence) s Casovou

periodou T
2T
0= _— (1.1.2)
T
a k je prostorova frekvence ( uhlovy vlnocet) s prostorovou periodou » (vlinova délka)
_ 2T
k= o (1.1.3)

¢ je posuv faze, vyraz (® — «x + P se nazyva faze viny.
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Obr.1.1.2. Posuv harmonické viny v prostoru a case.

Chceme-li urcit rychlost posuvu takové viny je nutné sledovat jeden bod vInéni (napf-.
maximum) a pro ten plati

® —kx + P = konst (1.1.4)
Pak
Ot - kdx =0 (1.1.5)
Rychlost tohoto bodu, oznacujeme ji jako fazovou rychlost vy, je
dx ®
it (1.1.6)
Vlna se pohybuje touto rychlosti ve sméru osy x, pro fazi
© +kx + P = konst (1.1.7)

bude rychlost zaporna a vinéni se §ifi na opacnou stranu.
V kapitole o kmitech jsme zjistili, Ze obecné vztah mezi © a k (disperzni vztah) mize byt
slozita funkce. Pokud plati vztah ( 1.1.6 ) jedna se o nedisperzni viny, pokud je zavislost

vvvvvv

studované v kapitole I. Kmity nebo prostiedi, kdy index lomu zavisi na vinové délce, n(* ,
protoze n=c/v, je v(*, respektive v(k)).

Podobné jako u kmitil, mize byt vinéni podélné (vychylka x je sméru Sifeni viny) nebo pficné
(vychylka x je kolmo na smér Sifeni).
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Obr. 1.1.3. Zobrazeni harmonické viny v casoprostoru (osy hornich obrazkii jsou stejné,
spodni obrazky jsou Fezy v poloviné stupnice).

1.2. Princip superpozice

Podobné jako v ptipadé kmitd pfedpokladame platnost principu superpozice, ktery dovoluje
s¢itani jednotlivych vin. Plati

VX, )=V (x,t) T ¥, (x,t) (1.2.1)
Jeho platnost je ddna experimentalni zkuSenosti a neplati vzdy samoziejmé. V prostoru a Case,
kde se vyskytuji dvé nebo vice vIn, dojde ke vzniku nové viny, jako souctu jednotlivych ¢asti.
Velkou vyhodou, jak uvidime pozdé&ji, je moznost vyjadrit i velmi slozité formy vin pomoci
Fourierovy analyzy, jako soucet harmonickych vin o riznych amplitudéch a fazich.

1.3. Interference vin

Princip superpozice dovoluje studovat secitani — interferenci dvou a vice vin ve velmi riznych
situacich. Tento jednoduchy postup méa celou fadu vynikajicich aplikaci. Podrobné probereme
tyto jevy v akustice a optice. Pro dvé viny obecné plati

Vx, )=V (x, )tV (x,t) =W cos(@t—x,xtP )+ ¥ cos(® t-k,x+t? ) (1.3.1)
Pro jednoduchost se omezime na diskusi dvou specialnich, ale dalezitych ptipadu.
1. Dvé viny se stejnymi amplitudami, frekvencemi, vinovymi délkami, liSici se pouze
fazovym posuvem.

VX, )=V (X, )TV, (x,t) =W cos(@t—x,x+tP )T W cos(®t—kxt?P) (13.2)
Pak plati

, ® - ¢ +9
VX, t) =V (x,t) T ¥, (x,t) =2V cos( Yeos(@ t— ¢ xt ) (1.3.3)
2 2




Oznacime

=9, -9,

Pak vysledek siln€ zavisi na tomto rozdilt fazi viz. obr.1.3.1. Pro

>

vvvvvv

2. Dvé stejné viny lisici se pouze smérem postupu. Pak analogicky k (1.3.2)

Vx, )=V (x,t) T ¥ (x,t) =W, cos(Ot=kx+P )+ ¥ cos(®t+kx+tP)

A po Upravé

podrobné studovali v kapitole o kmitech v souvislosti se strunou.

Vx, )=V (x,t) T ¥ (x,t) = 2W¥  cos( k,x)cos( @ t+ P )
Dostavame vinu, ktera se nepohybuje, tedy tzv. stojatou vinu (obr.1.3.2.), kterou jsme

je amplituda maximalni — konstruktivni interference
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Obr. 1.3.1. Destruktivni a konstruktivni interference.

(1.3.4)
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(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)



Obr. 1.3.2. Stojaté vinéni v prostoru pro riizné casove okamziky.

1.4. Grupova rychlost

Samotnéa harmonicka vlna nenese zddnou informaci, protoze se stale stejné¢ opakuje.
K ptrenosu informace je nutna jeji modulace (amplitudy, faze, frekvence... ). Velmi slozité
formy vln mizeme dostat interferenci riznych harmonickych vin. Pro jednoduchost zvolme
dvé viny se stejnymi amplitudami typu (1.3.1)

VX, )=V (x, )TV, (x,t) =W, cos(Qt-kxTP)tW cos(® t-k,x*+?,) (14.1)
Po bézné uprave

A
Vx, )=V (x,t) ¥, (x,t) =2V cos(@ t— < xt —)cos(@ t—k xt?P ) (142)
2
Kde
® — D k — < ® + 9D k, tk ¢ +9p
(Dmod = : - kmod = : : 0)5[ = : - st - : ? (Pst = I - (1'43)
2 2 2 2 2
Miizeme tuto vlnu prepsat do tvaru
VX, )=V _(x,t)cos( O t— < xt P ) (1.4.4)
Kde pro modulovanou amplitudu plati
A
Vo (x,t)=2V cos(@ t— < xt —) (1.4.5)
2

Zitejmé tato amplituda prendsi moznou informaci. Hledame rychlost tohoto pfenosu, pak
analogicky k hledani fazové rychlosti (1.1) polozime

A
(@ t— <, ,xT —)= konst (1.4.6)
2
Pak po diferenciaci
o ad Tk adx =0 (1.4.7)
Pak prislu$na rychlost, nazveme ji grupova, v,
dx (0] o - A o
v, = —= = L= — > — (1.4.8)
dt kmod k1 N (2 A dk

Pro dvé viny vystacime s rozdilem frekvenci a vlno¢tli, v obecném ptipad¢ spojité disperzni
zavislosti plati



= — 1.4.9
e T (1.4.9)
Ptipomenime, Ze pro fazovou rychlost (1.1.6) plati
(O]
= — 1.4.10
vt (1.4.10)
A tedy pro jednoduché disperzni vztahy (® k = konst ) plati
T (1.4.11)

Obecné je souvislost mezi o a k nebo v, a v¢ur€ena prisluSnym disperznim vztahem (viz
[.Kmity). Pro obecnou souvislost je moZzné psat

k
g =LA E (1.4.12)
dk dk dk
V ptipad¢ optickych vlastnosti materialti pouzivame k jejich charakterizaci index lomu
n=— (1.4.13)
Vf
Vyuzijeme vztah (1.4.13), dale k=mn/c, dosadime do (1.4.12), pak
dv .
g =Se Hedo_c B (1.4.14)
n do dk n n do®
a odtud
([ ©dn )
7 (1.4.15)
0+ D dn U ndo
do
Podobnym zpisobem odvodime
c ([ Adn)
Sl —_ + -
v, an Vflkl ndk)l (1.4.16)
n d7\,

Ze vztahii (1.4.15) a (1.4.16) je ziejmé, Ze podle znaménka dn/dA (disperze materialu) mtize
byt grupova rychlost vétsi nebo mensi nez fazova. Ve spektralni oblasti kde je absorbce mala
je dn/dA <0 (tzv. normalni disperze) a naopak pro velkou absorpci mize byt dn/dA >0 (tzv.
anomalni disperze). Vhodnou kombinaci optickych vlastnosti 1ze dosdhnout zna¢ného
zpomaleni svétla (vy<<c) aZ do uplného zastaveni na velmi kratkou dobu. Je mozné pozorovat
1 opacny ptipad, kdy vg>c.

1.5. VInova rovnice

Vlnovou rovnici rozumime diferencidlni rovnici jejimz feSenim je vina.
V ptipadé¢ struny jsme odvodili tvar vinové rovnice (3.1.12), ktera dava feseni pro obecny
pohyb struny, napt. pro Sifeni jednoduchého pulzu na struné — viz obr.1.5.1.
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Obr. 1.5.1. Pohyb pulzu na struné (ve smeru Sipky).

Ptedpokladame, Ze tvar pulzu se neméni ani v ¢ase ani v prostoru, pouze se méni jeho poloha
s rychlosti v.
Takové obecné feSeni pro postupnou vinu, respektive pulz, mé v 1dm tvar

Vx,t) = f(vt F x) (1.5.1)
kde znaménko urcuje smér pohybu pulzu. V ptipadé platnosti (1.4.10), tj. vi=0/k ma feSeni
tvar

Vix,t) = f(O Fkx) (1.5.2)
Pro harmonické viny (1.1.1) ma feSeni tvar
Vix,t) =W cos(® Fkx + P, (1.5.3)
V obecném ptipadé (1.5.1) budeme tuto funkci derivovat podle Casu a soufadnice a ozna¢ime
,_ 9 ,_0'f
Z=vt¥x f =— f =
o7 0r7?
oy , oy ,
— = vf — = Ff 1.54
a ER (1.54)
Porovnanim dostaneme rovnici platnou pro postupné viny
oy 10y
—=t_— (1.5.5)
0« v O
N¢kdy se pouziva nazev rovnice postupné viny. Postup opakujeme pro druhou derivaci, pak
o'y , o'y,
=v’f =f (1.5.6)
PE R
Podobné dostaneme
o'y 1 0'y
= — (1.5.7)
a ¢ 2 v 2 a 2



Tim spiSe ma tato rovnice stejny tvar pro (1.5.2) nebo (1.5.3). Podobné jako v ptipad¢ struny
tuto rovnici budeme nazyvat vinovou, ptipadné bezdisperzni vlnovou rovnici.

1.6. Hustota energie a vvkon

S pohybem struny, respektive s pohybem pulzu na strun€ je spojen ptenos energie. Pro
hustotu (na jednotku délky) kinetické energie Ei plati

_1 (au\
E, = "K = ) (1.6.1)
Sila napinajici jednotku délky struny je podle I. (3.1.10)
6 2
F=T, (1.62)
PR
Pak hustota (na jednotku délky) potencialni energie E,
~ oy (apY!
E, = IFd“’—'TOJE;:;dW =Tl 5 (1.6.3)
kde piislusny integral feSime substituci
oy oy  9: 9:0y O oy (op)
T=__ = =_ " =__ 1 T —dy J‘C[‘t—- =] — |
0. 0.2 0, Oy o, oy EYE Lo
a hustota celkové energie
(x,t)=E, +E —lplav |‘+1T| i’ |)—p°I—| ’ |Z+ 2 i’ |Z—I—1“|( U\lz—p (avv
w X’ - - 0 P N 0 A - ! A v P H - 0 A - 0
A N 2 ‘Lo 2 [\a oc) | "lod) \o )
(1.6.4)

kde jsme pouzili v’ =T, /P, .
Vzhledem k rovnosti (1.5.5) je zfejmé, ze v libovolném bodé€ struny v daném Case jsou
hodnoty hustoty kinetické a potencialni energie stejné.
Podle I (3.1.10) ptisobi v kazdém bod¢ na strunu sila
_ .0y LT oy _ 0

F(x,t) = ,Oa—l N 8 T
kde jsme vyuzili (1.5.5), Veli¢ina Z=T/v se nazyva impedance. Pak vykon, pfenaSeny
strunou, se bude rovnat

(1.6.5)

P(x,t) =~ i_&|__| =%y (1.6.6)

kde jsme opét vyuzili vztah (1 .5.5). Zcela analogické Vysledky dostaneme pro podélné kmity.
Jen jako diive nahradime veli¢inu T, vyrazem Ka. Vyuzitim (1.5.5) ve vztahu (1.6.4) mizeme
pro vykon piedavany ve sméru pohybu viny dostat

P(x,t) = £ /w(x,t) (1.6.7)
Znaménko + znamend, ze prendSeny vykon pro vinu Sifici se zleva doprava je kladny a
naopak pro vinu v opa¢ném sméru (-) je zaporny.
V konkrétnim ptipadé postupné viny, pulzu na obr.1.5.1, je priibéh vykonu na obr.1.6.1.

10
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Obr.1.6.1. Postup pulzu a prendseného vykonu (hodnoty jsou v relativnich jednotkach).

Pro ptipad harmonické viny

V=W cos(® —<xt P (1.6.8)
Je vykon podle (1.6.6)
P(x,t) = O T W sin*(® —x+9P, (1.6.9)
viz obr. 1.6.2.
1.5¢ r [ r [ r r [ 5 L
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Obr.1.6.2. Postup harmonické viny a prenaseného vykonu (hodnoty jsou v relativnich
Jjednotkach).

Pro stojaté vInéni plati

V=Y oy = ocos(@ Tkx P W cos(® tkx TP (1.6.10)

A pro vykon
P(x,t) = P (x,t) * P,(x,t) = ® T Wl)sin *(® —¢x+P =D T W’lsin’(® +kx+7 =0(l.6.11
)

Celkovy pteneseny vykon se sklada ze dvou stejnych, které smétuji, stejné jako postupné
viny, proti sob€ a tedy se navzajem rusi.

1.7. Matematicka poznamka

Nékdy je vyhodné pouzit pone€kud jiny tvar zapisu harmonickych funkei.
1. Vyjadieni pomoci komplexnich ¢isel

Vyjdeme ze znamého tvaru komplexniho ¢isla

11



z=atb= Iz|(cos( D +isin(P) = |Z|€i¢ kde |Z| =Va’+b® tg(® =b/a (1.7.1)
Pak harmonickou funkei (1.1.1) je mozné psat ve tvaru
Vix,t) =W, cos(® —x+P =ReV e " (1.7.2)
BéZné pocitame s vyrazem
Vix,t)=w e (1.7.3)
Coz ma tadu praktickych vyhod. V zavéru vypoctu piejdeme vzdy k redlné ¢asti vysledku.

2.Fazory

Pro nazorné secitani vin se pouzivaji nékdy tzv. fazorové diagramy. Fazorem viny ve tvaru
(1.1.1) se rozumi vektor o velikosti amplitudy (pro x=konst (napt. x=0) ) svirajici s osou
soufadné soustavy thel (® + p . Vektor tedy rotuje s thlovou rychlosti ©® a jeho primét do
osy je okamzita vychylka, viz. obr.1.6.1. Pak vilny typu (1.3.2) jsou zobrazeny vektory, které
trvale sviraji thel A . Vysledna vlna je vektorovy soucet obou slozek. Analogicky miiZzeme

postupovat pii se€itani vin v prostoru, kdy zvolime t=konst.

Yo

Obr. 1.7.1. Fazor harmonické viny a jejich secitdni.

1.8. Tlumena harmonicka vina

V redlném prostiedi vzdy dochdzi ke ztrat€ energie vlivem napf. tfeni a vysledkem je vlna u
které klesa amplituda. Analogicky k pohybové rovnici netlumené viny I(3.1.12) miizeme
napsat pohybovou rovnici, kde k vratné sile ptidame silu, ktera zptisobuje ztraty. Stejné jako u
tlumeného oscilatoru predpokladédme, Ze je tmerna rychlosti a koeficient Gtlumu oznacime T'.
Pak vysledna pohybova rovnice, kterou miizeme povazovat za vinovou, ma tvar

oy oy 0%y

= —+v

2 ? EYE
Ptedpokladame feseni ve tvaru (1.7.3), ale budeme predpokladat, ze k ke komplexni ¢islo ve
tvaru

(1.8.1)

k=k' - k' (1.8.2)
Tedy po dosazeni do (1.7.3) dostaneme
Vix, )= e =y et e (1.8.3)

0

12



Volba znaménka ve vyrazu pro k je dana pozadavkem, aby amplituda se vzdalenosti klesala

(opak je nerealisticky). Jedna se tedy o harmonickou vinu s exponencidlné klesajici
amplitudou, viz obr. 1.8.1.

\ t=0
0.50 | t=2 | .

f)’ ‘k - t=4

> O L' ] el R =SS
05 .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

X
1¢ r
0.5*/ r
- ol ]
-0.5~ i
At r C
0 2 16 18 20

Obr 1.8.1. Vina (1.7.3) s hodnotami (yy=1, a)ZZS'I,k'ZZm'], k”=0.2m'1) v case t=0,2,4 a pro

souradnici x=0,2,4.

Je vhodné obrazek srovnat s netlumenou harmonickou vinou (1.1.1).
Dosadime-li (1.7.3) do (1.8.1) dostaneme

o — To=y%?
porovnanim realnych a imaginarnich casti ]
® =v21'2—k'2/ Lo =2k'k"v?
odkud je mozné ziskat vztahy mezi k', k" a o, I'.
Pro velmi slaby utlum (I'<<w) upravime (1.8.4)
o (1-Tio =y’
po odmocnéni
ol1-Too =+ ,(k'- k")
porovnanim ziskame
kK'=t> vy kK'=% /2y

(1.8.4)

(1.8.5)

(1.8.6)
(1.8.7)

(1.8.8)

Tomuto ptipadu dobte odpovidé obr. 1.8.1. Jedna se prakticky o ptivodni harmonickou vinu

s nezménénou frekvenci, navic slabé tlumenou. Prakticky tataz vina je v ¢asoprostoru
znazornéna na obr. 1.8.2.

Pro velmi silny utlum (I'™>>w), podobné jako pro tlumeny oscilator, se ztraci vinovy charakter

funkce y a vychylka rychle klesa k nulové hodnot¢.

13
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Obr. 1.8.2. Zobrazeni tlumené viny v casoprostoru (osy hornich obrazkii jsou stejné,
spodni obrazky jsou Fezy pro t=0 a x=4, pro vSechny obrdzky k'=1.5m, k''=0.2m, ©=2s"").

Ve specialnim ptipadé, kdy k'=0 se jednd o vinu, ktera ztraci periodicitu v prostoru, pouze
amplituda klesa exponencialng, ale zachovava se periodicita v ¢ase. To je tzv. evanescentni
vlna, viz obr. 1.8.3.
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Obr 1.8.3. Evanescentni vina (1.7.3) s hodnotami (wo=1, o=2s" k'=0m™, k’'=0.2m™) v case

pro souradnici x=0,2,4.

1.9. Podélné

viny

Dosud jsme vychazeli z predstavy pfi¢nych vin a to pfedevsim pii¢nych vin na struné.
Analogicky k podélnym kmitiim je mozné studovat podélné viny, kdy smér Sifeni viny a

amplitudy jsou rovnobézné.
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Obr. 1.9.1. Cast struny v klidu a v pripadé podélné deformace.

Predpokladame strunu ve forme tenkého dratu. Uvazujeme element struny o délce Ax , ktery
se pfi deformaci posune o y a deformuje o Ay (Ay<<Ax), prifez S pfedpokladdme neménny.
Podle Hookova zakona, pro malé deformace v daném bod¢, plati

F A ay

S EA——Eg;— (1.9.1)
kde E je Youngiv modul pruznosti a Ay/Ax relativni deformace elementu. Zrychleni
elementu zplsobi sila AF. Pak

A =3SE P A (1.9.2)
pak podle 2. Newtonova zakona a pro hmotnost elementu Am=SAxp,
o'y o'y
SA P, — ZSEazA (1.9.3)
Po tpravé dostaneme vinovou rovnici
0"’ E O°
v_EZWY (1.9.4)
0?2 P, 0?2
kde pro rychlost podélnych vin v
E
v= |— (1.9.5)
P

Ciselné odhady davaji dobrou shodu se skute¢nosti. Napk. pro ocel je p=800kg m~,
E=2.10""N m™ odtud v je asi 5000m s™'. P¥i¢né vlny maji prakticky vzdy hodnoty nizsi.
Podobné 1ze odvodit vlnovou rovnici a rychlost $ifeni vin pro akustické viny — viz ¢ast I11.

1.10. Viny v disperznim prostredi

Redlné prostiedi, zejména pevné latky ptipadné kapaliny, pfindseji pfi studiu $ifeni vin fadu
komplikaci. To je dano slozitym vztahem mezi deformaci a napétim ve formé tenzoru. Dosud
jsme predpokladali vesmés platnost Hookova zakona, tedy jednoduchy skalérni linedrni vztah.
Rovnéz jsme dostali jednoduchy linedrni vztah mezi prostorovou frekvenci k a ¢asovou
frekvenci . To je tzv nedisperzni chovéni vin. Dﬁleiit}'/m dﬁsledkem je ze Véechny
tvar.
V ptipadé¢ struny je detailni vypocet pomérné slozity, spokojime se s odhadem, Ze jedna
z vyznamnych sloZek vratné sily souvisi s kfivosti deformované struny a nuti ji zaujmout
pivodni tvar. Kfivost je umérna 0 *v /0 :* a pfislu$na slozka

GE ( o'y \ o'y

~ 1.10.1
a 2 \a 2 ) a ;4 ( )
pak pohybova, respektive vinova rovnice bude mit tvar
GE [o° o ﬂ
LIPS Rk AL | (1.10.2)
atZ |_ aX 2 \ ax4 ) J
kde a je ptfisluSna materialova konstanta. Pfedpokladame fesSeni ve tvaru harmonické viny
Vix,t) =W cos(® —«xx+ P, (1.10.3)
Po dosazeni ziskame disperzni vztah
o=tx€ra 2’ (1.10.4)
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Pro tazovou rychlost v¢
vom=x fea (1.10.5)
"k
ktera zavisi na prostorové frekvenci k, respektive vinové délce, nelinearné. Jednim
z dtsledki je deformace vinového pulzu pii pohybu na struné.
Ve slab¢ disperznim prostedi predpokladame ak®<<1, rovnéz zvolime smér $ifeni (tedy
znaménko +), pak

o Evkl(l+1—0€;2}:vk+:k3 (1.10.6)
2
V tomto piipad¢ pro fazovou rychlost dostaneme
HLIEN P P (1.10.7)
v, - —— V — { -V > . .
Tk U2 )
a pro grupovou rychlost
0n
v, = E: v+3ck’ (1.10.8)

Na rozdil od bezdisperzniho prostiedi jsou obé rychlost rtizné a dojde k postupnému
rozplyvani pulzu. Obecné a, respektive ¢, miize nabyvat rtizné znaménko a tim se méni i
vzajemna velikost obou rychlosti. V ptipad€ vi/>v, se nékdy hovoii o normalni disperzi a
v opac¢ném piipad¢ vi<v, 0 anomalni disperzi. Tyto pojmy jsou spojeny spiSe s optikou.
V piipad¢ kovovych strun je a kladné a tedy i vi<v,. Dlisledkem je posuv ,,harmonickych*
frekvenci k vy$§im frekvencim proti bezdisperznimu piipadu. Pro disperzni vztah

o =vk_ +:k (1.10.9)
a pro strunu uchycenou pevné v bodech x=0 a x=L plati stejné okrajové podminky jako dfive
(kp=nm/L), pak

vV =n Moy n’ cr
! 2L 2L’
Struna jiz nevydava harmonické frekvence, tj. nasobek zékladni, ale pon¢kud frekvence vyssi,
viz obr. 1.10.1. Poznamenejme, zZe soucasné amplituda vysSich harmonickych se pomérné

rychle zmensuje a tedy rozdily v barvé tonii nemusi byt ptili§ markantni.

(1.10.10)
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Obr. 1.10.1. Zavislost casové frekvence w na prostoroveé frekvenci k pro ,, nedisperzni* strunu
a pro ,,disperzni*“ strunu s vyznacenymi harmonickymi a posunutymi ,, harmonickymi “
frekvencemi.

V casti .LKmity jsme fesili chovani struny 1.3.1. a 1.3.2., jedno a dvoucasticového fetézce
[.3.4., ptipadné dutiny 1.4.1. z hlediska kmitii nebo stojatého vIinéni. Pouzili jsme prakticky
vzdy okrajové podminky ve formé pevné uchyceného prostiedi na zac¢atku a konci. Pfimym
dasledkem byla vybérova pravidla pro prostorovou frekvenci k ( napt. k,L=nm) a ptes
disperzni vztah rovnéZ diskrétni hodnoty pro ¢asové frekvence w,. Z hlediska Sifeni vin

v takovém prostiedi je mozné postupovat podobné, jen neuplatnime okrajové podminky.
Dostaneme stejné disperzni vztahy, tentokrat platné pro libovolné k.

2. Harmonické viny ve 3dm

2.1. Rovinna vina

Rovinnou vinou budeme rozumét harmonickou vinu jejiz stav je stejny na roving.

18



Obr.2.1.1. Rovinna vina.

Budeme ji psat ve tvaru
Vi) =W e =y " 2.1.1)
Kde r(x.y,z) je polohovy vektor, k(ky.ky.k,) je vinovy vektor ve sméru Siteni vlny, plati

k|= JkI+k:+k: =21/} (2.1.2)

Z obr.2.1.1. je ztejmé, ze v daném Case pro kazdy vektor r na pfislusné roviné plati
(® —Kkr) = konst (2.1.3)

(O Kt

2.2.Kulova vlna

Touto vinou rozumime harmonickou vinu, kterd ma stejny stav vinéni na kulové plose.
Takova vlna ma tvar
Vi i@ o
Vix,y,z,t) = e : (2.2.1)
r

Amplituda ubyva neptimo imérné€ od stfedu Siteni viny, vektorové vyjadienik ar je
zbytecné, protoze ve vSech smérech na kouli je stav stejny a vektory jsou rovnobézné. Pro fazi
na kouli plati

(® —«kr+ 9P =K = konst (2.2.2)
Po umocnéni a upravé dostaneme

2

® + P -K)>
P (o)t y syt = )

: (2.2.3)
k

Coz je rovnice koule se stfedem (Xo,y0,Z0)-
Tyto dvé viny, rovinna a kulova, jsou nejjednodussi viny v 3dm a ve vét$ing ptipadii s nimi
vystacime.

2.3. Vinova rovnice

Uvedeme jen jednoduché zobecnéni 1dm vlnové rovnice (1.5.4) ve tvaru
o'y o'y d'y 1 'y

= + + = __
a ¢ 2 8] 2 a :2 v 2 6 2

f

v oy 2.3.1)

Kde Vv x,y,z,1).
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3. Obecna vina

3.1. Priklady slozitéjSich vin

Ptikladem harmonické viny je (1.1.1), amplituda je konstanta, obé proménné x a t jsou
v intervalu (—° +% ). Pfiklad neharmonické periodické viny je na obr.3.1.1., kde amplituda se

méni ve formé pilovych kmitl. Omezime-1i harmonickou vilnu v ¢ase nebo prostoru, viz.
rovnéz obr.3.1.1. dostaneme rovnéz neharmonickou vinu. Takovych ptikladii je bezpocet.
Velkou vyhodou pro zachazeni s témito vlnami je moznost pomoci Fourierovy analyzy je
povazovat za nekonecné soucty harmonickych vin. Pak diky principu superpozice ziistavaji
piedchozi zavéry a postupy platné i1 pro tyto typy obecnéjsich vin.

Z praktického hlediska, ale 1 vzhledem k uziti Fourierovy analyzy, je vhodné mimo grafické
vyjadieni vychylky na €ase a soutadnici, rovnéz uvazovat spektralni slozeni vlny, respektive
zavislost amplitudy yo na frekvenci. Na obr.3.1.2. je schematicky zndzornéna
monochromaticka vina (amplituda zavisi pouze na jedné frekvenci), diskrétni spektrum
(zavislost na diskrétnich hodnotach frekvence, napft. struna), spektralni ¢ara (spojitd zavislost
amplitudy na frekvenci v uzkém intervalu, napt. spektralni ¢ara vyboje v plynu), spojité
spektrum (spojitd zavislost na frekvencich v Sirokém intervalu hodnot, napt. zafeni absolutné
¢erné¢ho télesa).

_1' r r r r r r r

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

C r r r r r r [
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

Obr. 3.1.1. Priklady harmonické funkce, neharmonické (pilové kmity), neharmonické —
omezené v prostoru.
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Obr. 3.1.2. Spektralni sloZeni: monochromaticka vina, diskrétni carové spektrum (struna),
spojité spektrum (Gaussova krivka- spektralni ¢ara), spojité spektrum (zareni absolutné

cerného télesa ).

3.2. Periodicka funkce

V ptipadé€ periodickych funkei typu

f(s)=f(s*b) (3.2.1)
kde s, je proménna, b perioda a za piedpokladu, Ze funkce f je kvadraticky integrovatelna, tj.
ze integral

[le()| as (3.2.2)
existuje, pak tuto funkci je mozné vyjadfit ve tvaru Fourierovy fady
f(s) = 2. ameimQS (3.2.3)
kde Q je frekvence a m je celé ¢islo
T
Q=_— 324
" (3.2.4)
am je komplexni amplituda
1 .
a =—[f(s)e "M (3.2.5)
b 0
Pro vlny je bézné oznaceni sledujeme-li asovou zavislost:
s =t b=T Q=w=21'T (3.2.6)
V ptipad¢ prostorové zavislosti:
s =X b=*% Q=k=2m/A (3.2.7)

Jako ptiklad uved'me zminéné pilové kmity v prostorovych soufadnicich, viz obr.3.2.1.
Zvolme b = 27 pak k=1 a v kazdém intervalu plati y=x, pak

f(x):Z:ameimx :Zam cos( mx ) +ia _ sin( mx) (3.2.8)
Kde
a = fxe max = - L) (3.2.9)
2T m
Pak

21



2|rsin( X) _sin(2x) _ sin(3x) 1|
L1 2 3 /

Na obr.3.2.1. je patrné jak s rostoucim m, je ptivodni tvar 1épe vystiZen.

f(x) =

(3.2.10)

1F ] 1F

0 0r
-1 . Ak

-4 -2 0, 2 4 -4 -2 0 2 4
1 1 :
m=2 m=3
0 0r
-1 1k
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4
1 1
m=4

0 Or
1t . . . 1 1t 1
4 -2 0 2 4 4 4

Obr. 3.2.1. Postupnd nahrada pilového kmitu cleny Fourierovy rady (3.2.10).

3.3. Neperiodické funkce

V tomto piipadé pro funkci f(s), ktera je opét kvadraticky integrovatelnd, plati Fourierova
transformace ve tvaru

f(s) = ﬁ [Fauye ™du (3.3.1)

Kde pro amplitudu, ktera je spojitou funkci proménné u plati

F(u) = —— [f(s)e ™" ds (3.3.2)
o

%

s=t u=0m (3.3.3)

vvvvvv

A pro prostorovou zéavislost
s =X u =k (334
Uvedeme jednoduché, ale casté ptiklady (zvolime prostorovou zéavislost):

1.Pravouhly puls
Ve shodé¢ s obr.3.3.1. zvolime funkci ve tvaru pravouhlého pulsu s amplitudou A, Sitkou h
symetricky polozeného kolem pocatku. Pak

f(x)=A pro x2(~ :—,Jr g) a f(x)=0 proostatni x. (3.34)
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Pak

+0

1

f = k)e “dk 3.3.5
(x) Tan \F( )e ( )
A Ah kh
F(k) = E _[e Fdx = Esh’l C(T) (336)

Kde vyuzivame oznaceni sinc(x)=sin(x)/x. Funkce f a ptislusné F jsou na obr.3.3.1., diillezita
je souvislost $ifek obou kiivek. Sitka funkce F je nepfimo imérna h, tedy Sifce funkce f, viz
rovnez obr. 3.3.2.( sinc(x)=0 pro x=n a tedy k=2 w/h).

o L L L L L L L L L
fx) I
0.8 -
0.6 -
h=1
0.4 - —> < -
0.2 -
O L r r r r r r r r r r
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 « 3 4 5
F(k) r T T T T T T T T
0.4 B
02 -2mh 2mh 4mh |
0 V\
<>
47h=12.56
_02 r r r r r r r r [
-40 -30 -20 -10 0 10 20 K 30 40
Obr. 3.3.1. Fourierova transformace pravouhlého pulzu.
1k
f(x) . I(0.4
2!
0.5
o S
0 k - E _0.2 - - - E
-5 0 5 -40 -20 0 20 40
- 2
g TR
f(x)
1 b
0.5¢
0
O 3 I3 13 I3 I3 3 £
-5 0 5 -40 -20 0 20 40
X k

Obr. 3.3.2. Srovnani vysledku Fourierovy transformace pro rizné Siroké pulzy.
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2. Diracova 9 funkce.
To je predchézejici funkce f pro h = ), tedy nekonecné tizky puls. Pak plati (zvolime
Ah/N2m =1y

d=1lim,, F=lim,  sinc(kh/2)=1 (3.3.7)
A tedy funkce F nezavisi na k, je to konstanta.

3. Gaussova funkce
Zvolime obvykly tvar Gaussovy funkce

f(x)=exp(—:°/20") (3.3.8)
Pak

+00

F(k) = L exp( —x° /26 )exp( ikx )dx (3.3.9)

Vam
Po vypoctu dostaneme
F(k) =0 xp(— :°C ' /2) (3.3.10)
Ob¢ funkce jsou na obr.3.3.3., opét je tfeba si vSimnout, Ze Sitka funkce f je dana 20 a Sitka F
jeurcena 20

1r 2
i) O8f 1.5¢
0.6+ F(k)
1 —>» <
04r 2671=1
02" 0.5¢
10 10 0 5 0 5 10
1 T 0.2
fx) 087 T 045}
06" | F(k)
> < 01 <>
0.4‘ =
20 =04 2671=10
0.2¢ J L | o005}
0- I3 r I3 E O r e - E
0 5 0 5 10 0 5 0 5 10
« k

Obr. 3.3.3. Fourierova transformace pulzu ve tvaru Gaussovy kiivky.

3.4. Vinové klubko v ¢ase a prostoru

Velmi Casty a realisticky pfipad je vinové klubko, které je sou¢asné omezeno v Case i
vprostoru. VIinovou funkci musime brat jako funkci dvou proménnych. Predpokladame, viz
obr.3.4.1., harmonickou vlnu omezenou na ¢asovy interval © a prostorovy interval L
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(L = vt, kde v je rychlost $ifeni klubka). Pro jednoduchost jsme zvolili harmonickou vinu
s konstantni amplitudou, ale jsou mozné slozitéjsi pripady.
Plati
Vx,t)=Aexp(~ (@ t~k,x)) A=1 pro t2(~ '2,7'2) x?2(-./2,L/2) (3.4.1)
Pro ostatni t a x je A=0.
Pak pro Fouerierovu, respektive Laplaceovu, transformaci obecné plati

L )2 [40 [dkF (@ K)exp(— (@ - kx)) (3.4.2)

Vo

+o0

F(O k) = (——? [dx [dew x, exp(+ (© — x)) (3.4.3)

Nt

+00

Vix,t) = (

Po dosazeni
+./2 + 2

F® k)= (" [dx [dtexp(~ (@t <,x)exp(+ (@ — x) (3.4.4)
\/ETE -2 - 2
Nebo
F(® k) = (;)2 Idx exp( — (k — k,)x) Idt exp(t (@ - D )t)) (34.5)

\/571', -2 -2

Vysledek dostaneme ve tvaru

(k=k)L  (® D)7
—— Tin ¢

2 2

To je Fourierav (Laplacetiv) obraz zvoleného pulzu, respektive to je funkce dvou proménnych
davajici ptedpis pro amplitudy spektra harmonickych vin, kterymi lze pulz nahradit. Grafické

zobrazeni je na obr.3.4.1., jsou to v podstaté funkce sinc(x) sttedované v bodech @ a ky. Opét

F(O k) = ;—anin c (3.4.6)

plati nepfiméa imérnost mezi ,,Sitkami kfivek. Podstatny ptispévek k prispévku funkce F je
z intervalu frekvenci

A= — (3.4.7)
T
a z intervalu vinocta
4T
A = — (3.4.8)
L
Pro délku vinového klubka L plati
_4m A2
" A A (3.4.9)

Coz je stejny vyraz jako pro koherenéni délku, kterou zavedeme pozd¢ji. Zobrazeni téhoz
vlnového klubka v ¢asoprostoru je na obr. 3.4.2.
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Obr. 3.4.1. Fourieriv (Laplaceiiv) obraz vinového klubka v prostoru a case.
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Obr. 3.4.2. Zobrazeni vinového klubka v case a prostoru(viz obr. 3.4.1) ve 3dm.
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